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UOiJliL  (J.).  —  CoiKS  DE  Calcul  inpimtksimaî..  Gr.  in-H":  t.  1,  \v-5o8  pages, 
1878;  l.  II,  475  pages,  1879.  —  Paris,  Gauthier- VilUirs. 

Kii  1871  (t.  II  du  Bullelin,  p.  aj^),  uolre  regrette  collaboralciir 
Painvin  rendait  eoniple  d'un  Ouvrage  autograpliié  de  jM.  Uoûel, 
qxii  n'était  que  la  reproduetion  des  Leçons  faites  par  ce  professeur 
avec  tant  de  zèle  et  de  succès,  depuis  nombre  d'années,  à  la  Faculté 
des  Sciences  d<i  Bordeaux.  Cet  Ouvrage  autograpliié,  tiré  à  un 
petit  nombre  d'exemplaires,  a  reçu  le  meilleur  accueil,  et  le  tirage 
en  a  été  promptement  épuisé. 

Encouragé  à  juste  titre  par  ce  premier  résultat,  M.  lloiic]  a  pensé 
(ju'une  édition  nouvelle  et  plus  complète  serait  accueillie  avec 
faveur,  et  il  a  conçu  le  plan  de  l'Ouvrage  actuel,  dont  1rs  deux 
premiers  ^  olumes  ont  paru  et  qui  ne  tardera  pas,  nous  le  savous, 
à  être  complété  par  la  publication  de  deux  autres  \  oluuies,  dont 
l'impression  se  poursuit  avec  régularité  et  sera  promptement 
terminée. 

(^)uaud  on  suit  avec  allenliou,  comme  iioui>   .sommes  tenu   de  le 
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faire  en  qualité  de  rédarteur  de  ce  journa],  les  dill'éieii tes  publi- 
cations qui  si'  font  chaque  jour  en  Mathématiques,  on  remarque 
une  transformation  complète  des  Ouvrages  destinés  à  l'Enseigne- 
ment. Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  exigences  du  public  mathé- 
matique se  sont  tout  à  fait  modifiées  ;  on  est  toujours  sensible 
aux  qualités  d'ordre,  de  symétrie  que  peut  oll'rir  un  Ouvrage  de 
cette  nature  ;  mais  un  courant  incontestable  assure  avant  tout  le 
succès  aux  Ouvrages  les  plus  complets,  <à  ceux  où  l'on  est  assuré  de 
trouver  le  plus  de  renseignements,  le  plus  de  théories  et  d'exercices, 
en  un  mot  à  ceux  qvii  Ibrment  une  véritable  encyclopédie  sur  le 
sujet  spécial  dont  l'auteur  a  à  s'occuper. 

L'Ouvrage  de  M.  Hoiiel  sera  assez  complet  pour  satisl'aire,  sous 
ce  rapport,  les  étudiants  les  plus  diiliciles.  En  ce  qui  concerne  la 
tliéorie  inhnilésimale,  il  ne  diffère  pas  essentiellement  des  Leçons 
publiées  en  i  8^o-y  i ,  Pour  ce  qu'on  aj>pelle  quelquefois  la  métaphy- 
sique du  Calcul  infinitésimal,  l'auteur  est  resté  fidèle  au  point  de 
vue  qu'il  avait  adopté  et  qui  est  identique  à  celui  de  !\L  Duhamel 
ilans  la  première  édition  de  son  Cours  d\lnnl}  se.  Mais  des  additions 
d'une  autre  nature  donnent  une  valeur  nouvelle  à  l'Ouvrage  actuel 
et  en  fout  à  plusieurs  égards  un  Ouvrage  entièrement  distinct  des 
Leçons  autographiées. 

iNous  parlerons  d'abord  de  l'introduction,  qui  ne  conq)i(;nd  pas 
moins  de  102  pages.  Elle  se  compose  de  deux  Parties  distinctes,  il 
y  a  d'aboid  des  notions  sur  le  Calcul  des  opérations,  qui  nous  pa- 
l'aissent  des  plus  intéressantes.  Elles  sont  sans  doute  un  peu  abs- 
traites et  pourront  embarrasser  lescommencanls',  mais  elles  plairont 
cerlainement  aux  professeurs,  et  nous  somuies  heureux  de  les  trou- 
vei'  dans  un  Ouvrage  français.  Du  reste,  M  lloùel  les  éclaircit  en 
les  a[)pliquant  à  la  théorie  des  variables  couiplexes.  La  deuxième 
Partie  de  l'Introduction  comprend  des  notions  présentées  avec  une 
grande  simplicité  sur  la  théorie  des  déterminants  et  sur  l'élimination. 
Li'  Livre  premier  traite  des  principes  fondauientaux  du  Calcul 
inliiiitésimal.  L'auteur  a  maintenu  l'iunovation  qui  avait  été  ap- 
prouvée, et  selon  nous  avec  raison,  par  M.  Painvin  ^  immédiate- 
m<i)t  a])i-ès  les  notions  fondamentales  de  Calcul  dilférentiel,  il 
dniiue  la  délinition  tles  intégrales  définies  et  des  intégrales  indéfi- 
nies ^  on  trouvera  donc  dans  ce  premier  Livre,  en  même  temps  que 
la  <lélinilion  de  ces  intégrales,  l'exposé  des  métliodes  générales  d'iu- 
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legralioii.  !Nous  leions  remarquer  aussi  que,  coiiloriuénieuL  à  la 
métaplivsique  qu'il  a  ado[)téc  et  qui,  d'ajjrès  lui  et  d'api  es  CariioL, 
coni])reiid  comme  cas  particuliers  tous  les  aulri^s  points  de  vue, 
l'auteur  donne  une  déiinition  de  la  diliérentielle  autre  que  celle  qui 
parait  aujourd'hui  généralemeut  adoptée  ;  j  étant  une  i'onclion 
de  X  et  )'  sa  dérivée,  pour  M.  lloiiel  la  dillérenlielle  sera 

et  la  partie  qu'on  appelle  communément  la  did'érentielle  )'r/.f,  il 
l'appelle  la  partie  piincipale  de  la  diliérentielle. 

Des  Chapitres  assez  développés  et  fort  intéressants  sont  consa- 
crés au  calcul  des  déiivées  d'ordres  supérieurs  et  à  l'étude  des  pro- 
priétés les  plus  simphîs  des  déterminants  fonctionnels.  Ce  Livre,  de 
même  que  les  suivants,  est  complété  j)ar  \\n  recueil  étendu  d'exer- 
cices, qui  contribueront  certainement  à  aniçmenler  lintéièt  et  l'uti- 
lité de  l'Ouvrage. 

Le  Livre  deuxième  traite  des  a])plications  an;ilvti(jues  du  Calcul 
infinitésimal,  des  développements  en  série  des  formules  de  Taylor 
et  de  Maclaurin  dont  les  applications  sont  extrêmement  variées,  des 
vraies  valeurs  des  expressions  indéterminées,  etc.  ^ons  avons 
lemarqué  des  discussions  fort  intéressantes  sur  les  maxima  et  les 
miniiua,  et  en  particulier  une  méthode  très  simple  pour  reconnaître 
les  signes  distinctifs  du  maximum  ou  du  minimum  dans  le  cas  des 
fonctions  d'un  nombj-e  quelconque  de  variables.  Le  Livre  contient 
également  les  applications  analytiques  du  Calcul  intégral  :  intégra- 
tion des  ionctions  rationnelles,  des  dillérentielles  binômes,  inté- 
grales multiples,  et  enfin  les  intégrales  eulériennes,  où  M.  Hoiiel 
fait  connaître  la  formule  importante  de  Dirichlet,  qui  coniprend 
comme  cas  particuliers  un  si  grand  nombre  de  déterminations  tle 
volumes,  d  aires,  de  centres  de  gravité.  Ce  Livre  se  termine  ])ar 
l'exposé  de  la  formule  de  somuiation  de  Maclaurin  et  d'Euler,  et 
la  démonstration  de  cette  formule,  d'après  M.  Imchenetsky.  Des 
exeujples  numériques  font  sentir  toute  l'utilité  de  la  Ibiinule.  Lu 
recueil  d'exej'cices  termine  égalenu-nt  ce  Li\re  deuxième  et  le 
premier  Volume  de  lOuxiage. 

C'est  dans  le  Li\re  troisiènu- que  soûl  abordées  les  apjjlications 
géométriques,  la  théorie  des  tangentes,  celle  des  asvnq)lotes,  la 
longueur  d'un  arc  de  courbe,  les  points  d'iullexion,  la  courbure, 
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les  enveloppes,  les  points  singnHers,.etc.  Mais  nous  insisterons  sur 
un  Chapitre,  d'ailleurs  élémentaire,  consacré  à  la  méthode  deséqui- 
pollences  de  M.  Bellavitis.  Cette  belle  théorie  du  géomètre  italien 
se  confond  maintenant  avec  celle  de  la  représentation  par  un  point 
d'une  variable  complexe  ^  bien  que  les  principes  en  soient  devenus 
familiers,  on  n'insistera  jamais  trop,  à  notre  avis,  sur  les  avantages 
considérables  qu'elle  peut  présenter  en  Géométrie.  Nous  signalerons 
aussi  un  Chapitre  sur  les  couibcs  dans  l'espace,  la  courbure  des  sur- 
faces d'après  le  Mémoire  de  Gauss  et  sur  les  cooidonnées  curvilignes, 
La  première  partie  du  Livre  quatiième,  consacré  entièrement  aux 
équations  dillérentielles,  forme  le  complémenl  du  deuxième  \olume. 
Nous  y  signalerons  particulièrement  l'application  à  l'intégration  de 
(pielques  équations  linéaires  de  la  belle  méthode  d'Euler  et  de 
J^aplacequi  consiste  à  représenter  une  fonctiony"(a?)  par  l'intégrale 

j)rise  entre  des  limites  déterminées:  dans  la  rédaction  de  cette  par- 
lie,  M.  lloiiel  a  mis  à  profit  l'Ouvrage  de  M.  S.  Spitzer  :  F orle- 
suiii^eu,  etc.  Nous  remarquons  aussi  dans  ce  Livre  l'heureux  emploi 
des  notations  symboliques  et  des  fonctions  entières  de  la  caractéris- 
tique de  dérivation  1)., .  Jl  nous  semble  qu'il  v  a  un  réel  intérêt  à 
faire  connaître  aux  élèves  ces  procédés  de  démonstration,  qui  les 
prépareront  à  l'étude  de  la  théorie  des  formes  où  ils  sont  d'un  usage 
continuel. 

Quant  à  la  démonstration  du  théorème  fondamental,  que  toute 
équation  dilférentielle  aune  intégrale,  l'auteur  a  suivi  la  méthode 
si  intéressante,  due  à  Cauchy  et  dont  nous  devons  la  connaissance, 
un  peu  confuse,  au  Calcul  hitégiiil  de  i\L  l'abbé  Moigno.  Nous 
aurions  désiré  que  Fauteur  la  présentât  avec  plus  de  développement 
et  qu'il  retendit  à  un  nombre  quelconque  d'équations  di/férentielles 
du  premier  ordre,  comme  l'a  fait  M.  Lipschitz  dans  un  important 
Mémoire  dont  nous  avons  autrefois  publié  la  traduction.  Mais, 
comme  on  peut  toujours  ramener  à  un  tel  systènn;  une  équation 
d'un  ordre;  quelconque  contenant  une  seule  Jonction  inconnue,  il 
n'y  a  pas  là  une  objection  dt;  fond. 

On  voit,  par  ce  résumé  trop  succinct  des  matières  contenues  dans 
les  deux  premiers  \  olumes,  que  le  Traité  de  notre  exci-llent  collabo- 
liileur   et   ami  est    un  Ouvrage   consciencieusement  écrit,   cl    nou.s 
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sommes  convaincu  qu'il  sera  accueilli  avec  la  même  faveur  c[ue  le 
Traité  autograjihié  qu'il  est  destiné  .à  remplacer,  etqui  étaitdevenu 
très  rare  et  très  recherché.  Dans  cette  analyse  rapide,  nous  avons 
négligé  qu(dques  points  de  détail  sur  lesquels  nous  aurions  eu  à 
faire  quelques  réserves  ;  mais,  par  compensation,  nous  n'avons  pas 
signalé  bien  des  théories  secondaires  qui  sont  réellement  intéres- 
santes et  qui  conti'ibueront  à  augmenter  la  valeur  de  l'Ouvrage.  11 
ne  nous  reste  plus  qu'à  exprimer  le  désir  que  l'Ouvrage  soit  promp- 
tement  terminé  et  que  l'apparition  des  deux  derniers  A  olumcs 
couronne  dignement  le  travail  considérable  de  notre  collaborateur. 

G.   I). 


RIUOT  (C),  —  Théorie  des  fonctions  abéliennes.  —  In-4",  i8i  pages.  Pa- 
ris, Gaulhier-Villars,  1879. 

On  sait  quels  impoi'tants  progrès,  depuis  vingt-cinq  ans  environ, 
ALM.  Briotel  Bouquet  ont  réalisés  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques et  abéliennes  :  V Elude  des  fondions  d'une  vnriah/e  imagi- 
naire, \es  Recherches  sur  les  jnopriétés  des  fondions  définies  par 
des  équations  différentielles,  insérées  dans  le  XXX\  P  cahier 
du  Journal  de  l' Ecole  Polytechnique,  la  Théorie  des  fondions 
doublement  périodiques  et  en  particulier  des  fonctions  elliptiques 
(iSSp),  enfin  la  Théorie  des  fonctioJis  elliptiques  [i8y5)  consliluent 
une  oeuvre  capitale,  dont  toutes  les  parties  se  tiennent  étroitement 
(•t  où  l'on  ne  saurait  trop  admirer  l'unité  de  la  méthode,  la  fécon- 
dité de  l'idée  directrice,  la  richesse  des  développements  et  l'extrême 
«larté  où  toutes  choses  sont  mises. 

Cette  œuvre  se  trouve  achevée  (si  toutefois  ce  mot  peut  s'appliquer 
lorsqu'il  s'agit  de  recherches  scientifiques)  par  la  publication  de  la 
Théorie  des  fonctions  abéliennes,  due  à  M.  Briot  seul,  qui,  pendant 
plusieurs  années,  avait  pris  cette  théorie  pour  sujet  de  ses  J^econs  à 
laSorbonne. 

]MM.  Clebsch  et  Gordan  ont  publié  sur  ce  sujet,  en  1866,  un 
Livre  bien  connu  ( 7 heorie  der  yJbelschen  Fundionen)^  dans  lequel 
ils  traitent  le  cas  particulier  où  l'équation  proposée  n'admet  que 
des  points  criti([U('s  du  second  ordre 5  M.  Briot,  au  contraire,  traite 
la  question  dan.s  toute  sa  généralil('.    indepciidamnicnl    de    l'ordie 
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des  points  ciiliques,  de  leur  disliibution  dans  le  plan  et  de  la  loi  de 
pennutatiouMes  racines  autour  de  ces  points. 

L'Ouvrage  s'ouvre  par  une  Introduction  où  l'auteur  a  rappelé  les 
principes  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques. 

Dans  la  première  Partie  (p.  1-78),  l'auteur  traite  des  intégrales 
abéliennes  de  première  espèce,  en  suivant  d'ailleurs  la  même  voie 
que  MM.  ClcLscli  et  (iordan,  mais  en  laissant  de  côté  les  considé- 
rations géométriques  qu'ils  ont  employées. 

La  formation  des  intégrales  de  première  espèce,  la  détermination 
de  leur  nombre  sont  obtenues  en  suivant  une  marche  due  à  M.  El- 
liot  (  Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  9'^  série, 
t.  IV,  1875  )  (  '  ) .  IM.  Briot  étudie  ensuite  la  formation  dessysttîmes  de 
lacets  fondatfienl aux  de  première  et  de  seconde  espèce,  ainsi  que 
les  circuits  de  première  et  de  seconde  espèce.  Les  périodes  d'une 
intégrale  abélienne  de  première  espèce  sont  les  valeurs  de  l'inté- 
grale déilnie  relatives  aux  différents  ci  c/^-^  simples,  formés  cliacun 
d'un  certain  nombre  de  lacets  fondamentaux  et  d'un  seul  lacet  non 
fondamental  \  suivant  que  l'on  considère  les  cycles  de  première  ou 
de  seconde  espèce,  on  obtient  les  périodes  de  première  ou  de  seconde 
espèce;  p  étant  le  nombre  des  intégrales  de  première  espèce,  tous  les 
cycles  se  ramènent  à  "îp  cycles  simples  :  tel  est  donc  le  nombre  des 
périodes  de  première  ou  de  seconde  espèce  pour  chaque  intégrale 
abélienne  de  première  espèce;  d'ailleurs,  les  ])ériodes  de  chaque 
système  s'exprimentlinéairement  au  moven  des  périodes  de  l'autre. 

L'auteur  établit  ensuite  la  relation  bilinéaire  entre  les  périodes 
fo  et  î  de  deux  intégrales  de  première  espèce  a  et  k, 


par  la  considération  de  la  somme 

/i  ^z  m  —  I 

ou  les  intégrations  s(jiil  elléctuées  le  long  d  un  contour  simple,  cnu- 


(')  Voir  liidletin,  I,.   270. 
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venaLlemenl  clioisi,  à  l'intérieur  duquel  les  fonctions  «,  v'  sont 
liolomorplics  et  où  les  indices  se  rapportent  aux  m  valeurs  initiales 
dill'érentes  des  lonctions  «,  r  convenablement  définies.  La  considé- 
ration de  la  somme 

Il  =^  m  —  I 


montre  que  l'on  a 


Q,=  — Cm,     C,7 


et  qu'ainsi  le  déterminant  des  (juantités  C,7  est  un  déterminant 
i>auclie  égal  à  -f- i .  Lnc  série  de  transformations  simples  des 
périodes  p'ermet  ensuite  de  ramener  ce  déterminant  à  la  forme  cano- 
nique, où  tous  les  éléments  sont  nuls,  sauf  les  éléments  contigus  à 
la  diagonale,  dont  les  uns  sont  égaux  à  -+-  i ,  les  autres  à  — i;  on 
parvient  ainsi  à  la  notion  des  périodes  normales,  puis  des  intégrales 
normales ,  pour  lesquelles  les  périodes  normales  à  indices  impairs 

sont  toutes  nulles,  sauf  une  qui  est  égale  à  it:  \j — i.  Toutes  ces 
considérations  s'appliquent  sans  diflicullé  aux  intégrales  hyperel- 
liptiques.  La  démonstration  du  lliéoièmed'Abel  termine  la  première 
Partie. 

La  deuxième  Partie  (p.  79-17:^)  débute  par  la  démonstration, 
donnée  par  Al.  Bouquet  dans  ]o  Bulletin  (P'^  Paitie,  t.  IIJ,  p.  265), 
de  l'existence  des  fonctions  définies  par  un  système  d'équations 
aux  différentielles  totales,  démonstration  qui  repose  sur  les  principes 
dont  AL^L  Briot  et  Bouquet  se  sont  servis  pour  étal)lir  l'existence 
des  fonctions  définies  par  un  système  d'équations  différentielles  à 
une  seule  variable  indépendante. 

Les  éqnations  différentielles  abélien/ies  sonl  ensuite  données  sous 
la  forme 


1 


i^'vi-no/., 


(U/,  —  (lu,,      [(=1,1 ,p). 


où  F^  est  la  dérivée  par  rapport  à  )  du  premier  membre  d'une 
équation  irréductible  P'(a-,  j  )  =0  de  degrés,  et  où  Qi ,  Q.^.  ■  •  •  ,  (^.p 
désignent  les  /;  polynômes  entiers  en  x  etjy"  de  degré  «  —  3  qui 
entrent  dans  la  formation  d'un  système  d'intégrales  abéliennes  de 
première  espèce. 


,,,  nu:  Ml  KHI':  pautih. 

Lélude  des  cas  où  le  détenuinanl  foiiiié  a\('f  les  coefficieiils  des 

dilierciitielies  cht,  ch\_ f/.r,,  dans  les  équalioiis  dinérenlielles 

précédentes  peut  devenir  nid  inonlreque,  à  l'exception  des  valeurs 
des  variables  pour  lesquelles  il  y  a  indétermination,  toute  lonetion 
rationnelle  et  symétrique  des  p  quantités  x^,x.,.  .  . ,  .t^,  est  une 
fonction  monolrope  (.'t  méromorphe  des  p  variables  indépendantes 
,/, ,  II., Uj,  :  une  telle  fonction  est  dite  abélienne. 

Pour  elléctuer  l'inversion,  l'auteur  suit  une  méthode  analogue  à 
celle  qu'il  avait  suivie  avec  M.  Bouquet  dans  le  cas  des  fonctions 
elliptiques.  Après  avoir  établi  les  principales  propriétés  de  la  fonc- 
tion 0  à  p  variables, 

où  les  p  nombres  entiers  ///,,  m,,  ....  ///,,  doivent  prendre  toutes 
les  valeurs  et  où  les  -— ^  '- — -  constantes  a  qui  figurent  dans  le  poly- 
nôme homogène  et  du  second  degr(; 

isrph-,' 
V    Z=Z       \         \       III,  III I,  '/.J, 
1-=  ,    /,  ^  l 

sont  telles  que  la  partie  réelle  de  ce  polynôme  soit  négative  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  des  nombres  ///,  M.  bi"iol  définit  la  fonc- 
tion 

(-)[«('^  (.r,j)  —  G,], 

où 


//('■)  {.r,r 


est  lUie  intégrale  normale  de  première  espèce.  On  a  établi  précé- 
demment que  les  périodes  normales  de  rangs  pairs  lîa,/,  des  inté- 
grales normales  de  première  espèce,  telles  que  u^'\  satisfont  préei- 
sénu'nt  à  la  condition  imposée  aux  eocllicients  du  polynôme  P  pour 
la  convergence  de  la  série  0.  Quant  aux  quantités  G,,  ce  sont  des 
constantes  arbitraires.  L'étude  de  la  fonction  ainsi  déiinie  conduit 
successivement  l'auteur  aux  théorèmes  suivants: 

/.Il  l<i/i(iii)ii  f-)  I  //  '  !  .r.  1  ^        (  ',  I  (iilincl  p  zéros. 
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i3 


y  u^"[n.M.   -G,=  (:„ 


dans  lesquelles  1rs  f/iia//tifes  (i,  so/it  iiidépeinliiiiles  des  arln- 
Iraires  G,. 

0/i/>eiil  déterniinef  ces p  nrhi Iraires  Ci^  de  J'aro/i  (jite  les  j)  zéros 
soient,  donnés. 

La  fonction 

\      II'-'     .1  /,,  1  /,    —  (  I, 

dep  —  (  variables  indépendantes  (  .r, ,  i  ,  ),  (.r.j,  }  ^  ),  . . .  ,  (  .<"/,_i.  )  />_i) 
est  identiijuenieni  nulle. 

La.  somme  des  valeurs  d'une  i/itêgrale  ahélienne  normale 
lé'^  (.*•,  )  )  aux  points  d'intersection  de  la  courbe  V  =^  o  et  d'une 
courbe  variable  de  degré  m  —  3,  satisfaisant  aux  conditions  re- 
latives aux  points  critiifues,  est  écjuivalente  à  la  t/urt/itité  con- 
stante aC/. 

La.  fonction 


0      «(') 


V  •'■'.'     ~^" 


V 


"  "    '/,,  '/, 


//(')    ;,  r.)  —  C 


■^ 


admet  le  zéro  {^'i^^r,)  et  p  —  i  autres  zéros  indépendants  du  jnenner. 
J'jant  données  deuxcourbesa^ix.,^  )  =  o,  '|  f  J',J  )  =  o  dudegré  «, 
si  L'on  désigne  par  { 2/,,  /:/,  )  les  mn  points  d  intersection  de  la  pre- 
mière et  de  la  courbe  proposée  F  (.r,  7  ),  et  par  (2/,,  n'/,)  les  points 
d'intersection  de  la  seconde  et  de  la  mente  courbe  F  (x,  j)  =  o, 
si  de  plus  lé'HXh-)  ^'''')  •^'^"^  ^^^  valeurs  q n'acquièrent  les  intégrales 
abéliennes  u^'^  ['ii.i  fiu)  ^/uajid  on  passe  de  la  première  courbe  à  la 
seconde  par  une  variation  continue,  la  fonction 
h 


W 


II 


U  =1 


■'7,.  va'  ~  lé 


')    ï' 


-.h^  •':// 


C,- 


■'•A,  .1/, 


//C'    :/,.  XI,'  —   C/ 


] 


i4  p II K Mil- ht:  pautii:. 

osf  Cigale  (Y  une  fonction  rationnelle  des  j>  points  .r/,,J /,,  (Jiti  n'est 
aiitie  (juc  la  fonction 


E 


h  -  V 

y(-^/M.''7.  - 


n 


oii  E  est  un  fadeur  constant. 

(x'tt('tl(;riiièfe  ptoposilioii  conduit  inimédiatciiieiit  à  l'expression 
des  fonctions  abélienncs  et  à  l'intégration  des  équalions  différen- 
tielles abélicnnes. 

Le  Volume  se  termine  par  deux  iNotes,  l'une  relative  au  théorème 
de  Green,  l'autre  à  la  démonstration  de  cette  proposition  : 

Etant  donnée  une  équation  algébrique  iiréduclihle  F( j^,  j  )  =  o 
du  degré  m.^  toute  fonction  analj  tique  et  jnonotrope  du  point  (^,j) 
et  qui  su/-  toute  la  sjyhère  relative  à  la  variable  x  7i' admet  pas  de 
points  singuliers  autres  que  des  pôles  et  des  points  critiques  algé- 
briques est  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  x  et  dej. 

J.   T. 


SCHUBERT  (H.).  —  Kai.kul  deu  abzaiu.enden  Geometrii:.  —   i  vol.  in-8", 
359  pages;  1879. 

On  Irouvei  a  dans  ce  \oluuie,  exposés  d'une  façon  systématique, 
un  grand  nombre  de  résultats  appartenant  à  cette  Géométrie  nu- 
inérique  qui  a  son  origine  dans  les  travaux  de  M.  Chaslcs,  à  laquelle 
les  recherches  subséquentes  de  son  illustre  fondateur,  celles  de 
MM.  Zeuthen,  Clebscli,  Halphen,  de  Jonquières,  Slurm,  Maillard, 
Voss,  Biill,  etc.,  et  celles  de  M.  Schubert  lui-même  ont,  depuis 
une  quinzaine  d'années,  donné  une  extension  si  considérable. 

1/originalilé  du  Livre  de  M.  Schubert  consiste  surtout  dans  l'em- 
ploi continuel  d'un  système  de  notations  cl  d'opérations  symbo- 
liques dont  il  convient  d'exposer  le  principe. 

Après  avoir  donne  une  classilication  des  figures  simples  engen- 
drées par  les  éléments  essentiels  de  l'espace  (  point,  plan,  droite), 
l'auteur  explique  le  système  de  notations  dont  il  se  sert  pour  dési- 
gner les  diverses  conditions  fondamentales   relatives  à  ces  figures. 
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Ainsi,  p  désignant  un  point,  le  inènii*  symbole  /;  exprime  la  con- 
dition pour  que  ce  point  soit  dans  un  j)]an.  le  symbole />o.  la  con- 
dition pour  qu'il  soit  sur  une  droite  donnée,  et  le  symbole  P,  la 
condition  pour  que  le  point  p  soit  donné.  De  même,  les  symboles 
p,  Cjr,  E,  qui  se  rapportent  à  un  plan  e,  expriment  que  ce  plan  pas  c 
par  un  point  donné,  ou  par  une  droite  donnée,  ou  encore  est  donné; 
entîn  les  symboles  g^  g^^  gp,  gs-,  ^'i  relatifs  à  une  droite  gj  ex- 
priment que  celte  droite  rencontre  une  droite  donnée,  est  contenue 
dans  un  plan  donné,  contient  un  point  donné,  appartient  à  un 
faisceau  de  droites  donné  ou  est  donnée  complètement. 

Si  maintenant  on  considère  une  condition  composée ,  ou,  si  l'on 
veut,  l'ensemble  de  deux  conditions,  on  l'exprimera  par  le  produit 
des  deux  symboles  des  deux  conditions  composantes  \  le  carré  d'un 
symbole  de  condition  veut  dire  que  deux  conditions  identiques 
doivent  être  remplies  à  la  fois  par  la  figure  à  laquelle  se  rapporte 
ce  symbole  de  condition  ;  les  produits  d'un  nombre  quelconque  de 
symboles,  la  puissance  «"^"'^  d'un  symbole  s'expliquent  de  nu'îme. 
Ainsi,  g-  veut  dire  que  la  droite  g  doit  coupei-  deux  droites  don- 
nées ;  hltp,  où  h  désigne  une  droite,  veut  dire  que  cette  droite  ren- 
contre une  droite  donnée  et  passe  par  un  point  donné. 

La  somme  de  deux  symboles  de  conditions  imposées  à  une  ligure 
signifie  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  conditions  doit  être  remplie. 

Les  conditions  imposées  à  une  figure  F  doivent  êti-e  divisées  en 
deux  classes  suivant  que  ces  conditions  se  rapportent  à  une  figure 
donnée  P  ou  qu'elles  ont  un  caractère  invariant  5  c'est  dans  cette 
dernière  classe,  par  exemple,  qu'il  faudrait  ranger  la  condition  im- 
posée aune  courbe  plane  ponctuelle  générale  d'avoir  un  point  double. 

La  dimension  d'une  condition  est  le  nombre  d'équations  entre  les 
constantes  qui  déterminent  la  figure  à  laquelle  elle  est  imposée,  par 
lesquelles  ou  exprime  cette  condition  ;  ainsi  la  dimension  des  condi- 
tions /:>,  e^  ^  est  I  ,  celle  des  conditions  />^,  e^,  g^.  g^  est  2  ,  celle 
des  conditions  P,  E,  gs  est  3  ,  enfin  la  condition  G  est  quadruple. 
Si  l'on  considère  une  figure  dont  la  détermination  dépend  de  c 
constantes,  c  est  l'ordre  de  multiplicité  [Stiifc]  du  système  formé 
par  les  ce"  figures  obtenues  en  donnant  aux  c  constantes  toutes  les 
valeurs  possibles  ;  si  l'on  impose  à  ces  figures  une  condition  dont  la 
dimension  est  a,  le  système  des  figures  qui  satisfont  à  cette  condi- 
tion a  pour  ordre  de  multiplicitc'  c  —  a. 


,(•.  i'iu:.\iii:uK  TA  un  H. 

Wiv  (■N(nt[)li'.  Ir  sv.slî'iru*  ^\i•  jxjints  ou  de  plans  silués  sui-  un 
axe  ou  passant  pai-  un  axe  a  i)i)ur  ordre  de  niulliplicilé  i,  un 
complexe  de  droites  a  pour  oïdie  de  multiplieité  3,  etc. 

Ces  délinitions  établies,  l'auteur  expose  un  principe  qui  est  l'on- 
danienlal  dans  ses  recherches  et  auquel  il  donne  le  nom  de  />/  ifi- 
lipc.  de  la  co/iservation  du  iionihrc  (  Piimip  von  de/-  Et  lidlliing 
dcr  yliizaltl). 

Soit  Tune  fîi^ure  dont  la  dc-terniination  dépende  de  c  constantes; 
si  on  lui  impose  une  condition  de  la  c'"""  dimension,  il  \  aura  en 
içénéral  un  nombre  fini  N  de  figurt's  F  satisfaisant  à  la  condition 
inqjosée.  Oi',  en  supposant  que  celle-ci  appartienne  à  la  première 
catégorie,  c'est-à-diie,  se  rapporte  à  une  figure  V  que  l'on  regarde; 
comme  donnée,  ce  nombre  jN  restera  le  même,  à  moins  de  devenir 
infini,  quelles  que  soient  les  diverses  positions  particulières  que  l'on 
assigne  aux  éléments  de  la  figure  F'.  C«;  principe  est  lié  à  ce  fait  que, 
dans  inie  équation  algébrique  entière  à  une  inconnue,  le  nombre 
des  racines  ne  dépend  pas  des  valeurs  spéciales  des  coefficients, 
mais  reste  toujours  le  même,  à  moins  que,  tous  les  coefficients  deve- 
nant nuls,  il  ne  de\ienne  infini  ;  par  exemple,  il  v  a  évidemment 
deux  droites  (|ui  satisfont  à  cette  condition  de  rencontrei-  quatre 
droites  dont  les  deux  premières  et  aussi  les  deux  dernières  sont 
dans  un  même  plan  :  il  v  aura  donc  toujours  deux  di-oites,  ou  une 
infinité,  satisfaisant  à  la  condition  de  rencontrer  quatre  droites 
données;  il  est  à  peine  utile  de  dire  que  l'application  de  ce  principe 
demande  quelques  précautions. 

\oici  maintenant  en  quoi  consistent  les  équations  svmboli{|ues 
de  M.  Schubert. 

Les  deux  mend:)res  d'une  tille  équation  représentent  les  nombres 
de  figures  (pii  satisfont  à  certaines  conditions^  ces  conditions  sont 
exprimées,  comme  il  a  été  expliqué  précédemment,  par  des  lettres 
ou  des  produits  de  l'acteurs  ;  les  conditions  exprimées  par  chaque 
mo«dme symbolique  doivent  être  de  la  même  dimension,  et.  si  cette 
dimension  e.^t  égale  à  l'ordre  de  multiplicité  du  système  des  figures 
considérées,  rien  n'empêche  de  considérer  ce  monôme  comme 
représentant,  non  plus  la  condition  imposée  à  la  ligui-e,  mais  le 
nombre  de  figures  du  système  (jui  satisfont  à  cette  condition  .  On 
conçoit  dès  lors  sans  difficulté  ce  (pie  signifie  une  équation  dont  les 
deux  membres  sont  des  sommes  ou  des  difli'rences  de  tels  monômes. 
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M.  Schubert  introduit  aussi  des  équations  dans  lesquelles  la  di- 
mension a.  des  conditions  représentées  par  chaque  monôme  est  infé- 
rieure à  l'ordre  de  multiplicité  c  du  système  considéré. 

Une  telle  équation  doit  devenir  toujours  une  identité  quand  on 
multiplie  chacun  des  symboles  de  conditions  a"'"''**  qui  y  figurent 
par  un  même  facteur  symbolique  représentant  une  condition  de 
dimension  c  —  a,  d'ailleurs  entièrement  arbitrait  e. 

Ainsi,  relativement  à  une  courbe  plane  du  /i'^""  ordre  dépendant 
de  c  constantes,  l'auteur  établit  l'équation  symbolique 

P  nr  y.v  —  H  y.- , 

où  P  représente  la  condition  (double)  pour  que  la  courbe  passe 
par  un  point  donné,  a  la  condition  (simple)  pour  que  son  plan 
passe  par  un  point  donné  et  v  la  condition  (simple  aussi)  pour  que 
la  courbe  rencontre  une  droite  donnée  ;  en  sorte  que  P,  juv,  \i- 
sont  bien  des  conditions  de  même  dimension.  Si  c  =  2,  le  sens  de 
cette  équation,  où  l'on  considère  P,  |oiv,  p.-  comme  les  nombres  de 
courbes  du  système  considéré  (dont  l'ordre  de  multiplicité  est  2) 
qui  satisfont  aux  conditions  doubles  P,  f/v,  p.^,  est  évident.  Le 
nombre  de  courbes  d'un  tel  système  qui  passent  par  un  point  donné 
est  égal  au  nombre  de  celles  dont  le  plan  passe  par  un  point  donné 
et  qui  rencontrent  une  droite  donnée,  diminué  de  n  fois  le  nombre 
de  celles  dont  le  plan  passe  par  deux  points  donnés.  Si  mainte)iant 
c  est  supérieur  à  2,  l'équation 

V  y  =  v.v  )  —  fi  y-^.^'t 

où  }  représente  une  condition  de  dimension  c —  2,  devra  être  iden- 
tiquement satisfaite  quelle  cjue  soit  d'ailleurs  cette  condition.  Il 
est  clair,  d'après  cela,  qu'on  peut  multiplier  tous  les  termes  d'une 
même  équation  par  un  facteur  symbolique  quelconque. 

On  voit  qu'on  peut  appliquer  aux  équations  symboliques  les 
règles  habituelles  tant  que  les  transfoi mations  sont  opérées  par 
voie  d'addition,  de  soustraction  ou  de  multiplication.  Ainsi,  de 
l'équation  précédente  on  lire,  en  multipliant  par  P,  par  f/v,  par 
^^,  les  équations  suivantes  : 

P2—  y.vP  —  /iij.-P, 
yvP  =  u.^v2_//y.^vP, 

y.2p2—  a»v. 
Bull,  des  Sciences  fiiaché/n.,  -i'  Sciie.  l.  IV.  (Janvier  1S80.)  2 


,.S  PREMIÈRE   PARTIi:. 

Dans  la  dernière  équation,  on  a  supprinir  Je  terme  ny.^  =  o  ^  en 
ellet,  il  n'y  a  point  de  plan  qui  passe  par  quatre  points  donnés  arbi- 
trairemenl. 

Entre  les  conditions  fondamentales  relatives  au  point,  au  plan,  à 
la  droite,  il  existe  des  relations  symboliques  aisées  à  obtenir  -,  ainsi 
on  a 

c-  =  Cg.,      €■'•  =  eCg  ■=.  E, 

§'  =  ëv  +  gfi' 
O'  <T      O  O*    cr  (rcr    cr      cr    Ç\  ^  .... 

e.fc>/>  —  noc — i^si       hbs  —  bPtot ^1        

11  est  facile  de  prévoir  quel  parti  ou  peut  tirer  de  ce  calcul  sym- 
bolique, qiud  degré  de  généralité  et,  pour  ainsi  dire,  de  condensa- 
tion acquièrent  les  propositions  relatives  à  la  Géométrie  numérique, 
combien  enfin  de  telles  propositions  peut  contenir  un  Livre  comme 
celui  de  M.  Schubert,  entièrement  rempli  de  formules  où  figurent 
(juelques  lettres  et  dont  chacune  équivaut  à  un  théorème  dont 
l'énoncé  en  langage  ordinaire  exigerait  habituellement  un  grand 
nombre  de  lignes. 

Il  nous  reste  à  exposer  rapidement  à  quoi  ces  formules  se  rap- 
portent. 

La  seconde  Section  (p.  25-4i)  contient  les  j'urniules  d'inci- 
dence [hïcideîizformeln]  .  Après  les  éléments  fondamentaux  de 
l'espace,  point,  droite  et  plan,  les  figures  les  plus  simples  que  l'on 
puisse  considérer  sont  formées  de  deux  tels  éléments,  dont  l'un  con- 
tient ou  rencontre  l'autre;  ]M.  Schubert  dit  alors  qu'ils  sont  inci- 
dents ou  qu'ils  forment  une  incidence.  Ainsi  les  trois  éléments 
forment  quatre  incidences,  à  savoir  les  figures  formées  :  d'un  point 
et  d'une  droite,  le  point  étant  sur  la  droite  -,  d'un  point  et  d'un 
plan,  le  point  étant  sur  le  plan  -,  d'une  droite  et  d'un  plan,  le  plan 
passant  par  la  droite  \  d'une  droite  et  d'une  droite  qui  la  rencontre. 

Pour  l'incidence  formée  d'un  point  et  d'une  droite,  on  a  l'équa- 
tion fondamentale 

d'où  l'on  déduira,  par  la  multiplication  synd)olique,  des  formules 
dont  les  dimensions  seront  3,  4^  5.  On  saisira  la  portée  de  la  mé- 
thode de  M.  Schubert  par  l'application  qu'il  donne  de  cette  for- 
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mule  à  Vincidfiice  formée  par  la  tangente  à  une  courLe  gauclic  et 
son  point  de  contact,  p  désignant  un  point  quelconque  de  celte 
courbe  et  g  sa  tangente  en  ce  point  :  en  sorte  que,  pour  cette 
courbe,  p-  représentera  la  condition  pour  que  l'un  de  ses  points  p 
soit  à  la  fois  sur  deux  plans  donnés  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
sur  une  droite  donnée,  ou  encore  la  condition  pour  que  la  courbe 
rencontre  une  droite  donnée  5  de  même  g(.  sera  la  condition  pour 
qu'elle  touclie  un  plan  donné  et  pg  la  condition  pour  qu'elle  ren- 
contre un  plan  donné  en  un  point  tel  que  la  tangente  g  en  ce  point 
rencontre  une  droite  donnée. 

En  considérant  un  système  de  courbes  d'ordre  de  multiplicité  i, 
<ît,  par  suite,  d'ordre  de  multiplicité  2  par  rapport  aux  éléments 
d'une  de  ces,  courbes  (point,  tangente,  incidence  formée  par  un 
point  et  une  tangente  ),  en  identifiant  ensuite  les  symboles  de  con- 
dition avec  les  nombres  de  couibes  du  système  qui  satisfont  à  ces 
conditions,  on  voit  que  l'équation  fondamentale  exprime  le  théo- 
rème suivant  : 

E71  ajoutant  le  nombre  de  couibes  gauches  d'un  système 
d'oj'dre  de  multiplicité  i  qui  rencontrent  une  droite  dojuiée  au 
nombre  de  celles  qui  Louchent  un  plan  donné,  on  obtient  le  nombre 
des  courbes  de  ce  système  qui  coupent  uji  plan  en  un  point  tel  que 
la  tangente  en  ce  point  rencontre  une  droite  donnée,  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  le  degré  de  la  courbe  lieu  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  qui  rencontrent  une  droite  donnée,  ou  encore  le 
degré  de  la  surface  gauche  lieu  de  ces  mêmes  tangentes. 

Les  autres  formules  d'incidence,  relatives  soit,  comme  la  précé- 
dente, à  l'incidence  point-droite,  soitaux  autres  incidences, donnent 
également  lieu  à  de  nombreuses  applications. 

La  troisième  Section  (p.  42-89)  contient  les  formules  de  coïn- 
cidence. 

Deux  éléments  fondamentaux  (point,  plan,  droite)  forment  une 
coïncidence  quand  ils  sont  inliniment  voisins,  et  les  problèmes  que 
traitent   l'auteur    sont  compris  dans  l'énoncé   général  que  voici: 

Exprimer  les  conditions  de  coïncidence  d'un  couple  d'élé- 
ments au  mojen  des  conditions  fond  amentales . 

La   solution  de  ces   })i'oblèmes  dépend  du  principe  de   cor r es- 
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l>()H(l(ince.  Par  exomplc.  pour  la  (ondition  de  coïiiridence  £  d'un 
roupie  de  poiuls/;,  </,  on  a  l'équatiou  iondamentale 

.^désignant  la  droite  qui  joint  les  deux  points,  droite  dont  on  sup- 
pose la  position  limite  déterndnée.  Celte  formule  et  celles  qui  s'en 
déduisent  s'appliquent  à  la  détermination  des  nombres  relatifs  au 
contact  de  courbes  planes  et  de  surfaces.  Les  i'ornmles  de  coïnci- 
dence d'un  couple  de  droites  conduisent  à  des  résultats  importants 
dans  la  tbéorie  des  systèmes  de  génératrices  des  surfaces  du  second 
degré. 

Ces  deux  Sections  sont  ainsi  remplies  par  l'établissement  (Si' 
nombreuses  équations  symboliques  ;  celle  qui  suit  concerne  au 
contraire  des  déterminations  de  nombres  (p.  90-22^)  relatifs  à  des 
ligures  assujt^tties  à  des  conditions  dont  les  dimensions  ont  pour 
somme  un  nombre  égal  au  nombre  des  constantes  qui  entrent  dans 
la  définition  de  ces  figures  (coniques,  surfaces  du  second  degré, 
courbes  planes  avec  point  de  rebroussement  ou  point  double,  cu- 
biques gauches,  courbes  planes  du  quatrième  ordre  situées  dans  un 
plan  fixe,  congruenccs  linéaires,  etc.).  Ces  nombres  sont  obtenus 
par  la  considération  des  dégénérescences  [Ausartimgen). 

Par  exemple,  en  désignant  par  n  et  à  les  deux  espèces  de  coniques 
dégénérées  et  aussi  les  conditions  pour  qu'une  conique  appartienne 
à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  espèces,  puis  par  fjt,  v  et  p  les  con- 
ditions pour  c[ue  cette  même  conique  ait  son  plan  passant  par  un 
point  donné,  ou  bien  rencontre  une  droite  donnée,  ou  encore 
touche  un  plan  donné,  on  trouve  aisément  les  nomhres 

r,'j."'  -j"  'j'—'i'-i\ 
oy."'-y'o'-"'-", 

qui  correspondent  à  des  conditions  de  la  huitième  dimension,  con- 
ditions par  lescjuelles  la  conique  est  déterminée  ^  de  ces  résultais 
on  peut  s'élever  à  la  détermination  des  nombres  de  la  forme 

u"'-j"r/~"'-" 

La  cinquième  Section  (p.  228-2^0)  concerne  les  coïncidences 
muhi])les  (coïncidences  des  points  d  iuteiscction  d'une  droite  cl 
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d'une  suit'ace,  de  plusieurs  points  sur  uue  droite,  de  plusieurs 
droites  d'un  faisceau)  ^  elle  est  terminée  par  l'étude  des  singularités 
d'un  complexe  du  n"'""'  ordre. 

Enfin,  la  dernière  Section  (p.  ayi-SSa)  contient  la  théorie  des 
caractéristiques  sous  une  forme  très  générale,  relative  à  une  figure 
([uelconque  Y  ou  plutôt  à  un  système  2  de  telles  figures  et  d'un  ordre 
de  multiplicité  quelconque  I4.  Le  problème  général  que  se  pose 
M.  Schubert  consiste  à  exprimer,  lorsque  cela  est  possible,  toute  con- 
dition de  dimension  i  au  moyen  d'un  certain  nombre  de  conditions 
i"P'*%  l'équation  qui  relie  ces  diverses  conditions  subsistant  pour  tout 
système  d'ordre  de  multiplicité  /,  composé  de  figures  F.  Outre  les 
coniques,  M.  Schubert  s'occupe  des  figures  formées  par  une  droite 
et  un  point  situé  sur  elle,  des  faisceaux  de  droites,  des  figures  for- 
mées par  une  droite,  un  point  situé  sur  elle  et  un  plan  passant  par 
elle,  des  figures  formées  par  une  droite  et  Ji  points  situés  sur  elle, 
des  figures  formées  par  une  droite  et  ?i  droites  qui  la  rencontrent, 
i^'étude  de  cette  dernière  figure  le  conduit  à  d'importants  résultats 
concernant  la  congruence  de  droites  communes  à  deux  complexes. 

Le  Volume  se  termine  par  quelques  pages  contenant  d'assez 
nombreux  renseignements  historiques  et  bibliographiques.  Signa- 
lons le  regret  exprimé  par  M.  Schubert  de  n'avoir  pu  utiliser  les 
récents  travaux  de  M.  Halphen  sur  la  théorie  des  caractéristiques, 
travaux  qu'il  n'a  pu  connaître  qu'après  l'impression  de  son  Livre. 


BETTI  (E.).  —  Teorica  ddlle  korze  newtomane  e  sie  applicazioni  all'  elet- 

TROSTATICA  ED  AL  MAGXETISMO.   —   Pisa,  T.  Nistri,    1879. 

Cet  Ouvrage  de  M.  Betti  est  la  seconde  édition,  revue  et  fort  aug- 
mentée d'une  monographie,  qui  a  paru  en  i865  sous  le  titre  :  Teo- 
rica dellejovze  che  agiscono  seconda  la  legge  di  Newton;  mais  les 
changements  introduits  sont  tels,  qu'on  peut  regarder  ce  livre  comme 
(entièrement  nouveau.  L'Ouvrage  est  partagé  en  trois  Chapitres,  qui 
traitent  respectivement  des  fonctions  potentielles  et  des  potentiels, 
de  l'électrostatique  et  du  magnétisme. 

Dans  le  premier  Chapiti-e,  l'auteur,  après  avoir  donné  la  défini- 
lion  de  la  fonction  potentielle  d'un  système  de  masses  qui  agissent 
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en  raison  inverse  du  earré  des  distances  et  proportionnellement  aux 
niasses,  expose,  suivant  la  méthode  de  Jacobi,  la  transformation  de 
l'expression  A-  pour  des  variables  cpielconques,  ce  qui  lui  permet 
de  donner  immédiatement  la  fonction  potentielle  d'une  masse  homo- 
gène distribuée  entre  deux  sphères  concentriques,  la  fonction  po- 
tentielle d'une  surface  sphérique  homogène  et  celle  d'une  droite. 
L'auteur,  au  moyen  des  résultats  obtenus  dans  les  cinq  premiers 
paragraphes,  détermine  les  propriétés  de  la  fonction  potentielle  et 
de  ses  dérivées  premières  et  secondes,  soit  à  l'extérieur,  soit  à  l'in- 
térieur des  masses,  soit  lorsqu'on  traverse  les  contours  des  masses  ; 
il  démontre  ensuite  le  théorème  de  Diriclilet,  qni  prouve  que  ces 
propriétés  sont  caractéiistiques  de  la  fonction  potentielle. 

Le  §  XI  contient  la  démonstration  du  théorème  de  Green  et  de 
ceux  qui  ont  été  donnés  par  Gauss  et  qui  peuvent  facilement  être 
déduits  du  premier. 

Le  §  XII,  outre  h;  théorème  de  Slokes  qui  sert  à  transformer  une 
intégrale  double  en  une  intégrale  simple,  contient  les  propriétés  d*; 
la  fonction  potentielle  d'une  surface  qui  a  sur  une  des  faces  une 
couche  de  matière  attirante  et  sur  la  face  opposée  une  couche  égale 
de  matière  répulsi\e. 

Lorsque  l'on  a  déterminé  les  surfaces  de  niveau  d'un  système  d(; 
corps  donné,  la  fonction  potentielle  au  delà  d'une  surface  de  niveau, 
(pii  renferme  tous  les  corps  donnés,  est  égale  à  la  fonction  poten- 
tielle d'une  masse  homogène,  mais  d'épaisseur  variable,  distribuée 
sur  la  surface  de  niveau.  L'auteur  résout  alors  ce  problème  : 
Déterminer  les  co7iditions  pour  ijue ,  en  prenant  l'équation 
f\x^  y,  z^lo^ho  )  :=  o,  dans  laquelle  A  et  h  sont  des  paramètres,  et  en 
supposant  remplie  de  mal iére  homogène  la  couche  comprise  entre 
les  surfaces  f[x,  j,  ^,  Xq,  ho  )  =  o,f{x^  _r,  ',  ^o,  ho-h£)=  o^  les 
surfaces  de  idveau  dans  l'espace  extérieur  à  cette  couche  soient 
représentées  par  l'équation  f{x,  }  ,  r,X,//o  ^  =  o,  datis  laquelle  on 
donne  à  X  toutes  les  valeurs  comprises  entre  A^  et  ^o  . 

Si  ces  conditions  sont  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  de  h  com- 
prises entre  deux  nombres  donnés  a  et  [6,  la  fonction  potentielle 
d'une  masse  distribuée  par  couches  correspondantes  aux  valeurs  de 
//  comprises  entre  a  et  [i,  même  si  la  densité  varie  de  couche  en 
couche,  dépend  sculem(.'nt  de  quadratures.  L'auteur,  en  appliquant 
cette  méthode,  trouve  la  fonction  potentielle  d'une  masse  homogène 
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distribuée  entre  deux  ellipsoïdes  homotliétiques  infiniment  voisins, 
et  ensuite  la  fonction  potentielle  d'une  masse  qui  remplit  l'espace 
compris  entre  deux  ellipsoïdes  homotliétiques  et  dont  la  densité 
varie  de  couche  en  couche.  L'auteur  vérifie  ensuite  les  résultats 
obtenus  au  moyen  du  théorème  de  Dirichlet  sur  les  propriétés  ca- 
ractéristiques. La  fonction  potentielle  de  l'ellipse,  soit  homogène, 
soit  hétérogène,  est  déduite  comme  cas  limite  de  celle  de  l'ellipsoïde, 
et  l'auteur  retrouve  ainsi  l'expression  déjà  donnée  par3L  Dini. 

La  détermination  de  la  fonction  potentielle  d'une  surface  plane 
(§  XVI),  ainsi  que  celle  d'un  polyèdre  (§  XYIl),  conduisent  à  une 
série  de  théorèmes  fort  élégants,  et  la  détermination  de  la  fonction 
potentielle  d'un  cylindre  circulaire  droit  homogène  est  une  appli- 
cation fort  intéressante  de  la  méthode  de  Dirichlet. 

Dans  ces  premiers  paragraphes,  l'auteur  non  seulement  donm; 
toutes  les  propriétés  des  fonctions  potentielles  des  forces  newto- 
niennes,  mais,  soit  directement,  soit  au  moyen  du  théorème  de  Di- 
richlet, il  retrouve  aussi  les  expressions  de  presque  toutes  les  fonc- 
tions potentielles  qui  jusqu'à  présent  ont  pu  être  données  en  termes 
Unis. 

Le  potentiel  d'un  système  de  masses  sur  un  autre  et  le  potentiel 
d'un  système  sur  lui-même  sont  délinis  dans  le  §  XX,  et,  comme 
application,  on  y  trouve  le  potentiel  d'un  ellipsoïde  sur  lui-même. 
Quand  on  a  le  potentiel  d'un  système  de  masses,  on  peut  écrire 
les  équations  du  mouvement  et  il  est  important  de  savoir  quelles 
doivent  être  les  conditions  afin  qu'aucune  des  distances  mutuelles 
des  points  ne  devienne  pas  infiniment  grande  ni  infiniment  petite. 

En  posant  *P  =  —  2/7?^7//5_/':^._,  où  M  est    la  somme   de    toutes    les 

masses   et   r^s   la  distance  du  point  ///^  au    point  7?/?^,  .lacobi    a\ait 

trouvé  la  relation -—  =  P -h  2//  —  -M\  - ,    dans  laquelle  P   est    la 

fonction  homogène  de  degré  —  1  qui  représente  le  potentiel,  h 
la  constante  des  forces  vives  et  N  la  vitesse  du  centre  de  gravité  5 
de  cette  équation  l'auteur  déduit  que,  toutes  les  fois  que  les  points 
du  système  restent  à  distance  finie  diilérente  de  zéro  entre  eux, 
tandis  que  leurs  actions  mutuelles  suivent  la  loi  de  ^evs-ton,  la  force 
\ive  relative  moyenne  est  constante  et  égale  à  la  moitié  du  poten- 
tiel moyen. 
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La  reclierclie  des  points  de  maxiina  et  de  miniina  de  la  fonction 
potentielle  d'un  système  donné  conduit  à  plusieurs  théorèmes 
remarquables  et  celle  des  conditions  afin  que  le  potentiel  soit  fini 
montre  qu'il  est  pour  cela  nécessaire  que  les  masses  occupent  un 
espace  d'au  moins  deux  dimensions. 

Le  §  XXIIl  est  employé  à  l'étude  des  lignes  de  force  ;  on  y  trou- 
vera les  méthodes  analyticjues  pour  la  solution  du  problème  géné- 
ral et  l'application  à  la  déterniiaalion  des  lignes  de  force  d'un  ellip- 
soïde de  révolution. 

Le  deuxième  Chapitre  commence  par  l'exposition  de  l'hypothèse 
fondamentale  de  la  théorie  mathématique  de  l'électricité  et  des 
<onditions  générales  afin  que  l'électricité  distribuée  sur  un  con- 
ducteur soit  en  équilibre  sous  l'action  simultanée  d'autres  conduc- 
teurs électrisés  et  de  corps  cohibents  chargés  d'électricité.  Le  pre- 
mier problème  d'équilibre  électrique  que  résout  l'auteur  est  celui 
de  l'électricité  distribuée  sur  une  spiière  qui  se  trouve  sous  l'action 
de  forces  électriques  données.  Le  problème  analogue  pour  deux 
sphères  chargées  d'électricité  en  présence  l'une  de  l'autre  est  résolu 
;i  l'aide  des  coordonnées  dipolaires.  L'auteur  donne  la  solution  de 
ce  problème  au  moyeu  des  fonctions  elliptiques  lorsque  cela  est 
possible.  Le  cas  limite  de  deux  sphères  qui  viennent  en  contact  est 
traité  analoguement,  en  substituant  aux  coordonnées  dipolaires 
d'autres  coordonnées  qui  se  présentent  comme  caslimitede  celles-ci. 

L'auteur  détermine  ensuite  la  distribution  de  l'électricité  en  équi- 
libre sur  un  conducteur  terminé  par  deux  calottes  sphériques  et 
sur  un  ellipsoïde. 

Le  professeur  W.  Thomson  a  donné  sans  démonstration,  dans  le 
Journal  de  Liouville,  les  formules  relatives  à  la  fonction  poten- 
tielle de  l'électricité  eu  équilibre  sur  une  calotte  sphérique  et  de 
l'électricité  d'induction  sur  une  calotte  en  communication  avec  la 
terre  et  qui  se  trouve  sous  l'action  d'un  point  où  est  concen- 
trée une  masse  électrique.  Le  professeur  Lipscliitz  a  démontré  en 
partie  ces  résultats  et,  plus  réceunnent,  le  professeur  Beltrami  a  ré- 
solu complètement  le  problème  pour  un  disque  dans  le  cas  que  les 
forces  électriques  d'induction  fussent  symétriques  par  rapport  à 
l'axe  du  disque.  L'auteur  reprend  dans  le  §  XIV  de  ce  Chapitre  le 
pioblèine  généi-al  proposé  par  Thomson  et,  suivant  la  voie  tracée 
par  M.  Lipschit/.,   résout  complètement  le  problème,  en    trouvant 
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des  Ibimules  analogues  à  celles  qu'a  données  ÎNl.  Bellrami,  mais  qui 
s'appliquent  au  cas  général. 

La  tlié(jrie  des  condensateurs,  c'est-à-dir(^  la  reclierche  de  la  fonc- 
tion potentielle  de  l'électricité  en  équilibre  distribuée  sur  deux  corps 
minces,  conducteurs,  placés  très  près  l'un  de  l'autre  et  séparés  par 
une  courbe  coliibenle,  présente  deux  difficultés  de  genre  différent. 
La  première  est  relative  à  l'influence  des  bords  des  conducteurs  sur 
la  fonction  potentielle,  car  il  y  a  là  une  discontinuité-,  la  seconde 
est  relative  à  la  détermination  de  la  quantité  d'électricité  qui  se 
porte  sur  la  face  extérieure  des  conducteurs.  L'auteur  commence  par 
étudier  la  première,  et  suppose  les  deux  conducteurs  plans  et  tels 
qu'on  puisse  les  considérer  comme  deux  cylindres  indéfinis  ayant 
cbacun  une  section  formée  par  deux  droites  parallèles  indéfinies 
dans  un  sens  et  réunies  dans  l'autre  par  une  courbe  :  ce  cas  s'ap- 
proche suffisamment  de  ce  qui  arrive  dans  la  Physique  expérimen- 
tale parce  que  l'influence  des  bords  ne  peut  pas  se  faire  sentir  sur 
les  parties  éloignées  du  conducteur  et  par  conséquent  dans  les  con- 
densateurs plans  (Tableau  de  Franklin)  on  peut  remplacer  les  con- 
ducteurs par  deux  plans  comme  ceux  qui  sont  considérés  dans 
cette  tliéorie,  tant  qu'il  s'agit  seulement  de  calculer  l'action  des 
bords.  Il  faut  alors  déterminer  une  fonction  qui,  dans  un  plan,  satis- 
fasse à  certaines  conditions  analytiques  qui  sont  les  mêmes  qui  se 
présentent  dans  la  théorie  des  mouvements  discontinus  des  fluides, 
ilelmholtzet  Rirchholf  ont  résolu  ce  problème  quand  les  courbes  c 
et  c'  qui  complètent  les  sections  droites  des  cylindres  ont  une  forme 
donnée,  31.  Betti  trouve  de  ces  conditions  analytiques  une  solution 
plus  générale,  laquelle  contient  une  constante  arbitraire  liée  à  la 
forme  des  courbes  c  et  c'  ;  il  peut  alors  résoudre  le  problème  pour 
un  nombre  plus  grand  de  cas  et  déterminer  la  constante  et,  par  suite, 
la  forme  des  courbes  c  et  c'  de  la  façon  la  plus  avantageuse.  Après 
avoir  donné  la  théorie  générale  des  condensateurs,  l'auteur  résout  la 
seconde  difficulté  en  assignant  les  limites  de  l'épaisseur  des  conduc- 
teurs et  de  la  couche  interposée  entre  eux,  dans  lesquelles  on  peut 
négliger  l'électricité  qui  se  porte  sur  les  faces  des  conducteurs  qui 
ne  sont  pas  en  contact  avec  le  corps  cohibent. 

Le  troisième  Chapitre  contient  l'application  de  la  théorie  du  po- 
tentiel au  magnétisme  5  dans  cette  application  il  est  nécessaire  de 
supposer  les  corps  magnétiques  comme    composée   d'éléments  ipii 


'A\  PREMIÈRE   PARTIE. 

conlienne;il  quantités  égales  de  niagiiétisine  boréal  et  de  magné- 
tisme austral,  qui  ne  peuvent  pas  passer  d'un  élément  à  l'autre.  Si 
l'on  connaît  la  force  à  laquelle  est  due  la  magnétisation,  on  peut 
construire  la  fonction  potentielle  du  magnétisme  contenu  dans 
chaque  élément  auquel  on  pourra  assigner  une  forme  déterminée. 
Gauss  avait  montré  que,  si  sur  la  surface  d'un  coi'ps  magnétique  on 
rencontre  trois  pôles,  il  y  en  a  nécessairement  un  quatrième; 
iM.  Betti,  (m  cherchant  la  distribution  des  forces  sur  la  surface  d'un 
corps  magnétique,  démontre  ce  théorème  :  Si  le  /lo/nbre  des  pôles 
est  fini,  il  doit,  être  paii'. 

Le  professeur  W.  Thomson  avait  montré  que  la  distribution  du 
magnétisme  dans  un  corps  pouvait  être,  ou  lamellaire  sinqile,  ou 
lamellaire  composée,  ou  solénoïdale  5  l'auteur,  en  se  servant  du  théo- 
rème que  Jacobi  a  pris  pour  base  de  sa  théorie  du  dernier  multipli- 
cateur, trouve  les  conditions  analytiques  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  composantes  du  moment  magnétique  afin  que  la  distribution 
soit  une  de  celles  définies  par  Thomson,  et  ces  conditions  le  con- 
duisent au  théorème  :  Joute  distribution  77iûgnc/ir/ue  peut  être 
décomposée  en  une  lamellaire  simple  et  une  lamellaire  composée, 
ou  bien  en  une  lamellaire  simple  et  une  solénoïdcde. 

Les  composantes  de  l'action  du  magnétisme  à  l'intérieur  d'un 
corps  magnétique  présentent  un  nombre  inhni  de  discontinuités, 
et  par  conséquent  la  détermination  de  la  valeur  de  l'action  en  un 
point  P  n'est  pas  indépendante,  comme  dans  la  théorie  de  l'attrac- 
lion  de  la  forme  de  la  surface  a  au  moyen  de  laquelle  on  sépare  du 
corps  un  espace  iniiniinent  petit  qui  renferme  le  point  P,  espace 
que  l'on  fait  diminuer  d'une  façon  continue.  L'auteur,  après  avoii- 
montré  quelles  sont  les  composantes  de  l'action  quand  on  laisse  in- 
déterminée la  forme  des  surfaces  CT,  détermine  complètement  leur 
expression:  1°  dans  le  cas  où  elles  sont  des  sphères,  a^dans  les  cas 
où  elles  sont  des  surfaces  de  révolution  avec  l'axe  incliné  ou 
bien  coïncident  av(;c  l'axe  magnétique  qui  passe  par  le  point  P, 
3"  quand  les  a  sont  les  cylindres  droits  d'une  hauteur  infiniment 
petite  relativement  au  rayon  du  cercle  base.  Le  potentiel  niagné- 
ti(|ue  varie  naturellement  suivant  que  l'action  est  déterminée  d'une 
façon  ou  de  l'autre. 

M.  le  professeur  Maxwell  a  démontré,  en  hc  servant  de  certains 
résultats  expérimentaux,  que  si  l'on  suppose,  comme  l'a  fait  Pois- 
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son,  que  les  surfaces  a  soient  des  sphères,  quand  le  corps  est  magné- 
tisé par  induction,  on  arrive  à  des  résultats  qui  contredisent  l'idée 
que  nous  nous  formons  d'un  corps,  comme  composé  de  molécules 
(jui  n'occupent  qu'une  partie  pas  bien  grande  du  volume  apparent. 
Cette  contradiction  disparait  si  l'on  suppose  que  les  surfaces  a 
soient  des  cylindres  très  écrasés  :  c'est  là  une  raison  pour  laquelle 
l'auteur  croit  devoir,  entre  toutes  les  surfaces  a,  préférer  les  cy- 
lindres, d'autant  plus  que,  dans  un  corps  magnétisé  par  induction, 
la  distribution  magnétique  est  lamellaire  simple  et  que  l'iiypotlicse 
des  cylindres  est  bien  plus  conforme  que  celle  des  sphères  à  la  re- 
présentation géométrique  d'une  distribution  lamellaire  simple. 

Les  paragraphes  successifs  contiennent  la  détermination  de  la 
magnétisation  d'un  ellipsoïde  et  d'un  corps  terminé  par  deux  sphèies 
concentriques. 

Dans  le  dernier  paragraphe,  on  trouve  l'application  de  la  théorie 
du  magnétisme  à  celle  des  corps  diélectriques,  et  par  suite  l'expli- 
cation des  phénomènes  connus  sous  le  nom  de  décharges  de  retour, 
qu'on  observe  dans  les  condensateurs.  E.   P. 
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EXTRAIT  DU  MANUSCRIT  W  24237  DU  FONDS  FRANÇAIS 
DE  LA  BIBLIOTHÈQUE  NATIONALE; 

Par  m.  ARISTIDE  MARRE. 

Le  manuscrit  du  fonds  français  de  la  Bibliothèque  nationale  coté 
sous  le  n°  24237,  anciennement  n°  169  du  fonds  de  l'Oratoiie, 
porte  un  titre  qui  a  sans  doute  l'avantage  d'être  bref  et  concis,  mais 
qui  malheureusement  a  le  tort  de  ne  point  indiquer  d'une  manière 
suflisatnment  exacte  ce  que  renfeime  le  Volume.  Qu'on  en  juge.  11 
est  intitulé  Eléments  de  Alathéinatiijucs.  Or  les  trois  quarts  des 
cent  soixante-huit  feuillets  de  tout  formai  et  de  toule  sorte  dont 
il  se  compose  sont  consacjés  à  des  études  sur  le  Calcul  intégral, 
l'Optique,  la  gnomonique,  les  logarithmes  hyperboliques,  la 
cycloïde,   le  pendule  isochrone,   etc.,  et  l'on  y  rencontre  même 
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des  pièces,  telles  que  celles-ci  :  Définition  de  la  liberté  et  opinions 
sur  la  liberté  cbez  les  Tliomistes,  les  Molinistes,  etc.  (en  latin); 
Écrit  des  trois  colomnes  présenté  à  Innocent  X  par  MM.  Angray, 
Manessier,  de  Saint-Amour,  de  Lalane,  députez  vers  Sa  Sainteté  de 
la  part  de  quelques-uns  de  MM.  les  Évèques  de  France  pour  l'affairi' 
des  cinq  propositions  (en  latin);  Épigrammes  de  Racine,  de  Des- 
préaux et  de  Perrault;  deux  pièces  latines  imprimées  à  Angers, 
dont  une  est  le  programme  d'une  Thèse  à  soutenir  le  4  avril  1691 
par  François  Cbastelain,  en  la  maison  des  Pères  de  l'Oratoire,  à 
Angers. 

Parmi  les  pièces  si  diverses  et  si  disparates  qui  entrent  sans 
beaucoup  d'ordre  dans  le  manuscrit  n°  24237  du  fonds  français  de 
la  Bibliothèque  nationale,  nous  en  avons  choisi  deux,  et  nous  les 
mettons  sous  les  yeux  des  lecteurs  an  Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques  et  astronomiques,  dans  la  pensée  qu'elles  pourront  les 
intéresser. 

PROULiiME  Ot;   IL  EST  BESOIN   d'adRESSE. 

y)oa\>er  deux  nombres  qui  ajent  même  différence  que  leurs 
euh  es. 

Solution.  —  Les  deux  nomJjres  qu'il  faut  trous  er  sont 


aa  +  j  fia  -t-  o 

Démonstrution.  —  Leurs  cubes  sont 

64 «'  a^  —  G*-/'-!-  3rt^  -f-sSr/^  —  c^ati  —  Si^'  — 9.7 


rt*"  +  ()«•  H-  9.7  au  -f-  ay  «*■  +  G)»*  -f-  27  ua  H-  27 

dont  la  différence  est 

27  H-  5^  Cl  -f-  c^aa  H-  36a^  —  Zcà  -\-  6^*  —  a^ 
câ  -\-  grt''  H-  i']aa  H-  27 

laquelle,    si    l'on    divise    son    antécédent    et    son    consé([uent    par 

a*  +  'ôaa  -h  9, 
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se  réddil  à 

3  -h  Gr/  —  an                 /ta  —  aa  +  2rt  -r    3 
— ■       ou- j 

na  +  o  an  -h  o 

(liiréreiice  des  deux  nombres 

4  ff  fta  —  la  —  3 

^  et 


an  -\-  3  aa  H-  3 

Ces  deux  nombres  sont  done  tels  qu'il  falloit. 

5       3 
Exemples. et  -  sont  deux  nombres  qui  ont  même  dill'érence 

/        7 

1  9,0  51  "7  O  —  3  1 

que  leurs  cubes  ^-j^  et  ^7-5  î  car  - — ~ —  ou  -  est  la  même  chose  que 

125  —  27     08   ,      ,  1  •  1  1   , 

— — - — -  ou  :^7o'  dont  chaque  terme  est  multiple  de  49. 

T^    ,    16   5    II   4oQ^    125    3q7i  ,    , 

L)e  même, ^  ou  —  =  -r^fp ,.,,^     ou  7^;',-^  5  dont  chaque 

19   19    19   0009   0009    boSg         ^ 

terme  est  multiplié  par  36i. 

Que  si  l'on  ne  se  contente  pas  de  cette;  solution,  l'on  peut  tâcher 
d'en  trouver  quelqu'autre  en  cherchant  quelque  voie  plus  générale 
que  celle  que  j'ai  prise  pour  faire  que  la  grandeur  4  —  Zjcx  soit  un 
quarré. 

Et  alors,  appellant  jr  le  plus  petit  des  deux  nombres  que  l'on 

1  J       1'      ♦  *       •  _i_  ^  q=  3.r  H-  v/4  —  3jr.r 

demande,  1  autre  sera  touiours  x  ±  }  ,  et  y  =  ^-^ —^ , 

....  2 

qui  est   tout   ce  qu'on   peut  trouver  de   plus   général  dans  cette 
question. 

Problîîme. 

Tout  nombre  ejitier,  moindre  d'une  unité  qu'un  quarré,  étant 
donné,  trouver  un  autre  nombre  entier  qui  ne  soit  point  un  quarré, 
par  lequel  étant  multiplié,  le  produit  soit  un  quarré,  c'est-à-dire, 
qq  —  I  étant  donné,  trouver  x  qui  soit  tel  que  xqq  —  x  soit  un 
nombre  entier  quarré. 

Solution.  —  Si  l'unité  ajoutée  au  nombre  donné  fait  un  quarré 
dont  la  racine  soit  plus  grande  ou  plus  petite  d'une  unité  qu'un 
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autre  quvarré,  le  nombre  entier  que  l'on  cherche  sera  plus  grand  ou 
plus  petit  d'une  unité  que  cette  racine. 

Exemples.  —  i°Le  nombre  donné  est  24,  auquel  si  l'on  joint 
l'unité,  on  a  le  quarré  23,  dont  la  racine  5  est  plus  grande  d'une 
unité  que  le  quarré  4  :  il  faut  donc  suivant  la  règle  ajouter  i  à  5,  et 
la  somme  6  est  un  nombre  entier  qui  n'est  point  un  quarré,  et  qui, 
multipliant  le  nombre  donné  24,  produit  le  quarié  i44- 

2°  On  donne  le  nombre  8,  naoindre  d'une  unité  que  le  quarré  9, 
dont  la  racine  3  est  plus  petite  d'une  unité  que  le  quarré  4-  Retran- 
chant donc  I  de  3  selon  la  règle,  ou  a  pour  reste  le  nombre  en- 
tier 2,  qui  n'est  pas  un  quarré,  mais  par  lequel  le  nombre  donné  8 
étant  multiplié,  le  produit  est  le  nombre  quarré  16. 

3"^  64  —  I  ou  <^3  est  le  nombre  donné  ;  8  racine  de  64  est  égale 
à  ()  — 15  j'ote  donc  i  de  8  selon  la  règle,  et  j'ai  le  nombre  entier  7, 
qui  n'est  point  un  quarré,  et  qui  multipliant  63  me  donne  le 
quarré  44  ^  • 

Démonstration.  —  Il  faut  que  le  nombre  entier  x  soit  tel  que, 
multipliant  le  nombre  entier  donné  //c/  —  i,  le  produit  xqq  —  x 
soit  un  quarré.  Pour  cela,  supposons 

.r  ±  I  X  (7  ; 
ainsi, 

qq  —  IX  vx  ±  2  j:'  H-  I  —  \'S.  .vx  ±  2  ,r, 
et 

xqq  —  x-j:^  x'^  ~iz  2 xx, 


qui  est  bien  le  quarré  de  x  \jx  dr  2,  mais  qui  ne  peut  pas  être  un 
quarré  parfait  si  <^x  ±  2  n'est  un  nombre  commensurable,  ou,  ce 
(}ui  est  la  même  chose,  si  .r  n'est  égal  à  dd  q=  2,  qui  est  un  nombre 
entier  plus  grand  ou  plus  petit  d'une  unité  que  le  nombre  dd  qz  i 
égal  à  X  ±  i  ou  (y,  lequel  a  une  unité  de  plus  ou  de  moins  que  le 
(juarré  quelconque  dd.  De  sorte  que,  alinque  le  produit  de  qq  —  i 
par  X  soit  un  quari'é  parfait,  il  est  nécessaire  que  q  racine  du 
(juarré  qq  soit  plus  grande  ou  plus  petite  d'une  unité  qu'un  quarré, 
et  que  x  soit  plus  grand  ou  plus  petit  d'une  unité  que  cette  racine. 


M  K LANGES. 

ERREURS  DANS  LES  TABLES  MATHÉMATIQUES, 
d'après  use  CoMMiNicATiON  DE  M.  Dl  ^CAJN-J.-M.  M'  KEKZIE,  a  Londres. 


I. 

Dans  l'Ouvrage  iiiLiluIc  Tables  de  logarilhines  à  six  décimales, 
/?«/•  M.  Vazquez  Queipo,  2^  édition  française,  iS-jG^  appendice. 
Table  II,  les  valeurs  de  log  (i  -h  ^)  doivent  être  corrigées  pour  les 
deux  arguments  suivants  : 


1  + 1. 

Au  lieu  Je 

Lisez 

I  ,oo{ 

216601 17 . . . 

21660617. . . 

I  ,  lol 

4237  2:'Jc)8i  .  .  . 

423785981... 

II. 


Dans  sa  Table  des  dil^>iseuJ•s  pour  tous  les  nombres  du  premier 
nnllioTi,  à  la  deuxième  page  de  la  ]SIaniere  de  se  servir  de  celle 
Table ^  Burckliardt  signale,  en  noie,  une  erreur  dans  la  valeur  du 
logarithme  hyperbolique  du  nombre  j8j3  ('  ),  tel  qu'on  le  trouve 
dans  la  Table  calculée  par  Wolfranx  avec  quarante-huit  décimales, 
et  insérée  in  extenso  dans  les  Tables  de  Schulze  (Berlin,  1  778)  et 
dans  le  Tliesaurus  logarithmorum  de  ^  ega  (Leipzig,  i794)«  Cette 
erreur  a  été  reproduite  dans  la  même  Table  réduite  à  buitdécimales 
que  Vega  a  insérée  dans  ses  Zo^rt/7Y/z7?ii5c//e  Tafeln  (Vienne,  1783), 
et  qui  a  passé  de  là  dans  le  Sanimhmg  malliemalische  Tafeln  de 
Hûlsse  (Berlin,  1849),  dans  les  éditions  successives  an  Logarith- 
misch-trigonometrisches  Handbuch  de  Kohler  (9^  édition,  Leipzig, 
1864),  et  dans  \e  Logaritlimisch-trigonometrisclies  Handbuch  de 
Hantschl  (^ienne,  1827). 

Pour  la  valeur  de  lognat  7853,  au  lieu  de  8,967.  .  . ,  il  faut  lire 
8,968.... 

La  valeur  exacte  se  trouve  dans  la  Table  à  dix  décimales  insérée 


{*)  La  note  porte  i853,  par  suite  d'une  faute  d'impression. 
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dans  les»  Logarilmische  Tafehi  Je  Saloiiion  (Vienne,  1827)  el 
dans  la  Table  à  sept  décimales  de  Dase  {Tajel  cler  naturlichen 
LogarUluncn  cler  Zahlen,  Wien,  i85o);  depuis,  elle  a  été  repro- 
duite dans  les  Tables  à  cinq  décimales  de  Stegmann  (  7'a/è/«  der 
naturlichen  Logarithmen,  Marburg,  i856)  et  de  Wackerbartli 
[Fem-stalligalogarithm-tabeller,  Upsala,  1867-,  3^ éd.,  1876). 

m. 

Pour  la  page  197  des  Logarithmic  Tables,  hy  R.  Shortrede 
(Edinburgli,  1849),  ^^-  ^^'  Kenzie  indique  les  corrections  sui- 
vantes : 

Logaritlinies  Au  lieu  II  laut 

des  nombres.  de  lire 

ïoo'îS 7987  7937 

10024 0966  0986 

1 0043 6240  5240 

1 0048 1 1 66  1 209 

ioo55 7864  7607 

10098 4^^^  4^7^ 

10099 8731  1624 
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CAYLEY  (A.).  —  Trattato  elfmkntare  delle  eunziom  ellitticiie,  tradu- 
zione  rivedula  e  accrcsciiila  d'alcune  Appendici  da  F.  Brîoscui.  Napoli,  U. 
Uoepli;  1880. 

Xous  avons  déjà  signalé  l'apparition  du  Traité  élémentaire  des 
fonctions  elliptiques  que  M.  Cayley  a  publié  en  1876  (*).  Cet  excel- 
lent Ouvrage  est  devenu  rapidement  classique  en  Angleterre  et  en 
Amérique;  c'est  la  meilleure  préparation  que  l'on  puisse  désirer  à 
la  lecture  des  Leaux  travaux  sur  la  multiplication  et  la  transforma- 
lion  que  Jacobi  a  publiés  dans  les  premiers  ^ol urnes  du  Journal 
de  Crelle.  A  la  vérité,  l'auteur  a  laissé  de  côté  toutes  ces  considé- 
rations sur  la  théorie  générale  des  fonctions  c[ui  tiennent  tant  de 
place  dans  la  plupart  des  Traités  modernes  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques; mais  il  faut  convenir,  comme  le  fait  remarquer  M.  Briosclii 
dans  la  Préface,  que  trop  souvent,  dans  les  publications  consacrées 
aux  fonctions  elliptiques,  c'est  surtout  le  développement  de  la  nou- 
velle doctrine  et  des  |)ropriétés  générales  des  fonctions  qui  constitue 
l'objet  principal.  On  peut  ajouter,  il  nous  semble,  que  les  pro- 
priétés des  fondions  elliptiques  sont  ainsi  obtenues  d'une  manière 
si  rapide  et  si  complète,  qu'on  n'a  peut-être  pas  le  temps  d'insister 
sur  chacune  d'elles  et  d'en  marquer  l'importance.  Enfin  et  surtout, 
les  méthodes  modernes  sont  si  dilférentes  de  celles  des  premiers 
créateurs  de  la  théorie,  en  exceptant  toutefois  Abel,  c[ue  l'on  peut 
craindre  que  l'étude  de  leurs  travaux  inqiérissables  soit  un  peu 
négligée. 

Toutes  ces  raisons  ont  engagé  M.  Brioschi  à  entreprendi^e,  avec 
l'autorisation  de  M.  Cayley,  une  traduction  italienne  de  la  théorie 
élémentaire  des  fonctions  elliptiques.  Celte  traduction,  exécutée  en 
grande  partie  par  un  des  élèves  les  plus  distingués  de  M.  Briosclii, 
l'ingénieur  Jorini,  aidé  dans  la  revision  par  M.  Cazzaniga,  de 
l'Ecole  Normale  de  Pavie,  est  enrichie  de  trois  Appendices  dus  à  la 
plume  de  M.  Brioschi. 


(')  Eicmcntary  Treatise  on  elliptic  fiinctloiis,  hy  Arthur  Cayley.  Caniltridrje.  Deigh- 
toii  and  Co:  London,  Bell  and  Sons,   1876.  Voir  Bulletin,  I,,  gS. 

Bull.  (Ipi  Scifiiccs  iiititheni.,    1'  Sorio.  t.  I\'.  '  F-'évrior  1830.)  3 
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Dans  le  premier,  qui  traite  des  formules  relatives  à  la  multipli- 
cation des  fonctions  elliptiques,  M.  Brioschi  reprend  et  développe 
les  reclierclies  publiées  sur  ce  sujet  par  Jacobi  dans  le  Tome  IV  du 
Journal  de  Crellc,  et  il  démontre  en  outre  plusieurs  résultats  qu'il 
a  communiqués  en  1864,  dans  une  Note,  à  l'Institut  Lombard. 

Le  deuxième,  qui  traite  de  la  transformation,  doit  être  considéré 
comme  une  préparation  au  troisième,  qui  est  véritablement  impor- 
tant etqui  contient  un  exposé  systématique  d(îs  b(dles  recliercbes  que 
M.  Brioschi  a  publiées  à  diverses  reprises  sur  la  théorie  de  l'équa- 
tion du  cinquième  degré.  En  substance,  toute  cette  exposition 
coïncide  avec  celle  qui  a  été  exposée  récemment  par  M.  Brioschi 
dans  le  beau  Mémoire  Leher  die  ^Juflosung  der  Qleichungen  voni 
funften  Cwiade  (Matheinatische  ^Iiinaleti,  t.  XlJl),  où  l'auteur 
reprend  et  coordonne  ses  recherches  antérieures  sur  ce  sujet.  Cet 
Appendice  constituera  donc  une  excellente  h^cture  pour  les  géo- 
mètres qui  veulent  se  mettre  au  courant  de  cette  théorie  de  l'équa- 
tion du  cinquième  degré  et  approfondir  les  rapports  qu'elle  pré- 
sente avec  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Il  ne  nous  reste  plus,  en  terminant,  qu'à  exprimer  un  désir  : 
c'est  que  l'on  publie  également  une  traduction  française  du  Traité 
de  IVL  Cayley  et  qu'on  n'y  oublie  pas  les  additions  dont  s'est  enri- 
chie la  traduction  italienne. 

G    D. 


SCllIÎLL  (W.).  —  TiiEoniE  der  Bewegung  und  der   Krafte,  ein   Lehrbucli 
(1er  tlieorelisclien  Mecluinik.  T.  I,  a''  édition,   i  vol.  in-S",   58o  pages;  1879. 

La  première  édition  du  Livre  de  M.  Schell  date  de  1870;  elle 
foi-mai t  un  gr()s  volume  de  neuf  cent  soixante-dix  pages  d'une 
impression  compacte  et  dont  une  partie  notable  était  en  petit  texte. 
Le  succès  qu'elh;  a  eu  est  amplement  justifié  par  la  richesse  des 
renseigncMuents  qu'on  trouve  dans  ce  Livre  et  par  les  qualités  d(î 
l'exposition.  La  seconde  édition  parait  devoir  être  encore  plus  com- 
plète-, elh;  sera  divi^c'c  en  deux  \  oiumes,  dont  le  premier  seul  est 
paru  :  c'est  de  lui  que  nous  rendons  compte. 

Ce  Volume  est  divisé  en  deux  Parties  :  la  première  comprend  \a 
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Géométrie  des  systèmes  de  segments  de  droites  [Slreckensj  steine) 
et  la  Géométrie  des  masses;  la  seconde  contient  la  Géométrie  du 
mouvement  et  la  théorie  des  états  de  mouvement. 

A  coup  sur,  il  y  a  bénélice  pour  l'enseignement  à  détacher, 
comme  le  fait  M.  Scliell,  de  la  Statique  et  de  la  Cinématique 
cette  partie  commune,  qui  concerne  la  composition  des  forces  et 
des  couples  ou  des  rotations  et  des  translations.  Il  y  a  h\  une 
théorie  des  systèmes  de  segments  de  droites  que  l'on  peut  faire  indé- 
pendamment de  toute  idée  de  force  ou  de  mouvement  j  il  est  clair 
que  les  notions  de  somme  géométrique,  de  résultante,  de  moment 
d'un  segment  de  droite  par  rapport  à  un  point  ou  à  un  axe,  de 
couple  de  segments,  de  systèmes  équivalents  et  par  suite  de  la  ré- 
duction d'un  système  de  segments  de  di'oitcs  peuvent  être  présentées 
d'une  façon  purement  géométrique  :  la  réductiou  d'un  système  de 
segments  à  deux  segoients  donne  la  notion  de  droites  conjuguées; 
la  réduction  à  un  couple  et  un  segment  donne  la  notion  de  la 
correspondance  de  chaque  point  de  l'espace  à  un  plan  passant  par 
lui  et  dont  ce  point  est  le  pôle,  ou  encore  la  notion  du  complexe 
linéaire  qui  correspond  à  tout  système  de  segments  de  droites, 
complexe  qu'on  peut  aussi  regarder  comme  l'ensemble  des  lignes 
qui  coïncident  avec  leurs  conjuguées.  ÎM.  Schell  consacre  une 
soixantaine  de  pages  à  ces  divers  sujets. 

Il  n'y  a  pas  non  plus  d'inconvénient  à  débarrasser  la  Statique  et 
la  Dynamique  de  la  théorie  du  centre  de  gravité  et  des  moments 
d'inertie  :  telles  sont  les  matières  traitées  sous  le  titre  de  GéoinétiHe 
des  masses  (p.  72-143).  rSaturellement  la  masse  d'un  point  est 
simplement  regardée  comme  un  coefficient  numérique  attaché  à 
ce  poinc;  ce  coefficient  peut  d'ailleurs  être  positif,  nul  ou  négatif. 
Si  l'on  considère  deux  points  O  et  M/,  dont  le  second  est  aifecté  de 
la  masse  /n^,  le  segment  dont  la  grandeur  est  /;?/ OM,- et  dont  la 
ligne  d'action  est  la  droite  Om,  est  dit  le  moment  polaire  du  pre- 
mier degré  de  la  masse  m/  par  rapport  au  point  O;  la  résultante 
2  i7ii  OM/  des  segments  analogues  relatifs  à  un  système  de  points 
(M/)  est  le  moment  polaire  du  premier  degré  de  ce  système  de 
points  par  rapport  au  point  O;  le  centre  de  masse  de  ce  système  de 
points  est  défini  par  cette  propriété  que,  si  on  l'atfecte  de  la  masse 
S/?/,-,  son  moment  polaire  du  premier  degré  par  rapport  à  un  point 
quelconque  O  sera  égal  au  moment  polaire  du  premier  degré  du 
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systcinc  ])iU'  rapport  à  ce  mrmc  point;  le  produit  /////■  f  de  la  masse 
d'un  point  par  le  carré  de  sa  distance  à  un  point  O  est  le  moment 
polaire  quadratique  de  ////  par  rapport  au  point  O;  la  somme  2/?/.  /' 
est  le  moment  polaire  quadratique  d'un  système  dt;  points  (M/)  par 
rapport  au  pôle  O.  11  existe,  entre  les  moments  polaires  quadra- 
ticnies  d'un  système  de  points  par  ra])porL  à  un  point  O  et  à  son 
centre  de  masse,  le  moment  polaire  quadrati([ue  du  centre  de  masse 
all'ecté  de  la  masse  totale  par  rappoit  au  point  O,  la  somme  des 
produits  des  masses  de  deux  points  du  svstènu'  par  le  carré  de  leur 
distance,  des  relations  bien  connues.  La  notion  des  moments  po- 
laires quadratiques  conduit  à  celh;  des  moments  d'inertie,  à  la 
théorie  desquels  M.  Scliell  consacre  deux  Ciiapitres. 

La  seconde  Partie  débute  par  l'étude  (p.  144-187)  des  pro- 
jn-iétés  concernant  deux  ligures  identiques  situées  dans  deux  posi- 
tions dilîérentes  ou,  suivant  le  langage  de  l'auteur,  deux  systèmes 
<()ngruents  et  les  déplacements  qui  permettent  de  passer  de  l'un  à 
l'autre.  L'existence  d'un  point  double  (de  deux  points  homologues 
(coïncidents)  entraine  celle  d'un  plan  double  passant  par  ce  point, 
<t,  réciproquement,  tous  les  points  de  la  droite  passant  par  le  point 
et  perpendiculaires  au  plan  sont  doubles,  et  l'on  peut  passer  d'un 
système  à  l'autre!  par  une  rotation  autour  de  cette  droite.  Dans  le 
cas  générvil,  deux  systèmes  congruents  ont  une  droite  double,  mais 
dont  les  ]ioints  situés  à  distance  linie  sont  simples  5  un  mouvement 
de  torsion  autour  de  cette  droite  permet  de  passer  d'un  système  à 
I  autre.  Deux  déplacements  sont  équivahmts  quand  les  positions 
initiales  du  système  déplacé  coïncident  ainsi  que  les  positions 
iinales.  Dans  le  cas  où  les  déplacements  considérés  se  réduisent  à 
des  rotations  et  à  des  translations,  leur  réduction  s'opère  par  des 
règles  simples  qui  se  simplifient  encore  quand  on  suppose  les  dé- 
placements infiniment  petits. 

C'est  arriyé  à  ce  point  que  l'auteur  fait  intervenir  la  notion  de 
temps  et  définit  la  vitesse.  Après  avoir  donné  les  lormules  usuelles, 
la  méthode  de  Tloberval  pour  le  tracé  des  tangentes,  les  règles  de  la 
composition  des  vitesses,  des  rotations,  translations,  etc.,  il  traite  du 
mouvement  hélicoïdal  et  développe,  dans  le  sens  de  la  Cinématique, 
les  propriétés  des  droites  conjuguées,  du  complexe  linéaire  formé 
par  l'ensemble  des  normales  aux  trajectoires  de  tous  les  points  du 
système,  du  [)ole.  et   de   la  caractéristique  de  chaque  plan,  etc., 
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propriclos  dont  il  a  été  question,  h  un  autre  point  de  vui",  dans  la 
première  Partie;  (p.  187-218). 

L'auteur  étudie  ensuite  (p.  2i8-3ia),  au  point  de  vue  de  la 
vitesse,  des  propriétés  des  normales  aux  trajeetoires,  de  la  représen- 
tation du  mouvement  par  le  roulement  d'une  surface  cylindrique, 
conique,  réglée  sur  une  autre  surlace  cylindrique,  couique,  réglée, 
le  mouvement  continu  d'un  système  de  forme  invariable,  soit  qu'un 
plan  de  ce  système  glisse  sui-  un  plan  fixe,  soit  qu'un  de  ses  points 
soit  lixe,  soit  enfin  (ju'aucune  de  ces  particularités  n'ait  lieu. 

Vient  ensuite  l'étude  de  l'accélération  et  du  mouvement  d'un 
point  libi'e  (p.  312-387).  Il  n'est  pas  question  d'ailleurs  des  causes 
de  ce  mouvement,  qui  est  regardé  comme  défini  par  trois  équations 
entre  les  coordonnées,  la  vitesse  et  l'accélération.  M.  Scliell  exa- 
mine les  cas  où  ces  équations  sont  telles  que  le  principe  des  aires  et 
celui  des  forces  vives  aient  lieu  ;  il  dit  même  quelques  mots  du 
principe  du  dernier  multi[)licateur,  dont,  dans  la  pi'emière  édition, 
il  avait  traité  à  cette  place,  et  dévelo[)pe  les  problèmes  classiques  sur 
le  mouvement  d'un  point  pesant  ou  attiré  vers  un  centre  fixe  :  les 
forces  sont  simplement  remplacées  par  les  accélérations  correspon- 
dantes-, comme  dans  chaque  problème  il  n'entre  qu'une  seule 
force,  il  n'y  a  à  cela  aucune  dilliculté. 

M.  Sclicll  ne  sort  pas  de  la  Cinématique,  au  sens  où  il  entend  ci- 
mot,  en  traitant  (p.  387-44^)  ^i^  mouvement  d'un  point  sur  une 
courbe  ou  une  surface  :  cela  n'est  pas  sans  choquer  nos  habitudes. 
11  a  eu  soin,  d'aillein-s,  de  prévenir  qu'il  prétendait  écarter  systé- 
matiquement toute  spéculation  sur  les  causes  du  mouvement,  se 
couvrant  en  cela  de  la  grande  autorité  de  Jacobi.  «Ces  causes  «, 
dit-il  dans  son  Introduction,  «  s'appellent  yo/ce.v  ;  la  cause  de  la 
vitesse  d'un  point  est  une  force  instantanée;  la  cause  de  l'accélé- 
ration est  une  force  continue,  ou  plus  simplement  une  force;  les 
causes  des  accélérations  d'ordre  supérieur  sont  de  même  des  forces 
d'ordre  supérieur;  un  système  de  forces  instantanées  est  un  état  de 
vitesse;  un  système  de  forces  continues  est  un  état  d'accéléra- 
tions, etc.  »  Et  il  a  rappelé  auparavant  ces  paroles  de  Jacobi  : 
«  Hieorin  MecJianices  analytica  causain  agnoscere  mdlaiii  poLesL, 
qiiidni ,  sicuti  dijfeieuiialia  prima  l'elocitatis  nonnne,  secuiida 
viriinn,  insigninius,  sùnile  r/uid  ad  altiora  (fiioque  dijj'erenlialui 
adhibeatar ;  de  quibus  tlieorcniala  proponi  possinL  proisus  ana- 
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loga  lis,  quœ  de  vi  et  de  velocitate  circumferunlur.  »  Sans  doule 
toute  difliculté  ne  disparaît  pas  quand  on  se  place  à  ce  point  de 
vue-,  mais  ce  n'est  pas  à  propos  des  matières  contenues  dans  ce 
premier  Volume  qu'il  y  a  lieu  de  traiter  cette  question. 

Quoi  qu'il  en  soit,  pour  en  revenir  au  point  assujetti  à  se  mou- 
voir, par  exemple,  sur  une  ligne,  on  regardera  cette  ligne  comme 
la  cause  d'une  accélération  qui  se  compose  avec  l'accélération  que 
le  point  aurait  s'il  était  libre  5  peu  importe  d'ailleurs  comment  se 
lait  cette  composition,  puisque  l'accélération  qui  remplace  la  con- 
dition imposée  est  entièrement  inconnue,  et  rien  n'empêche  d'écrire 
les  équations 

*  =  ,,-R„      (^)=(,„ 

rht  et  ^n  étant  les  composantes  tangentielle  et  normale  de  l'accélé- 
ration donnée,  Rf  et  N  étant  des  quantités  eutièrement  inconnues. 
Pour  pouvoir  tirer  parti  de  ces  équations,  on  leur  «  joint  habituel- 
lement l'équation  de  condition  Rf  =  /jN  »,/ étant  un  coefficient 
constant  qui  est  nul  s'il  n'y  a  pas  de  frottement-,  au  fond,  cela 
revient  à  écrire  les  équations  du  mouvement  d'un  point  sur  une 
courbe  en  supprimant  toute  explication  à  ce  sujet.  C'est  ainsi  que 
Jacobi,  invoquant  l'autorité  de  Gauss,  comme  M.  Schell  invoquait 
la  sienne,  écrivait,  au  début  de  ses  Leçons  de  Mécanique  analy- 
ti(iue,  l'équation 


1 


d-  X 
~dF 


en  la  regardant  comme  l'expression  d'un  «  principe  qu'il  est  inutile 
de  démontrer  ».  M.  Schell  développe  la  théorie  du  pendule  circu- 
laire et  sphérique  et  donne  diverses  autres  applications. 

On  rentre  à  coup  sur  dans  la  Cinématique  proprement  dite  en 
étudiant  le  mouvement  d'un  corps  solide  au  point  de  vue  des 
accélérations  (p.  ^^i-^\6).  Les  propositions  relatives  à  la  courbure 
des  trajectoires  trouvent  là  leur  place  naturelle;  viennent  ensuite 
le  théorème  de  Coriolis  et  ses  applications  (p.  5i7-544)-  Enfin  les 
deux  derniers  Chapitres  (p.  544~^7^"58o)  sont  consacrés  aux  accé- 
lérations d'ordre  supérieur  et  aux  systèmes  variables;  ce  dernier 
Chapitre,  où  l'auteur  traite  des  systèmes  qui  restent  semblables, 
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collinéaires  à  eux-mêmes,  et  particulièrement  surtout  eu  afjinité. 
avec  eux-mêmes,  manquait  dans  la  première  édition. 

Les    nombreux    renseignements    bibliographiques    donnés    par 
M.  Scliell  ajoutent  encore  à  la  valeur  et  à  l'utilité  di*  son  Livre. 

J.   T. 


WESTPHAL  (G.).  —  Ueber  das  simultané  System  zweiek  quaternaeiien  For- 
MEX  2-TE.N  Grades  uxd  eine  allgemei.ne  algebraische  Parameterdarstell- 
UNG  DER  Ralmcurve  4-ter  Ordnu.ng,  p.  I.  —  MctthemcUixclie  Ann.,  t.  XIII, 
1878. 

L  Si  l'on  désigne,  suivant  la  notation  d'Aronliold  et  de  Clebsch, 
par  a\  =  Z>j .  =  .  .  .  et  a  '  =  ,5].  =  ...  les  équations  des  deux  surfaces 
du  second  ordre  qui  ont  pour  intersection  la  courbe  du  quatrième 
ordre,  les  deux  autres  points  où  un  plan  mené  par  la  tangente  à 
un  point  7  de  la  courbe  coupe  celte  courbe  seront  représentés  par 
la  résultante  des  formes 

<7  '^.  =  o ,      a  ;  =  o ,     ■/-  iix  a  y  +  À  a^  cf.  y  =  o ,      w.t  =  o , 

sous  la  condition  0;.=  o,  cn'l  =:^  o,  tandis  qu'on  peut  séparer  de  cette 
résultante  le  facteur  (v^.  INlais  cette  élimination  entre  deux  formes 
quadratiques  et  deux  formes  linéaires  peut  être  remplacée,  comme 
le  fait  voir  l'auteur,  par  une  autre  plus  simple.  Les  covariants 

Ul=:K^P_^.[xabc][3a/)c' x^.,        [&=:z'alycot.Y] 

jouissent  de  cette  propriété  remarquable  (jue  l'on  a,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  et  de  1 , 

De  cette  identité,  écrite  sous  la  forme 
4H;.-f-  a; H;—  rt;.I^  —  fi;V, 
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résulte  cv  llicorèiue  : 

Si  l'oji  fait  touiller,  autour  de  la  tangente  en  un  point  y  de  la 
courbe,  un  plan  y-a^i-ay-j-  Ixx^r  =  o,  alors  par  ses  deux  points  de 
rencontre  avec  la  courbe  gauche,  lesquels  ^varient  avec  y.  '.  À,  passera 
toujours  le  plan  '/.  H,i  H  y  -f-  ?.  I.t  I  ,=  o . 

On  conclut  encore  de  là  que  le  ])lanosculateur  au  point  y  apour 
équation  H^'a.ia,  — I^rt,rt,=  05  les  quatre  plans  du  tétraèdre 
polaire  commun  aux  deux  surfaces  sont  (rta  HI)/7yaj  H,.l,- =  o. 

On  déduit  ensuite  de  la  résultante  les  équations  cliercliées  qui 
donnent  les  coordonnées  des  deux  points  d'intersectiou.  Comme  la 
forme  sous  laquelle  l'auteur  présente  le  résultat  final  ne  fait  pas 
ressortir  directement  quels  sont  les  couples  du  système  simultané 
que  l'on  a  à  considérer  dans  cette  recherche,  nous  nous  permettrons 
de  communiquer  ici  le  résumé  d'un  calcul  relatif  à  ce  passage. 

IL  Si  l'on  se  pose  d'abord  le  problème  de  déterminer  les  deux 
points  ^  et  r,  où  le  plan  tangent  «.r«>-  =  o  coupe  la  courbe  gauche,  il 
résulte  de  l'identité  écrite  plus  haut  ce  théorème  : 

La  résultante  R  des  formes  a^.  =  o,  a\.  =  o,  a^  ay=^  o,  Wx  =  o 
est,  après  la  séparation  du  facteur  kv'^^  identique,  à  un  facteur  in- 
dépendant de  vv,  avec  la  résultantelM  desformes  a^=  o^a^ay^  o, 
lix^iy  ==  o,  vv,  =  0. 

On  a 

R  =  \^/)yCy[baa(v)  [caccw)^- 

—  \_Cyfly(cabw)  [dalja')'^[riy  by[aa.^H')  [ba^f-v]]. 

On  en  tire 

Cydy[cabw)[dab(v)  =  — ■  —  f>'^  A,      A=  [abcdy , 


by  Cy  (  baaix'  )  (  ca  aw  ' 


"V     ^yy{(^l^civ][abcu)—~ny@  l 


En  posant 


cx.y[abcw]  (  nbca)  r=  L=  f^,  •''/> 
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il  \  iciiL 

On  a  ainsi  l'équation 

(i)      {abH(v)  {aclV  iv]  ùyCyU  yE\  =  m      (^L  — ^  "'.v®)'"^-;  ^^    ' 

Le    multiplicateur    m    indépendant    de   w   se  détermine    de  la 
manière  la  plus  simple,  en  posant  vv^.  =  a^.  On  a 

[abll(l)[acHd]/jyC^liyliy=  —  —  a[H;]-, 
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Ou  trouve  ainsi 

3     , 

et  l'équation  (i)  devient 

/   [abn(v)[acn'w)by.Cy'QyYi!y 

Pour  parvenir  maintenant  à  une  représentation  isolée  des  points  'i 
et  •/},  désignons,  pour  abréger,  la  résultante  qui  forme  le  premier 
membre  par  (aoavv)-. 

De  l'équation 

on  tire 

crr«,  -f-  wrnv  -=11' a  oth'^;  ^ ao-ju^^ 


(l'xV/^^  KrltV=  ^  [2  [orj'jiv'^  i^U  ^<j  u]Y  ^  {^O  0<j  n' y  ^^Cl  ÛT  u]^ 


=  ^[ûTua')  t  / [aa'  ot)-, 

(3;  ((';«.,=  («OTfr)  (aotm)  -4-  (oTHfc]  i/ («(7'ot)-. 
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Donc 


SI  l'on  pose,  dans  cette  expression,  u^  =  ^^t  «> ,  il  vient,  à  la  place 

de  L, 

ciyQ,{abc7:  {abc3)=U, 

à  la  place  de  P^  vv^U;j, 

a  ^.  i^.  c^.  (  a  c/.^  »'  )  (  è  aS  i'  )  =  -  (v^.  a  y  l)y  [aot.S>^'][ba.p^>)=:^  ^  n'y  I , 

et,  en  laissant  de  côté  le  facteur  H^.,  on  obtient  l'équation  d'un 
point  d'int(>rsection  : 

Pour  résoudre  le  problème  général,  on  remplacera  dans  celte 
équation  a^.  par  la  forme  '/.al  -h  ?ia^,  et  Ton  aura 

A(/.,  ■/)  =  •''■'A  -h  4-/.=*).0  -f  6yM'-^  +  4/.P0'  -f-  /*  A', 

H(/.,/)i=-/.H;. -t-/,I;, 

©(•/,).)=  /.^ 0  +  3  /-  / 4j  -f  3 •//'  0'  +  A '  A', 

L  f  •/. ,  >  )  =  ■/.'  L  -j-  3  /.'-  ).  M  +  3  ■/./-  N  -t-  7  ).^  a'  «' , , 

M  =  a^(a(!/Pfv){aii|îx),      TS  =  Xy{ayPa')  [ay^x]. 

Après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  pourra  encore  faire  sortir 
le  facteur"/,  des  premières  parenthèses. 

111.  Après  avoir  ensuite  effectué  la  transforjnation  de  l'intégrale 
elliptique  relative  à  la  courbe  en  sa  forme  normale,  suivant  la  mé- 
thode indiquée  par  Aronhold  pour  les  courbes  planes  du  troisième 
ordre,  l'auteur  démontre  ce  théorème  : 

La  somme  dés  deux  intégrales  prises  depuis  un  point  arbi- 
traire de  la  courbe  jus(iu' aux  points  de  sécance  x  et  y  d' une  corde 
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est  constante  lorsque  cette  corde  décrit  l' une  des  séries  de généra- 
t/ices  d' une  surface  du  faisceau. 

A  cliaque  valeur  de  la  constante  comprise  dans  le  parallélo- 
gramme des  périodes  correspond  une  surface  5  cette  correspondance 
peut  être  réglée  de  telle  manière  que  la  valeur  opposée  de  la  con- 
stante détermine  la  seconde  série  de  génératrices  de  la  surface.  Au 
moyen  de  cette  représentation,  on  obtient  la  solution  de  ce  pro- 
blème : 

Trouver  les  sw faces  du  faisceau  sur  lesquelles  on  puisse  con- 
struire des  polygones  d'un  nombre  pair  de  côtés,  dont  les  som- 
mets soient  situés  sur  la  courbe  gauche  et  dont  les  côtés  appar- 
tiennent alternativement  à  chacune  des  deux  séries  de  génératrices 
de  cette  surface. 

Si  du  soniMict  de  l'un  des  cônes  qui  font  partie  du  faisceau  on 
projette  ces  polygones  sur  un  plan,  ils  se  changent  en  des  polygones 
plans,  inscrits  à  une  section  conique  et  circonscrits  à  une  autre. 
Les  théorèmes  de  Poncelet  résultent  des  propriétés  des  polygones 
gauches  ('  ).  Ax.  H. 


MELANGES. 


ESSAI  HISTORIQUE 

SUR  LA  REPRÉSENTATION  D'UNE  FONCTION  ARBITRAIRE 

D'UNE  SEULE  VARIABLE 

PAR  UNE  SÉRIE  TRIGONOMÉTRIQUE  ('); 

Par  m.  ARNOLD  SACHSE. 

Depuis  que  Piiemann,  dans  sa  dissertation  inaugurale  publiée  en 
1854,  a  donné  un  aperçu  historique  sur  les  recherches  antérieures 


(')  Au  sujet  de  ces  reclierches,  voir  Killinc,  Der  Fliichenbûschel  zwetter  Ordnuiig 
(Berlin,  1872);  Harsack,  TJeber  dit;  Darstelluug  dei-  Raumcurve  t\.  Ordnung  {Âiuialtii 
der  Mathematik,  t.  XII). 

(')  Versuch  eiiier  Gachiclitc  der   Darstciliing  ivili/iiirlicfier  Fimctioiicn  eiiier  J'a- 
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des  géoinèlrcs  coucernaiiL  la  représentation  d'une  fonction  ari)i- 
traire  d'une  variable  indépendante,  on  a  publié  tant  de  recherches 
fécondes  sur  ce  sujet  qu  il  nous  a  paru  utile  d'exposer  dans  leurs 
points  essentiels  les  résultats  nouveaux  qui  ont  été  obtenus.  Si  l'on 
entend  par  ce  mot  Ac  fonction  arbitraire  toute  fonction  dont  la  ma- 
nière d'être  dans  un  intervalle,  quelque  petit  qu'il  soit,  n'entraine 
aucune  restriction  lelative  à  sa  détermination  dans  tout  autre  inter- 
valle, le  problème  le  plus  général  qui  constitue  le  point  de  départ 
et  la  tâche  la  plus  importante  des  travaux  sur  la  représentation 
d'une  fonction  arbitraire  est  le  suivant  :  Représenter  une  telle 
fonction  sous  une  forme  matliéniatique  dans  laquelle  inter- 
viennent seulement  les  opérations  fondamentales  de  i Arithmé- 
tique, addition,  soustraction,  multiplication  et  division;  ces  opé- 
rations pouvant  d' ailleurs  être  répétées  soit  un  nombre  fini,  soit 
un  nombre  infini  de  fois.  L'extrême  généralité  du  problènu^  ainsi 
posé  a  naturellement  limité  les  recherches  entreprises  en  premier 
lieu  au  cas  des  fonctions  d'une  seule  variable;  et  c'est  de  ce  cas 
seulement  que  nous  nous  occuperons  dans  ce  qui  va  suivre. 

Dans  le  siècle  dernier,  les  recherches  sur  les  coides  vibrantes 
conduisirent  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dt-  ~   ■    ô.ir  ' 

D'Alembcrt  donna  comme  intégrale  générale  la  somme  suivante 
des  deux  lonctions  entièrement  arbitraires  des  variables  a",  /, 

et  il  montra  qu'il  doit  subsister  dans  cette  solution  une  seule  fonc- 
tion arbitraire,  si  }  doit  en  outie  satisfaire  à  la  condition  de  s'an- 
nuler pour  X  =  o  et  x  =  l.  Daniel  Bernoulli  montra  de  son  côté 


riabelii  durch  tri^oiiometrische  Rcilicii  :  liiaiis;iir(il-Disu-r!atioii,  ziir  Er!an^ii//ff  dt'r 
Doctorwûrde  der  hohen  phitosophischen  FaknUut  der  Geoig-Augusts-Universitat  zii 
Gôttiiigen  -vorgelegt  vo/i  Arnold  Saciise  aiis  Sclnverin  alJf.  Gottingeu,   187g. 

Nous  avons  cru  devoir  traduire  cet  intéressant  travail,  qui  donnera  à  nos  lecteurs 
une  idée  d'ensemble  des  travaux  accomplis  dans  différentes  directions  sur  ce  sujet, 
surtout  depuis  Kiomann.  Nous  rappellerons  que  déjii  le  Mémoire  de  Uieniann  se 
liaduit  dans  le  BuIIciin,   t.  V,  1"  série,  p.  20  et  79. 


I 
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([ue  l'équation  aux  dérivées  partielles,  aiusi  que  les  couditions  au\ 
limites,  peuvent  ètie  vériliées  également  par  une  série  trigono- 
métrique,  et  il  adirma  que  eette  série  donnait  la  solution  la  plus 
générale. 

La  comparaison  de  ces  deux  solutions  dilîérentes  conduisit  Eulei- 
à  formuler  le  problème  suivant  :  Ij/ie  Jonction  entièrement  ar- 
hilraive  d'une  variable  peut-elle  être  toujours  représentée  par 
une  série  trigononiétriquc? 

Le  but  de  notre  travail  est  précisément  d'indiquer  tous  les  pas 
(|ui  ont  été  faits  jusqu'à  notre  époque  vers  la  solution  complète  de 
ce  pr(jblènie. 

A  l'époque  d'Euler,  la  notion  de  fonction  arbitraire  était  entendue 
d'une  manière  beaucoup  plus  étroite  que  nous  ne  l'avons  fait  an 
(lél)ut  de  notre  travail.  On  partait  de  considérations  purement  géo- 
métriques et  l'on  avait  seulement  en  vue  les  fonctions  qui  peuvent 
ètie  représentées  par  une  courbe  formant  un  trait  continu.  On 
parlait  de  fonctions  déterminées  graphupiement,  et  cette  expression 
a  été  enqiloyée  plus  tard  par  Iviemann  à  cause  du  sens  précis  dont 
elle  est  susceptible.  Euler  nommait  ces  fonctions  funcliones  con- 
tinuœ.  En  ce  qui  les  conceine,  après  une  longue  discussion,  on 
crut  être  parvenu  à  ce  résultai,  qu'elles  peuvent  toujours  être  re- 
présentées par  une  série  trigonométrique.  On  considérait  aussi 
d'autres  fondions,  celles  qui  s'interrompent  brusquement  en  un 
point  et  qui  sont  continuées  par  une  autre  fonction.  On  ne  les  re- 
gardait pas  comme  formant  une  fonction  proprement  dite,  mais 
plutôt  comme  formées  de  parties  de  fonctions,  et  l'on  pensait  que 
toutes  les  parties  ensemble  ne  pouvaient  pas  être  représentées  pai- 
une  même  série  trigonométrique.  Aussi  l'impression  fut-elle  pro- 
fonde lorsque  Fourier  allirma  que  toute  fonction  arbitraire,  soit 
simple,  soit  composée  de  parties  de  fonctions,  peut  être  repré- 
sentée par  une  série  trigonométrique.  Car  cette  proposition  était 
en  contradiction  avec  la  notion  de  fonction  telle  qu'elle  était 
acquise  à  l'époque  de  Fourier,  et  elle  conduisait  nécessairement 
pour  l'avenir  à  regarder  une  fonction  composée  de  ditiérentes 
parties  définies  par  des  lois  dilîérentes  comme  une  véritable  fonc- 
tion. C'est  en  1807  que  Fourier  communiqua  à  l'Académie  des 
Sciences  la  grande  découverte  qu'il  venait  de  faire;  ses  reclierclies 
ultérieures   sur   la   représentation  des    fonctions    arbitraires,    qui 
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se  ratta^liaient  à  des  problèmes  de  la  théorie  de  la  chaleur,  ont 
été  publiées  dans  dillérents  IMémoires  et  finalement  réunies  dans 
son  grand  Ouvi'ago,  la  Théorie  de  la  chaleur,  publié  en  1822. 
Supposons  que  l'on  veuille  représenter  une  fonction  f[oc)  par 
une  série  trigonométrique  de  telle  manière  que  l'on  ait,  pour  chaque 
valeur  dex, 

f'^x)=  \     ((7/^.  sin/f,r  H- ^y;.  cosA-.r). 

Fourier  détermine  les  coefficients  «„,  Z»„,  en  multipliant  les  deux 
membres  successivement  par  sin  7zx,  cosnx,  et  en  intégrant  de  —  tt 
à  +7T.  Il  croit  pouvoir  énoncer  en  toute  généralité  la  proposition 
suivante  :  Si,  dans  la  série  S  (r?;,  sin  h  x  H-  h^  cos  h  x),  on  a 

I    r^"- 

•-  — tt. 
bf.=^—    I       y((z)  cos/ar/a,      (7/,.=:-    I       /"(  «)  sin  Aar/a  , 


la  série  représente  la  fonction  pour  toute  valeur  de  x,  dans  l'inter- 
valle entre  —  tt  et  -f-  tt.  On  a  depuis  appelé  séries  de  Fourier  les 
séries  trigonométriques  dont  les  coefficients  sont  déterminés  par 
les  intégrales  précédentes,  et  finalement  on  a  donné  le  même  nom  à 
toutes  les  séries  trigonométriques.  C'est  seulement  dans  ces  der- 
niers temps  qu'à  la  suite  de  M.  Heine  (  '  )  on  a  commencé  à  distin- 
guer de  nouveau  les  séries  trigonométriques  avec  des  coefficients 
quelconques  des  séries  de  Fouiier,  et  à  admettre  qu'il  puisse  exister 
des  fonctions  d'une  nature  particulière,  représentées  par  des  séries 
trigonométriques,  n'ayant  pas  leurs  coefiîcients  déterminés  par  les 
intégrales  précédentes. 

Tout  ce  qui  concerne  l'origine  des  séries  trigonométriques  et 
leur  emploi  dans  certains  problèmes  de  Physique  mathématique  a 
été  traité  d'une  manière  détaillée  par  Riemann  5  nous  nous  conten- 
terons d'appeler  l'attention  sur  deux  points  ditlérents. 

Le  mérite  de  Fourier  n'est  pas,  à  notre  avis,  dans  la  découverte 


(')  Joiininl  ,!>■  liorrluinll,  I.  I.XXI,    p.  .3.')'|. 
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d'un  moyen  général  de  détermination  des  coefficients,  mais  plutôt 
dans  cette  remarque,  qu'il  a  faite  le  premier,  qu'une  série  trigono- 
métrique,  ayant  les  coefficients  déterminés  par  les  intégrales  dé- 
finies données  plus  haut,  peut  représenter  une  fonction  entièrement 
arbitraire.  En  effet,  la  détermination  des  coefficients  par  des  inté- 
grales ne  lui  appartient  pas.  Lagrange  avait  déjà  fait  connaître  cette 
méthode  en  1^66  dans  les  Miscellajiea  Taurinensia  (*),  à  la  vérité 
sans  se  rendre  pleinement  compte  de  son  importance  et  sans  la 
conduire  jusqu'au  bout.  11  résout  le  problème  de  faire  passer  une 
courbe,  dont  l'équation  a  la  forme 

j  =  a  sin.r  -f- .  .  .  +  ).  sin// j-, 

par  les  n  sommets  d'une  ligne  brisée  donnée,  et  il  dit  expressément 
que  la  ligne  précédente  et  cette  ligne  brisée  se  rapprocheront  à 
?7iesure  que  l'on  prendra  un  plus  grand  nombre  de  points,  en  sorte 
qu'en  prenant  un  nombre  infini  de  points  on  obti&ndrait  l'expres- 
sion d'une  courbe  continue  qui  serait  identique  à  la  courbe  donnée. 
La  méthode  d'interpolation  de  Lagrange  est,  au  fond,  celle  de  Fou- 
rier^  seulement  le  procédé  employé  par  Lagrange  pour  la  déter- 
mination des  coefficients  est  plus  fécond;  aussi  a-t-il  été  employé 
avec  avantage  par  Dirichlet  (-)  et  par  Riemann  (')  dans  leurs  dé- 
monstrations. Mais  il  y  a  plus,  la  méthode  de  multiplication  em- 
ployée par  Fourier  ne  lui  appartient  pas  en  propre.  Il  semble 
avoir  échappé  à  Riemann  qu'Euler,  dans  un  Mémoire  de  1777 
publié  dans  les  Nova  Acta  Acad.  Scient.  Petrop.,  t.  XI,  1798, 
p.  ii4î  avait  indiqué  le  procédé  de  détermination  des  coefficients 
parla  multiplication  et  les  intégrales  définies.  Jacobi  a,  du  reste,  déjà 
signalé  ce  fait  (^).  Comme,  dans  le  troisième  ^  olumc  des  Mise. 
Taur.,  où  le  Mémoire  de  Lagrange  a  été  publié,  se  trouvent  aussi 
des  travaux  d'Euler,  il  n'est  pas  douteux  qu'Euler  ait  connu  la  for- 
mule de  Lagrange;  il  n'est  pas  moins  certain  que  Fourier  a  connu 
les  résultats  d'Euler;  car  il  indique  lui-même  [Tliéorie  de  la  cha- 
leur, aM.  428)  que  l'on  trouve  chez  presque  tous  les  mathémati- 


(')  T'oir  Lagrasgf,,  OEuvres,  t.  I,  p.  55i. 

(')  DovE  et  MoSER,  Repertoriumfùr  Physih,  t.  I,  p.   102-174;   18.37. 
(')  Riemann,  T'orlesungeii  ùber  partielle  Differentialgleichungeit. 
(♦)  Journal  de  Crelle,   t.  1,  p.  2. 
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«•ieus  de  cqtte  époque,  Daniel  Bernoulli,  ClairauL,  Euler,  Lagrange, 
des  résultats  et  des  développements  analogues  aux  siens. 

Peut-être  devrait-on  aussi  ajouter  à  l'exposé  historique  de  Rie- 
mann  que  Poisson  a  fait  connaître  une  méthode  particulière  de 
détermination  des  coefficients  qui  mérite  l'atteniion  à  cause  des 
nombreuses  recherches  et  des  conséquences  auxquelles  elle  a  donné 
lieu.  Poisson  part  de  la  formule  (  '  ) 


r 


f[  «  )  ; -,  dy. 

^       I  —  2 /•  cos  [x  —  «  1  H-  /■■ 


—    1        /(«jr/aH 1        y((/.)  \  /■"C0S«(.r —  «jV/a, 


(lui  est  exacte  toutes  les  lois  que  /■  est  plus  petit  que  i^  il  y 
i'ait  7'  =  i,  et  il  cherche  à  prouver  que  l'intégrale  du  premier 
membre  a  pour  limite  la  valeur  de  la  fonction/fo:). 

Fourier  n'a  pas  prouvé  que  la  séi-ie  trigonométrique  qu'il  obtient 
pour  la  représentation  de  la  fonction  converge  réellement  vers 
la  valeur  de  la  fonction.  A  la  vérité,  il  donne  [Théorie  de 
la  chaleur,  art.  177)  une  définition  rigoureuse  de  la  convergence 
d'une  série;  mais  il  regarde,  dans  le  cas  actuel,  la  démonstration 
de  la  convergence  comme  .facile ,  et  il  laisse  au  lecteur  le  soin 
de  la  trouver.  Dans  les  cas  particuliers  que  l'on  avait  surtout  à 
(considérer  et  pour  des  valeurs  particulières  de  la  variable,  on 
reconnaissait  qu'en  réalité  la  série  convergeait  veis  la  valeur  de  la 
fonction;  mais  Cauchy  parait  être  le  premier  qui  ait  senti  la  néces- 
sité d'une  démonstration  rigoureuse,  indépendante  de  la  forme  de 
la  fonction  et  applicable  à  toutes  les  valeurs  de  la  variable  (-). 

11  communiqua,  en  1826,  à  l'Académie  des  Sciences  une  dé- 
monstration de  la  formule  de  Fourier.  Il  y  amène  le  terme  général 
de  la  série  à  une  forme  qui  prouve  que  le  rapport  de  ce  terme  à  la 

sin  fi  X 
quantité  A ■>  où  A  est  une  constante  indépendante  de  «,  dif- 


(')  Journal  de  l'Ecole  Poh  technique,  Caliier  XIX.  p.  ^o^,  i823;  Mémoires  de  l'A- 
cadémie des  Sciences,  p.  '^-\,  i.Sj.'),  et  Théorie  de  la  chaleur.  Une  étude  rigoureuse 
(les  conditions  d'existence  de  la  foi  mule  se  trouve  dans  un  Mémoire  de  M.  A.  Schwarz  : 
Zur  Intégration  der  part.  Différent  ialgl.  An  =  o  {Journal  de  Borchardt,  t.  LXXIV, 
p.  226:  1873). 

(')   Mémoires  de  1'  icadrime  des  Sciences,  t.  VI.  p.  6o3  et  suiv. 
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fore  d'autant  moins  de  l'unité  positive  que  n  est  plus  grand.  De  ce 

1        '  •      1         1                      '     '     1            *  sin«.r 
(jue  la  série  dont  Je  terme  gênerai   est   A est  convergente, 

Caucliy  conclut  qu'il  en  est  de  même  pour  la  série  de  Fourier. 
Dirichiet  a  montré  que  cette  conclusion  est  inexacte  (*).  Caucliy 
reconnaissait  aussi  lui-même  que  sa  méthode  est  insuffisante  dans 
bien  des  cas,  et  qu'elle  exige  que  le  terme  général  soit  déterminé 
pour  71  =  c/D  .  D'ailleurs,  la  transformation  que  Caucliy  fait  subir  à 
la  série  et  contre  laquelle  Diriclilet  élève  des  objections  repose, 
comme  Hiemann  le  fait  remarquer  [loc.  cit.,  art.  2),  seulement 
sur  la  supposition  qu'il  existe  une  fonction  ^^{x  -i-ji)  de  l'argu- 
ment complexe  x  ~h  yi-,  qui  demeure  finie  pour  toutes  les  vab-urs 
positives  de  j)  ,  et  dont  la  partie  réelle  se  réduit  j)our  j=  o  à  la 
fonction  aibitraire  donnée  y(:r).  Riemann  ajoute  à  ce  sujet  :  «  Si 
l'on  admet  ce  tiiéorème  qui,  en  fait,  est  exact,  alors  la  voie  suivie 
par  Caucliy  conduit  au  but;  de  même  que,  réciproquement,  ce 
théorème  peut  se  déduire  de  la  série  de  Fourier.    »  - 

Dans  un  Mémoire  déjà  cité  [Journal  de  Borchmdt,  t.  LXXIV, 
p.  23^),  M.  Schwarz  appelle  l'attention  sur  cette  afîirmation  de 
Riemann  et  engage  à  l'examiner.  On  ne  peut  pas  admettre  que 
Riemann  ait  voulu  dire  que,  1<;  théorème  une  fois  admis,  la  démon- 
stration de  Caucliy  devient  irréprocliable,  puisque  les  objections 
de  Diriclilet  aux  autres  parties  de  la  démonstration  conservent 
toute  leur  valeur. 

La  remarque  de  Riemann  ne  peut  donc  recevoir  que  le  sens 
suivant  :  Etant  données  une  fonction y(rt)  et  la  série  de  Fourier 
correspondante  S,  il  est  toujours  possible  de  trouver  une  fonction 
<i([x-\-ri)  de  l'argument  complexe  x -t-jif  := /•e'^'  qui  soit  déve- 
loppable  en  une  série  2'  ordonnée  suivant  les  puissances  de  cet 
argument  complexe,  série  dont  la  partie  réelle  se  réduira,  pour  une 
valeur  déterminée  de  /%  à  la  série  S,  en  sorte  que  la  convergence  de 
cette  série  résulte  de  la  convergence  de  la  première.  Or  on  a  la 
série 


(')  Journal  de  Crelle,  t.  4,  p.  ij8. 

liull.  des  Sciences  matliéin.,  iS  Série,  t.  I\'.  (Février  iRSo.) 
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<[iii  csl  convcrgenU'  dans  l'iiilc-ricur  d'un  cercle  de  ra^on  i  et  qui, 

pour  /•  =\  ,  se  réduit  à  la  série  de  Fouiiei-.  La  question  est  de  savoir 

si  l'on  peut  faire  j- z:=.  j .  Celte  question   elles  questions  connexes 

ont  été  eoinplèteuu;nt  résolues  dans  deux  Méuioires  parus  presqu'en 

même  temps  :  le  premier    de  M.  A.  Sclivvarz  ('),    le  second  de 

M.  Pryni   (-).    INI.  A.   Scliwarz    démontre   le  théorème  suivant, 

déjà  donné  dans  ses  parties  essentielles  par  Riemann  : 

Considérons  sur  un  ce-rcle  de  rayon  i    une  fond  ion  réelle  de 

l'argunwnL  a  qui  soit  finie,  continue  et  uniforme  et  qui  reprenne 

1(1  même  valeur  quand  l  argu/nent  oc  augmente  de  2  7T,  mais  qui 

ne  soit  assujettie  à  aucune  autre  condition  ;  il  existe  toujours  une 

jonction,  et  une  seule,  //,  continue  à  l'ititéiieur  et  sur  la  circon- 

.        .  Il-'      '^"     '^^"     (^' "     '^^"  j 

ference  du  cercle,  dont  les  dérivées  —-^  -—■>  -r-x?  -—r  sont,  Clans 
'  ().r     ôj     ô.i-      ôy 

l'intérieur  du  cercle,  des  fond io/is  uniformes  et  continues  de  x 

,  .  .,..,,,,  .        f)^n        d-it  .  ,       j 

et  de  r,  qui  satisfait  a  L  équation  ——^  -\-  ^~-  =  o,e£  qui  est  égale 

'  '  '  (J.ir  O)^  '  ^ 

pour  tous  les  points  du  cercle  à  la  fo/iction  f{y-)-  La  démon- 
stration de  ce  tliéorèmc  ne  se  déduit  pas  toutefois  de  la  considé- 
ration de  la  série;  elle  repose  sur  l'emploi  de  l'intégrale 


±  r>,„>, L^:^ 

'x~  J  1  —  ?. /'cosi  «  —  .r 


fh.. 


CetUî  intégrale  est  parfaitement  di-lcrminée  pour  tous  les  points  à 
l'intf'rieur  du  ceicle-,  elle  est  égale  à  la  série  donnée  plus  liant,  et 
elle  constitue  la  partie;  réelle  de  l'intégrale  suivant*'  : 


,f  =  ^ 


qui,  pour  toutes  les   valeurs  de  z  =  /■^"'  dont  le  module  est  plus 
petit  que  i,  oll're  li^s  caractères  d'une  fonction  enlièie  cX  uniforme 


f')  riertcl/alirschiifl  der  TSaturfinschcnden  Gesellsctiaft  zii  Ziiiich,  i  ,')•  nnnt'c: 
Uebrr  flic  Intei^ratiou  der  Dffgl.  /^n  =  o  fiir  die  F  lâche  eines  Kreises.  V<n  extrait  do 
^•o  Mémoitr,  avoc  la  contiimatioii  et  le  dévot opponif-iit  des  rerliorctios  qui  y  sont  con- 
tt'imos,  a  pai\i  dans  t(>  Journal  de  ISorchrirdi ,  t.  t.XXtV;    iS-'>. 

,"-)    Veber  die  Dffiit.  '  --    t' =o  {.loiinitil  de  Horrhardc.   I.  l.WItl:    iS-l). 
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de  l'argument  complexe  a'-^-yi.  L'intégrale  de  Poisson  cesse 
d'avoir  un  sens  déterminé  seulement  pour  les  points  du  cercle; 
mais,  si  l'on  admet  que  la  fonction  qui  cesse  d'être  déterminée  par 
cette  intégrale  coïncide  avec  la  fonctiony(a)  en  tous  les  points  du 
cercle,  il  est  aisé  de  montrer  qu'il  y  a  continuit<'î  et  que  la  valeur 
de  l'intégrale  tend  vers  celle  dey^(a)  lorsqu'on  s'approche  de  la  cir- 
conférence. En  d'autres  termes,  la  partie  réelle  de  la  fonction 
(&(.r  -h  '/i)  définie  ainsi  à  l'intérieur  du  cercle  se  transforme  d'une 
manière  continue  dans  la  fonction  /"(a)  quand  on  s'approche  du 
contour. 

D'autre  part,  il  résulte  d'un  théorème  bien  connu  d'Abel  (') 
que  le  développement  en  série,  pour  les  points  à  l'intérieur  du 
cercle  de  la  partie  réelle  de  cf*  (-),  se  transforme  dans  la  série  de 
Fourier  pour  les  points  du  cercle.  Toutes  les  fois  donc  que  cette 
série  sera  convergente,  elle  sera  nécessairement  égale  à  la  valeur 
correspondante  deJ^[o().  Mais  l'on  n'a  aucun  moyen  de  savoir  si  la 
série  sera  convergente,  et  la  proposition  précédente  ne  permet  de 
rien  affirmer  à  cet  égard. 

Il  nous  reste  à  revenir  sur  la  seconde  partie  de  la  remarque  de 
Riemann,  à  savoir  que  le  théorème  qui  joue  un  rôle  fondamental 
dans  l'analyse  de  Cauchy  peut  se  déduire  de  la  série  de  Fourier. 
Cette  marche  a  été  suivie  par  M.  JN  eu  manu  dans  son  écrit  :  Das 
Dirichlet  scJie  Princi j)  in  seiner  ^ilmvendimg  aiif  die  Riemann  sclien 
Flachen  (-).  Mais  elle  est  soumise  à  des  difficultés  qui  ont  été 
signalées  de  diUérents  côtés.  M.  Heine  a  donné  l'impulsion  et  a 
fait  remarquer  qu'en  laissant  même  de  côté  dillérentes  objections, 
la  méthode  de   -M.  _\eumann   lui   parait  incertaine^  car  elle  con- 


(')  Ce  théorème,  démontré  cl:ins  le  célèbre  Mémoire  sur  la  série  du  bin<^me,  est  le 
suivant  :  Toutes  les  fois  que  la  série 


est  convergente,  elle  est  la  limite  de  la  série 

'',,  ■+-  <",  '■  H-  <".'"-+-..., 

OÙ  ;■  teud  vers  l'unité  par  des  valeurs  réelles  inférieures  à  l'unité. 

^oir   aussi    la   démonstration    de   Dirichlet,  Journal  de    f.io/ivllle,   t.   VH,    c^   sciic, 
p.  253-35,5. 

(*)  Journal  <li-  riordunth.    I.  I.WI.    p.   .Kîi . 
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duirait,  sans  aucuuo  hvpollièse  nouvelle,  à  cette  conclusion,  que 
toute  fonction  serait  développaLle  d'une  seule  manière  en  série 
trigonométrique.  M.  Pjyni,  dans  le  travail  déjà  cité,  a  appuyé  sur 
les  dilîerentes  objections  qu'on  peut  présenter.  Il  ne  semble  donc 
pas  qu'on  puisse  partir  de  la  série  de  Fourier  si  l'on  veut  démon- 
trer le  tliéorènie  dans  toute  sa  généralité,  parce  qu'on  n'a  pas  la 
démonstration  que  la  série  de  Fourier  conveige  pour  toutes  les 
fonctions  continues.  La  deuxième  partie  de  la  remarque  de  Rie- 
mann  ne  pai'ait  donc  pas  justifiée. 

II. 

La  tentative  de  Cauclij  était  la  seule  que  Diriclilet  connût,  lors- 
qu'il publia,  en  1829,  son  IMénioire  sur  les  séries  trigonométriques, 
que  Riemann  regarde  à  juste  titre  comme  la  première  reclierclie 
solide  sur  ce  sujet.  On  avait  remarqué  que  les  méthodes  regardées 
auparavant  comme  rigoureuses  se  montraient  défectueuses  et  insuf- 
fisantes dans  les  cas  particuliers,  sans  qu'on  put  trouver  une  faute 
dans  les  calculs,  et  l'on  en  avait  conclu  que  l'erreur  ne  pouvait  se 
trouver  que  dans  les  j)i'iiit;ipes.  Les  principaux  représentants  de 
cette  période,  dans  laquelle  on  soumit  à  une  revision  tous  les  prin- 
cipes de  l'Analyse  inlinitésimalc,  sont  Caucliy,  Abel  et  Diriclilet. 
Dans  une  Lettre  de  1826  ('),  Abel  insiste  sur  l'insuffisance  des 
démonstrations  de  la  théorie  des  séries  infinies,  et,  en  particulier, 
il  trouve  étonnant  que  l'on  étende  sans  démonstration  aux  séries 
infinies  toutes  les  règles  qui  s'appliquent  aux  fonctions  formées  à 
l'aide  d'un  nombre  limité  d'opérations.  Il  indique  ainsi  la  véritable 
origine  des  paradoxes  si  nombreux  que  l'on  rencontrait  alors  en 
Analyse. 

Riemann,  dans  son  travail,  a  mis  en  évidence,  d'une  manière 
magistrale,  les  points  fondamentaux  de  la  démonstration  de  Diii- 
chlet,  qui  repose  précisément  sur  la  découverte,  due  à  Dirichlel 
et  signalée  par  lui  à  dillérentes  reprises,  de  la  distinction  essen- 
tielle qui  sépare  les  séries  absolument  convergentes  et  celles  qui 
cessent  de  l'être;  ([uand  on  prend  tous  les  termes  avec  leurs  valeurs 

(')  Ai'.F.i.,  OEinrcs  ciiriiiJt'irs.  I.  Il,  |i.  ■îGJ. 
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absolues.  Dliiclilet,  en  cinplovant  clans  la  théorie  des  séries  trigo- 
noniélriques  la  définition  la  plus  précise  des  notions  fondamentales 
de  l'Analyse,  a  donné  naissance,  par  cela  même,  à  l'extension  et 
aux:  éclaircissements  que  ces  piincipes  ont  reçus  à  la  suite  des 
reclierches  ultérieures,  relatives  aux  séries  trigonométriques. 

En  deliors  du  jMémoire  déjà  cité,  Diriclilet  en  a  publié  un  autre 
sur  les  séries  trigonométriques,  dans  le  Repertoriiwi  de  Dove  ; 
mais  ce  second  travail  n'est,  en  somme,  qu'une  exposition  déve- 
loppée des  méthodes  exposées  seulement  d'une  manière  incomplète 
dans  son  premier  travail. 

Diriclilet  se  propose  le  problème  de  rechercher  dans  quel  cas  la 
série  de  Fourier  converge,  et  il  suit  la  méthode  suivante  :  il  re- 
cherche comment  doit  se  comporter  une  fonction  9(x),  pour  que  la 
somme  des  u«  H-  i  premiers  termes  de  la  série  de  l'ourier 

~\ —  \  siii/\r   /        'jj{  7.]  uni  c/.d'/. 

ir -(-./■ 


r 


sin  .3 


^,  sin  (  2/<  -f  I  )  S   ,^ 

n-^  +  ^P) — -7^^ — ^<5 


converge,  lorsque  /z  croit,  vers  la  valeur  de  la  fonction  o(x).  La 
recherche  revient  à  la  détermination  de  la  limite  suivante  : 

hm    /      /pi      ■     '   il%      o<;//<-' 
/■  =  ocJ„    '        '    siiiiS      '  -2 

Si  l'on  suppose  ç^ue.  f[^)  ^^it  constamment  finie  et  déterminée 
entre  o  et  //,  et  ensuite  qu'elle  soit  constamment  positive  et  ne 
décroisse  jamais,  l'intégrale  est  décomposable  en  une  suite  d'inté- 
grales partielles,  dont  chacune  est  telle  que  la  fonction  sous  le 
signe  d'intégration  garde  le  même  signe  dans  tout  l'intervalle. 
Dans   chaque   intervalle    on    peut    a])pliqner    aluis    un    théorème 
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connu,  i"L  1  un  obtient  une  suite  alternée  formée  de  ternies  décrois- 
sant indéfiniment.  Par  suite  de  cette  propriété  de  la  série,  on  peut 
trouver  deux  quantités  comprenant  l'intégrale  et  qui    toutes  les 

deux  convergent  vers  la  limite  ^/^(o),  quand  a  croit  indéfiniment. 
On  a  donc 

et  il  suit  de  là  immédiatement  que  l'on  a 

(II)  lim    r/(P)^<^  =  o,      o<^'</,<". 

A  l'aide  du  lliéorème  II,  on  peut  étendre  le  théorème  I  à  toutes  les 
lonclions  continues  qui  ont  seulement  un  nombre  fini  de  maxima 
et  de  minima.  Diricblet  dit  qu'une  fonction  est  continue  si  elle 
demeure  finie  et  déterminée  entre  o  et  //,  et  si,  en  outre, 
y((3  4-i5) — /(l^)  décroit  indéfiniment  avec  ^.  Dans  la  suite,  nous 
adopterons  partout  la  définition  suivante,  qui  est  plus  précise  :  Une 
f"onctiony(|3)  est  continue  pour  un  point  ^  si,  pour  chaque  valeur 
de  e,  e  étant  une  quantité  ditlérente  de  zéro,  mais  aussi  petite  qu'on 
le  voudra,  il  existe  une  quantité  ô'  telle  que,  pour  toutes  les  gran- 
deurs à"  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  ^',  la  dillérence 
y"(j3  -j-  (5")  — ./(|S)  soit  inférieure  en  valeur  absolue  à  £. 

Si  la  fonction  /3  est  discontinue  pour  la  valeur  zéro,  l'intégrale 
précédente  coiuerge  encore,  mais  vers  la  valeur 

lim  -  \f  o  -+-  ;)  +./'(o  —  i]\ 

Cela  a  encore  lieu  s'il  existe  en  outre  dans  l'intervalle  de  o  à  h  un 
nombre  quelconque,  mais  fini,  de  points  de  discontinuité. 

Si  l'on  assujettit  maintenant  la  fonction  '^{x')  aux  mêmes  con- 
ditions quey  (i^),  on  reconnaît  sans  difliculté  que  la  somme  S  con- 
verge, pour  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  —  tt  et  -h  tt,  vers  la 

1         r       y  (.r  + î)  H- y  (a-— ï]  I       I-     •  V  1 

vafeurliiu ■ ^ ->  et,  pour  les  fimites  mêmes,  vers  la 

valeur 

, .  '£  (  77    -f-    i   I   -f-    O  I   -   Z\ 

.      lllll      ■ — • 

t  ^  0  2 
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jNous  avons  donc  le  lliéorème  suivant  : 

La  série  de  Fourier  leldtive  à  une  joncùon  qui  i"  ne  iie\'ient 
jamais  infinie,  2°  n  a  pas  un  nombre  injini  de  discontinuités, 
3°  Ji  a  pas  un  nombre  infini  de  maxinia  et  de  minima,  converge 
l'ei's  la  valeur  de  la  Jonction  à  toutes  les  places  oii  il  n'y  a  pas 
de  discontinuité,  et,  pour  les  points  de  discontinuité,  elle  con- 
verge vers  la  moyenne  des  deux  valeurs  de  la  Jonction  prises  de 
part  et  d' autre  de  ce  point.  Les  condilions  auxquelles  est  ici  assu- 
jettie la  fonction  s'appellent  le  plus  souvent  les  conditions  de 
Diriclilet . 

Proposons-nous  maintenant  Je  rechercher  ce  ([ue  Ion  doit  en- 
tendre par  cette  expression  :  La  série  représente  la  fonction.  8i 
nous  entendions  par  là  que,  pour  chaque  point  pris  dans  l'inter- 
valle, la  valeur  de  la  série  coïncide  avec  celle  de  la  fonction,  nous 
devrions  déjà  renoncer,  même  pour  les  fonctions  qui  satisfont  aux 
conditions  de  Diriclilet,  à  une  représentation  par  les  séries  de  Fou- 
rier. JNous  proposerons  donc  la  définition  suivante  :  L'ne  série 
représente  une  fonction  dans  un  intervalle  donné,  si  ses  valeurs 
coïncident  avec  celles  de  la  fonction  pour  tous  les  points  pris  dans 
l'intervalle,  à  l'exception  d' un  nond)re  limité  de  points  connus. 
Alors  une  fonction  satisfaisant  aux  conditions  de  JJirichlet  peut 
être  considérée  comme  représentée  par  une  série  de  Fourier,  et  les 
points  d'exception  correspondent  aux  discontinuités,  11  est  encore 
plus  avantageux  d'admettre  avec  Kiemann  qu'en  un  point  de  dis- 
continuité on  donnera  à  la  fonction   une  valeur  égale  à  la  demi- 

1            1            1-     %      /(•^  +  ol -h/j.r  —  o)      . 
somme  des   valeurs   limites = ^»  Autrement   une 

'i 

fonction  qui  posséderait  des  discontinuités  en  nombre;  infini  ne 
pourrait  pas  être  représentée  par  une  série  de  Fourier.  Si  l'on  fait 
celte  supposition,  alors  une  fonction  satisfaisant  aux  conditions  de 
Diriclilet  sera  représentée  par  la  série  pour  tous  les  points;  et  de 
plus,  on  n'exclut  pas  la  possibilité  de  représenter  une  fonction  avec 
un  nombre  infini  de.  points  de  discontinuité  par  une  série  de 
Fourier. 

On  pourrait  encore  adopter  comme  définition  qu'une  série  re- 
])réseiite  une  fonction,  même  en  renonçant  à  l'égalité  de  la  fonc- 
tion et  de  la  série  pour  un  nombre  infini  de  valeurs  de  x.  liiemann 
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parait  avoii'  fait  celle  supposition  (voir  en  particulier  loc.  cit.,  à  la 
lin  de  l'article  12),  bien  qu'il  n'ait  jamais  donné  dans  son  Mémoire 
une  définition  de  l'expression  :  Une  série  représente  une  fonction. 
Comme  il  s'agit  en  tout  ceci  d'une  question  de  mots,  je  garde  la 
première  définition,  car  elle  me  parait  la  plus  naturelle. 

Jusqu'ici  il  a  été  question,  pour  plus  de  simplicité,  seulement  de 
la  représentation  entre  — 7r  et  -f-  t:  d'une  fonction  ayant  2  r.  pour 
période.  A  ces  limites  on  peut  aisément  en  substituer  d'autres 
quelconques  et  étendre  les  tbéorèmes  précédents  aux  fonctions 
ayant  une  période  arbitraire.  Ils  ont  lieu  aussi  pour  une  fonction 
non  périodique,  si  elle  satisfait  aux  conditions  reconnues  comme 
nécessaires,  entre  des  limites  quelconques,  puisque  la  variation 
d'une  fonction  arbitraire  dans  un  intervalle  déterminé  n'impose 
aucune  condition  aux  valeurs  que  l'on  peut  attribuer  à  la  fonction 
en  dehors  de  cet  intervalle. 

Nous  avons  encore  à  insister  sur  un  point  de  la  démonstration 
de  Diricblet,  à  savoir  que  la  série  de  Fourier  converge,  pour  tous 
les  points  de  discontinuité,  vers  la  moyenne  des  valeurs-limites  à 
droite  et  à  gauebe,y(,r  H- o),y'(.r  —  o).  M.  Sclilafli  n'a  pas  cru 
que  cette  conclusion  lÙL  légitime  (  '  ).  M.  Scbl.'illi  s'appuie  de  l'auto- 
rité de  Duhamel  (-).  11  lui  semble  que,  dans  son  iNIémoire,  le  géo- 
mètre français  a  eu  la  pensée  qu'il  serait  plus  naturel  d'attribuer, 
en  un  point  de  discontinuité,  toutes  les  valeurs  couq:)rises  entre 
J  [x  —  o)ciJ[x-\-o^  à  la  fonction  représentée  par  la  série  trigo- 
nométrique.  11  est  vrai  que  Duhamel  énonce  le  théorème  suivant  : 
Si  l'on  fait  La  somme  des  n  premiers  termes  d'une  série  dont  tous 
les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x,  et  que  l'on  y  mette  à 
la  jdace  de  x  une  fonction  de  n  qui  jouisse  de  la  jnopricté  de 
tendre,  lorsquen  croit  indéfiniment.,  vers  la  valeur  X\j}our  laquelle 
la  continuité  de  la  fonction  est  interrompue,  on  peut  choisi/'  cette 
fonction  de  n  de  telle  manière  que  la  somme  converge  'vers  toute 


(')  Einige   Zweifel  nn  dcr  (illi^eincinen   DarstcUIxirheil  cliicr  wilkûrllchen  periodi- 

schen  Fuucùon  cincr  l'ariehrli'ii  diinli  eiiie  irigononiecrische  Relhe,  Berne,   187/1  ;  Unî- 

versilats-Programui,  ji.  1")  ,et  Juiiiiidlde  Pioichardt,  t.  LXXII,  Uehcr  die  part.  Diff'cren- 

.,,001       d^ot  .  ,^ , 

""¥■  -T7=-rT'  P-    '*^l- 

(Jt  Ux- 

{'■)  Journal  de  Lioin'illc,  t.    XIX.    iS.'i'i:   ^'(lt<■  sur  la  dhvoiidniiilc  dc^   sciir.<  et  sur 
les  moyens  de  la  reconnaître. 
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valeur  comprise  entre  les  deux  limites  f  [x i  -i-  o),/  {a:^  — o).  11  dit 
rn  nirine  temps  qu'il  y  a  deux  moyens  de  déterminer  la  somme  de 
la  série  pour  la  valeur  x,  de  la  variable.  On  peut  ou  bien  faire  tout 
de  suite  x  =  x^  et  eileetuer  la  sommation  :  on  trouvera  alors  une 
valeur  déterminée,  et  c'est  la  méthode  que  l'on  emploie  pour  cal- 
culer la  valeur  numérique  de  la  série  5  ou  bien  considérer  la  somme 
des  II  premiers  termes,  y  remplacer  .r  par  une  valeur  qui  tend  vers 
.r,  quand  le  nombre  des  termes  croit  indéfiniment.  Duhamel  recon- 
naît, comme  cela  est  vrai,  que  pour  les  fonctions  continues  les 
deux  méthodes  conduisent  au  même  résultat,  et  que  pour  les  fonc- 
tions discontinues  on  est  conduit  au  théorème  énoncé  plus  haut. 
Mais  la  seconde  méthode  de  sommation  n'est  pas  admissible,  parce 
qu'on  ne  peut  pas  affirmer  que  la-somme  obtenue  par  le  second 
procédé  coïncide  avec  la  valeur  de  la  série  pour  x-=-Xi.  Il  y  a 
une  objection  décisive  à  faire  à  cette  seconde  inéthode  :  c'est  sa 
complète  indétermination.  Il  est  donc  seulement  permis  d'adopter 
la  piemièrc,  et  par  suite  la  série  de  Fou rier  converge  seulement  vers 
la  valeur  moyenne. 

M.  P.  du  lî  )is  lîeymond  (  '  )  a  aussi  cherché  à  établir  que  la  série 
de  Fourier,  aux  points  de  discontinuité,  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  comjirises  entre  les  limitesy  (x  +  o), /"(x  —  o).  11  donne 
comme  valeur  de  la  série  de  Fourier,  pour  x  =  x^^ 

7  [/(■'■)  -^  ")  +/(-^i—  o)j 

r    /•  '  ri  \  n   1-  /  Slll  C< 

-^[j\->-i-^0\—J[.r^  —  o]\\u\\     I  ——(/y.. 


~a 


Si  l'on  fait  d'abord  x  =  x, ,  puis  ji  =  ce  ,  on  obtient  la  valeur  deDi- 
richlet;  si  l'on  fait  d'abord  ji  =  yo  ^  puis  x  =  x,.  on  obtient  l'une 
ou  l'autre  des  deux. limites /"(x,  -|-o),y(a^  —  o),  suivant  que  x 
s'approche  de  Xt  par  des  valeurs  supérieures  ou  par  des  valeurs 
inférieures  5  si  on  laisse  arbitraire  le  passage  à  la  limite,  on  obtient 
toutes  les  valeurs  intermédiaires.  C'est  en  cela  que  consiste,  d'a- 


(')  Math.  Aunaleii,   t.  \  II,  iS-.),  l'cbcrdie  sprungivcisen  tl'ertliveràndeiungcii  ann- 
ll  tisclicr  Fiinclioiicii. 
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nrès  M.  du  Bois-Reymond,  la  déteî'mination  précise  de  la  somme 
de  la  série  de  Fourier.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  cette  déter- 
mination repose  sur  une  définition,  qui  ne  parait  pas  admissible, 
de  la  somme  d'une  série.  Il  ne  peut  y  avoir  qu'une  manière  d'opé- 
rer :  faire  x  =  Xt  el  ensuite  /i  =  oo  ,  et  alors  disparaît  ce  que  l'on  a 
appelé  V indéteiminadon  continue  de  la  série  (*). 

On  a  été  conduit  à  cette  opinion  erronée,  que  la  détermination 
de  Dirichlet  n'est  pas  absolument  exacte,  par  la  considération  déjà 
rappelée  d'une  fonction  de  x  et  de  /•,  défiuie  à  l'intérieur  du  cercle 
de  rayon  i  par  l'intégrale  de  Poisson.  Si  la  série  identique  à  l'inté- 
grale de  Poisson  se  transforme  pour  tous  les  points  du  cercle  en  une 
fonction  finie  continue  et  bien  déteruiinée,  ce  passage  a  lieu  d'une 
manière  continue^  j'ajoute  que  le  théorème  de  M.  Scliwarz  a  en- 
core lieu  quand  la  fonction  est  discontinue  pour  un  nombre  limité 
de  points  du  contour.  Si  l'on  ne  considère  que  les  points  pour  les- 
(pu'ls  la  fonction  est  continue,  ]M.  Prym,  dans  le  Mémoire  cité, 
a  étudié  comment  s'effectue  le  passage  à  la  valeur-limite  ;•  =  i 
|)Our  les  points  de  discontinuité,  et  il  montre  que  pour  ces  points 
l'intégrale  de  Poisson  peut  tendre  vers  toutes  les  valeurs  conq^rises 
entre  les  limitesy(a: -f- o),  /'(x  —  o),  et  que  sa  valeur-limite  dé- 
pend de  la  direction-limite  de  la  droite  qui  joint  le  point  variable 
à  sa  position-limite  sur  le  cercle.  La  série  de  Fourier,  au  contraire, 
converge  seulement  vers  la  valeur  moyenne  assigné(;  par  Dirichlet, 
parce  qu'il  s'agit  ici  de  fonctions  d'une  seule  variable. 

Les  conditions  de  Dirichlet  ne  sont  en  aucune  façon  nécessaires; 
elh's  sont  seulement  suflisantes.  Il  restait  à  examiner  si  une  fonc- 
tion qui  i"  devient  infinie  en  un  ou  plusieurs  pitints,  2"  qui  a  un 
nombre  inlini  de  discontinuités,  3"  qui  a  un  nondjre  infini  de 
niaxima  et  de  minima,  peut  encore  être  représentéi'  pai'  la  série  de 
Fourier. 

Si  la  fonction  devient  infinie  pour  un  pointe,  Diiichlet,  dans  un 
autre  Mémoire  (-  ),  indique  la  convergence  de  l'intégrale  y/";  a  )  dv. 


(')  Il  y  a  ici  encore  une  question  de  mots  et  de  dériiiilioii.  L'auteur  a  choisi  entre 
les  deux  délinitions  de  la  somme  celle  qui  est  la  meilleure;  mais  il  n'a  nullement 
riiiteiition  de  méconiiailre  l'inlérél  du  llicoréiiic  de  Diiliamel  el  de  la  curieuse  l'oi'- 
inule  de  IM .  du   Hois-KeynKind.  O.    I). 

(')   Jounuil  dr  VicUr.   |.    17,    )>.     1 1 . 
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étendue  de  part  et  d'autre  du  point  c  coninie  condition  pour  que  la 
série  de  Fourier  représente  (>ncore  la  fonction.  Pourtant  Diriclilct 
a  voulu  présenter  cette  condition  non  comme  nécessaire,  mais  seu- 
lement comme  suffisante.  Si  l'intégrale  est  absolument  convergente, 
cette  condition  est  en  ellet  suflisante,  comme  l'a  remarqué  -M.  P.  du 
Bois-Reymond  (  '  ). 

Pour  ce  qui  concerne  les  deux  autres  cas  d'exception,  Dirichlet, 
à  la  fin  de  son  premier  Mémoire  [loc.  cit.,  p.  169),  affirmait  qu'ils 
])euvent  être  ramenés  à  ceux  qu'il  avait  examinés.  Il  annonce  qu'une 
f)nction,  ayant  un  nombre  infini  de  discontinuités  ou  de  maxima  et  de 
minima,  pourra  toujours  être  représentée  par  la  série  de  Fourier 
pourvu  que,  dans  un  intervalle  quelconque  («,  ^),  on  puisse  tou- 
jours en  placer  un  autre  (/',  s)  dans  lequel  la  fonction  demeurera  con- 
tinue. «  Mais  »,  dit-il  en  terminant  son  Mémoire,  «  la  chose,  pour 
être  faite  avec  toute  la  clarté  qu'on  peut  désirer,  exige  quelc|ues 
détails  liés  aux  principes  fondamentaux  de  l'Analyse  infinitésimale, 
et  qui  seront  exposés  dans  une  autre  ^lOte,  dans  laquelle  je  m'occu- 
perai aussi  de  quelques  autres  propriétés  assez  remarquables  de  la 
série  de  Fourier  ».  Dirichlet  n'a  pas  tenu  cette  promesse.  Quant  à 
la  restriction  qu'il  formule  relativement  aux  fonctions  discontinues 
un  nombre  inlini  de  fois,  elle  résulte  d'après  lui  de  la  notion  de  l'in- 
tégrale définie,  et  l'on  peut  par  conséquent  conclure  que,  dausl'opi- 
nion  de  Dirichlet,  toutes  les  fonctions  intégrables  dans  le  sens  qu'il 
a  donné  à  ce  mot  peuvent  être  représ(mtées  par  la  série  de  Fourier. 

Le  dé\eloppement  rigoureux  de  la  démonstration  a  été  donné 
par  M.  Lipschitz  (^). 

Pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  ayant  un  nombre  infini  de 
discontinuités,  M.  JJpschitz  interprèle  certainement  d'une  ma- 
nière fidèle  les  vues  de  Dirichlet  en  considérant  le  cas  unique  d'un 
nombre  limité  de  points  singuliers,  dans  le  voisinage  desquels 
existent  une  infinité  de  points  de  discontinuité.  Dans  ce  cas  enco,re 
la  série  représente  là  fonction,  comme  le  démontre  M.  Lipschitz. 


(')  Journal  de  Iiorcliardl.  t.  I.XXIX,  iS^^i  Àlli^einvine  LehrsïUze  ïiber  den  Gillig- 
keitsbereiclt  der  I ntegralfonneln ,  die  zur  Darstellung  willhurlicher  Fuiiciionen  die- 
nen,  p.  /(3-'|G,  et  Abhandl.  der  Uayerischen  Ahad.,  t.  XII,  II,  Math,  physih.  Classe, 
,..',3-4/,. 

(•)  Journal  da  Dorchcu  dt,  t,  LXIil,  iS'i'i,  p.  -'96  :  De  ciplicatione  i>er  séries  trigo- 
iioiiietriras.  de. 
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Mais  la  démonstration  n'indique  rien  relativement  aux  valeurs 
singulières,  et  nous  n'avons  aucun  moyen  de  reconnaître  si  pour 
ces  valeurs  particulières  la  série  est  égale  à  la  fonction. 

Si  l'on  a  maintenant  une  fonction  ayant  un  nombre  infini  de 
maxima  et  de  mininaa,  rien  n'empèclie  de  former  la  série  de  Fourier 
pour  celte  fonction,  si  les  eoefficients  ont  un  sens  et  si  la  série  est 
convergente.  INIais  on  ne  peut  affirmer  que  la  série  ainsi  formée 
représente  la  fonction  qu'après  avoir  prouvé  que  la  série  a  les 
mêmes  valeurs  que  la  fonction,  sauf  pour  un  nombre  iini  de  points 
déterminés. 

Les  fonctions  cjui  ont  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima 
peuvent  être  divisées  en  deux  classes  :  les  unes  qui  ont  dans  le  voi- 
sinage d'un  point  déterminé  une  infinité  d'oscillations  avec  une 
amplitude  infiniment  petite,  et  les  autres  pour  lescjuelles  les  ampli- 
tudes sont  finies.  Les  premières  peuvent  être  des  fonctions  con- 
tinues-, les  autres  sont  des  fonctions  discontinues.  Diriclilet  regar- 
dait toutes  les  fonctions  continues  comme  suseeptil)les  d'être 
représentées  parla  série  de  Fourier, .ya/z^  aucun  point  d'exception, 
et,  d'après  une  communication  verbale  de  M.  Weierstrass  à  laquelle 
fait  allusion  M.  P.  du  Bois-Reymond  (  ^  ),  nous  pouvons  penser  qu'il 
a  toujours  conservé  cette  opinion.  Riemann  aussi  paraît  avoir  ac- 
cepté cette  affirmation  de  Diriclilet,  comme  on  peut  le  reconnaître 
en  plusieurs  endroits  de  ses  écrits  (-).  H.  liankel  pense  même 
qu'il  a  été  démontré  par  Diriclilet,  Lipscliitz  et  Riemann  cpie 
toutes  les  fonctions  continues  sont  déveb>ppables  en  une  série  de 
Fourier  (^).  L'inexactitude  de  cette  opinion  a  été  reconnue  par 
M.  P.  du  Bois-Reymond  qui,  après  plusieurs  essais  infructueux 
pour  démontrer  le  théorème,  a  été  conduit  à  penser  qu'il  pourrait 
bien  être  inexact.  Dans  un  travail  développé  (^)  il  a  fait  connaître 
des  conditions  compliquées  sous  lescjuelles  la  série  de  Fourier,  qui 
représente  d'ailleurs  la  fonction,  cesse  de  lui  être  égale  pour  un 

(')  Abhandl.  der  Bnjer.  Aknd.,  t.  XII,  II,  p.  8. 

(')  OEui'ies  complètes,  p.  3  :  «  Neuere  Uiitcrsuchunjjen  haben,  ...  »,  et  p.  22.3  :  «  In 
der  That  l'iir  aile  Fàlle  der  Natur,  ...  »  :  p.  22'(  :  n  Wcnn  man  die  unnoUiige  Voraus- 
selzuiifj,  etc.  » 

(')  Ucber  die  iiiiciuUich  oft  oseiUireiideii  ii//d  iiiisfel/'ffe//  Fiinclioiieii .  Tiibiiigen,  1870, 
Universilatsschrilt,  §  3. 

(^)  Jbli.  der  Bayer.  Akad.,  t.  XII,  Maih.  plijs.  C/tisse,  187  i  :  L'iitersncJiuiigeii  iihcr 
die  Coitvcriffiiz  iiiid  D:vrri^eiiz  der  Foiaiersc/ieit  D<irs!e//iiiii,'./'(ir/i/e///,   (',lia|).  IV. 
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certain  uoiiil)re  de  valoms.  Comme,  pour  nous,  le  résultat  principal 
de  ces  recherches  consiste  dans  la  découverte  de  telles  fonctions 
continues,  nous  donnerons  à  la  fin  de  ce  travail  un  exemple  simple, 
que  M.  Scluvarz  a  lait  connaitre  dans  ses  Leçons  et  qu'il  a  bien  voulu 
nous  autoriser  à  publier.  Cet  exemple  est  formellement  compris 
dans  l'exemple  plus  général  de  -M.  du  Bois-Reymond,  mais  il  s'en 
distingue  par  une  plus  giande  simplicité  dans  la  détinition  comme 
dans  la  démonstration. 

Cette  supposition  que  la  méthode  de  Dirichlet  s'applique  à  toutes 
les  fonctions  continues  a  conduit  Riemann  à  cette  opinion  que  les 
l'onctions  auxquelles  la  métliode  de  Diricblet  ne  s'étend  pas  ne  se 
trouvent  pas  dans  la  nature  (p.  22,3,  2^0  et  23  1  des  OEin'res  com- 
plètes). M.  Heine  (  *  )  pense  qu'il  est  inutile  de  reclierolicr  si  les  fonc- 
tions discontinues  se  trouvent  dans  la  nature.  Ce  qu'il  y  a  de  mieux 
peut-être  à  dire  sur  cette  question  philosophique,  c'est  que  nous 
ne  savons  rien  à  son  égard.  Toutefois  nous  devons  demeurer  con- 
vaincus que  ce  serait  ajouter  une  nouvelle  hypothèse  à  toutes  celles 
qui  stnii  déjà  admises  en  Physique  que  d'admettre  la  possibilité  de 
développer  une  fonction  rencontrée  dans  un  problème  en  une  série 
Irigonomélrique. 

M.  Lipschitz  a  étudié  les  fonctions  ayant  un  nombre  infini  de 
maxima  et  de  miuima,  mais  satisfaisant  pour  le  reste  aux  conditions 
de  Dirichlet,  et  il  en  a  fait  connaitre  une  classe  pour  laquelle  la  série 
de  Fourier  est  convergente  et  en  outre  est  toujours  égale  à  la  fonc- 
tion. ^I.  Lipschitz  considère  une  fonction  qui  est  finie  et  continue 
entie  les  limites  extrêmes,  ou  du  moins  qui  n'a  qu'un  nombre 
limité  de  solutions  de  continuité,  mais  qui  possède  un  nombre 
illimité  de  maxima,  soit  en  des  points,  soit  en  des  segments.  Les 
deux  autres  cas,  que  Dirichlet  n'avait  pas  traités  d'une  manière 
complète,  ne  doivent  pas  avoir  lieu  ici  :  t/uia  (luohus  Del  tribus 
cnsihus  simul  adcilis  sériel  species  potius  quam  vis  et  natura  mu- 
tntiir .  Pourtant  le  caractère  de  la  série  se  conserve  seulement  si 
plusieurs  des  singularités  laissées  de  côté  par  Dirichlet  ne  se  super- 
posent pas  en  un  point.  M.  Lipschitz  appuie  sa  démonstration  sur 
les  théorè;nes  I,  II  de  Dirichlet,  donnés  plus  haut.  Il  montre  qu'ils 


(')   Uaiidbnch  (1er  Kiii^clfiinctlonen.    y  édilion,  t.  1,  p.  55. 
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sont  encore  vrais  et  par  consé([ncnl  que  la  série  de  Fourier  con- 
verge en(jore  vers  la  valeur  de  la  l'onction,  si,  à  toutes  les  places  où  la 
fonction  oscille,  la  valeur  absolue  de  la  différencey((3 -h  ^) — /((3) 
décroît  plus  rapidement,  quand  d  tend,  vers  zéro,  que  le  produit 
d'une  constante  B  et  d'une  puissance  de  §  avec  un  exposant  positif 
quelconque.  Désignons  par  D  la  valeur  absolue  de  la  diiférence 

alors  la  condition  de  M.  Lipscliitz  est  D  <^  (3  d'',  où  l'on  a  a  ^  o. 
Cette  condition  est  plus  restrictive  que  l'hypothèse  d'une  con- 
tinuité uniforme.  Si  l'on  veut  que  la  fonction  soit  uniformément 
continue,  il  doit  y  avoir  pour  toute  valeur  de  (3  une  valeur  minimum 
o'  dépendante  de  ,3  et  telle  que,  pour  toute  valeur  §"  inférieure  en 
valeur  absolue  à  d',  f{[^  -h  ^")  — /{[^)  soit  plus  petit  qu'une  quan- 
tité (7  donnée  à  l'avance  et  aussi  petite  qu'on  le  veut.  La  condition 
de  M.  Lipscliitz  exige  plus  que  la  continuité  uniforme,  car  elle  en- 
traine entre  les  deux  quantités  a^ô'  la  relation  a^  BJ'"  et  par  con- 
séquent ô' ^  V/p'  ^''  l'it'ii,  dans  la  définition  de  la  continuité  uni- 
forme, n'exige  que  cette  relation  soit  vérifiée.  La  condition  ne 
s'applique  donc  pas  à  toutes  les  fonctions  continues. 

La  démonstration  de  M.  Lipscliitz  ne  s'applique  pas  seulement 
si  la  didéreuct;  J)  s'approche  plus  rapidement  de  zéro  que  BtJ". 
Il  est  aisé  de  reconnaitre  qu'elle  exige  seulement  (jue  l'on  ait 
lim  Dlogo  =  o,  et  cette  dernière  condition  est  plus  générale  que  la 

première,  car  elle  est  remplie  toutes  les  fois  que  la  première  l'est; 
mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu,  et  il  suflit  de  prendre  le  cas  où  l'on 

aurait  D  =  , — ^ ,      , — ^  pour  reconnaître  que  la  seconde  condition 

logo  loglogrj  1 

peut  èti'C  vérifiée  sans  qu'il  en  soit  de  menu;  de  la  première.  Dans 
son  Mémoire  [Sop/a  la  série  (H  fùnuier;  Pise,  1873),  M.  Dini  se 
sert  sans  aucune  explication  de  la  seconde.  On  peut  donc  dire  qu(; 
la  série  de  Fourier  représenle  toute  fonction  ayant  un  nond^re  infini 
de  maxima  et  de  minima,  pourvu  qiu;  l'on  ait,  à  toutes  les  places  où 
la  fonction  oscille,  lim  Dlogo  =  o.Si,  pour  un  nombre  /imité  de 

points  d'oscillation,  cette  condition  cesse  d'être  remplie,  on  peut 
dire  encore  rpie  la    st'ric  dr  Fourier  repr<''scnlr>  la   fonclion;  toute- 


iois  l'on  doit  rt'uouccr  à  déiiiontrrr,  par  les  moyens  qui  conduisaient 
au  but  dans  les  cas  précédents,  la  convergence  de  la  série  de  Fou- 
rier,  en  ces  points  singuliers,  et  son  égalité  avec  la  fonction.  Le 
succès  des  reclierclies  de  M.  Lipscliitz  sur  l'extension  des  deux 
théorèmes  relatifs  à  l'intégrale  de  Diriclilet  nous  apprend  déjà  que 
Riemann  était  dans  l'erreur  quand  il  pensait  (  OEuurcs,  p.  224  )  que 
ces  théorèmes  ne  peuvent  plus  servir  dans  le  cas  où  la  fonction  a 
un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima.  11  me  semble  que  la 
question  de  savoir  si  la  série  de  Fourier  converge  ou  diverge  ne  peut 
en  général  être  décidée  que  par  l'emploi  de  ces  deux  théorèmes, 
tant  que  la  fonction  est  intégrable.  Si  la  fonction  ne  remplit  plus  la 
(condition  d'intégrabililé,  alors,  il  est  vrai,  les  deux  théorèmes 
perdent  toute  signification;  mais  dans  ce  cas  nous  ne  connaissons 
aucune  méthode  générahî  de  recherche. 

Les  recherches  de  Al.  Lipscliitz  ont  fait  connaître  une  classe 
nouvelle  de  fonctions  qui  peuvent  être  représentées  par  la  série  de 
l'ourier  ;  mais,  pas  plus  que  celles  de  Diriclilet,  elles  ne  nous  ont  rien 
appris  sur  la  nature  des  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  la 
représentation  d'une  fonction  par  la  série  de  Fourier.  On  n'a  aucun 
moyen  de  reconnaître  si  une  fonction  qui  ne  satisfait  ni  aux  condi- 
tions de  Diriclilet  ni  à  celles  de  M.  Lipscliitz  est  ou  n'est  pas  suscep- 
tible d'être  représentée  par  la  série  de  Fourier.  On  peut  objecter,  il 
est  vrai,  que  c'est  peut-être  trop  exiger  (|ue  de  demander  les  con- 
ditions nécessaires  pour  qu'une  fonction  puisse  être  repi'ésentée  par 
la  série  de  Fourier.  Quand  on  a  donné  la  définition  la  plus  générale 
d'une  série  à  termes  positifs  en  disant  que  la  série  est  convergente 
lorsque  la  somme  des  fi  premiers  termes  tend,  pour  n  croissant 
indéfiniment,  vers  une  limite  déterminée,  il  n'y  aucune  autre  défi- 
nition qui  ait  précisément  la  même  étendue. 

On  pourra  bien  trouver  des  conditions  de  plus  en  plus  étroites, 
des  classes  de  plus  en  plus  étendues  de  fonctions  susceptibles  d'être 
représentées  par  la  série  de  Fourier  ;  mais  si  l'on  parvenait  à  trouver 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  représentation,  elles 
pourraient  fort  bien  être  équivalentes  à  celles  qui  sont  contenues 
dans  la  définition,  et  tout  énoncé  caractérisant  les  fonctions  suscep- 
tibles d'une  représentation  par  la  série  de  Fourier  pourrait  se  ré- 
duire purement  et  simplement  à  la  définition  même  de  la  repré- 
sentation. 
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Si  une  icutaLive  d'obtenir  des  conditions  plus  (kroiles  que  celles 
de  Diricklet  et  de  M.  Lipschitz  ne  parait  pas  devoir  conduire  à 
des  résultats  simples,  il  est  néanmoins  à  désirer  que  l'on  puisse 
obtenir  un  nombre  illimité  de  classes  de  plus  en  plus  étendues, 
absolument  comme  on  a  pour  les  séries  à  termes  positifs  des  règles 
de  convergence  dont  l'application  peut  être  indéfiniment  pour- 
suivie. Une  seule  tentative  a  été  faite  dans  cette  voie  par  M.  P.  du 
Bois-Reymond  dans  son  Mémoire  :  Intersuchungen  ilher  die 
Coiivergenz  luid  Divergenz  der  Foiiriersclien  Darstelhmgs-For- 
meln  [loc.  cit.,  Cliap.  I-III).  Nous  né  signalerons  dans  ce  travail  que 
le  i"ésultat  suivant  :  il  y  a  en  réalité  des  fonctions  qui  ne  satisfont 
pas  à  la  condition  énoncée  par  M.  Lipschitz  et  pour  lesquelles  la 
série  de  Fouricr  est  divergente. 

( y4  suivj'e). 
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HA^IA^A     EBK.III4A     Cb     nO.aCIlTE.lbHblMTj     BBCACHiCAnj     II     TO.IKO- 

BafiiflMii.  OpAiiHapuaro  npof|)L'ccopa  II\incpaTopcKaroyHiiBepcii- 
TCTa  Cb.  BaaAiiMipa  31. -E.  JBauieuKoSaxapzeHKO.  —  KicBi), 
BT)  Tiinorpa(J)iu  II.AinepaxopcKaro  yaiiBepciiTCTa  Cb.  B^a^iiMipa, 

1880  ('). 

Le  célèbre  Livre  des  Elcineiits  n'a  pas  manqué  d'éditions  :  celle 
que  nous  annonçons  est  au  moins  la  quatre  cent  soixante  et 
unième  depuis  l'invention  de  l'imprimerie.  Malgré  ce  nombre 
toujours  croissant,  on  manquait  d'une  édition  rédigée  au  point  de 
vue  des  dernières  découvertes,  faites  depuis  un  demi-siècle  sur  la 
nature  des  principes  de  la  Géométrie  élémentaire.  jNous  avons  au- 
jourd'hui la  satisfaction  d'annoncer  que  cette  lacune  est  remplie 
par  la  remarquable  publication  dont  nous  venons  de  transcrire  le 
titre-,  gr.àce  aux^Notes  et  aux  Suppléments  dont  le  savant  éditeur 
l'a  enrichi,  le  Traité  d'Euclidc  peut  maintenant  servir  de  texte  pour 
l'enseignement  élémentaire,  et  en  même  temps  de  guide  pour  les 
géomètres  qui  veulent  prendre  connaissance  des  recherches  de 
l'ordre  le  plus  élevé  auxquelles  l'étude  approfondie  des  principes 
de  la  science  de  l'espace  a  donné  lieu  dans  ces  dernières  années. 

L'Ouvrage  du  professeur  de  Kief  est  précédé  d'une  intéressante 
Préface,  où  l'on  mentionne  d'abord  les  efforts  faits  de  nos  jours  par 
plusieurs  géomètres  éminents  pour  rappeler  l'attention  des  auteurs 
et  des  lecteurs  sur  l'immortel  Traité  d'Euclidc,  dont  l'usage  comme 
Livre  d'enseignement  est  tombé  en  désuétude  dans  tous  les  pays, 
sauf  l'Angleterre.  L'étude  de  la  Géométrie  devant  avoir  pour  prin- 
cipal but  le  développement  des  aptitudes  logiques,  rien  ne  saurait 
être  plus  profitable  que  la  connaissance  approfondie  du  chef- 
d'œuvre  de  la  science  antique,  chef-d'œuvre  que  les  modernes 
n'ont  pas  encore  réussi  cà  faire  oublier,  et  qui  reste  toujours,  depuis 


('  )  Les  Eléments  d'Euclidc,  avec  une  Introduction  explicative  et  des  Commentaires, 
par  M.-E.  Vachtcheniio-Zakharlehenko,  professeur  ordinaire  à  l'Université  Impériale 
de  Saint-Vladimir.  Kief,  imprimerie  de  l'L'niversité  Impériale  de  Saint-Vladimir.  — 
Grand  in-8°,  xyi-^So  pages,  Goi  figures  dans  le  texte.  Prix  :  ô  roubles. 
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plus  (11-  \ingl  siècles,  le  modèle  le  plus  parfait  de  raisonncînient 
rigoureux'.  De  notre  temps,  la  Science  s'est  développée  tout  autour 
du  domaine  d'Euclide^  les  conséquences  de  ses  principes  s'étendent 
cliaque  jour  à  l'infini;  les  principes  eux-ntèmes  ont  été  soumis  à 
un  sévère  examen  :  au  milieu  de  ces  merveilleux  progrès,  le  corps 
de  doctrine  du  géomètre  alexandrin  n'a  pas  été  entamé;  tout  au 
plus  a-t-on  proposé  quelques  simplilicalions  ou  corrigé  quelques 
négligences  de  détail,  dont  la  plupart  peuvent  être  le  t'ait  de  l'igno- 
rance des  copistes  ou  du  zèle  maladroit  des  commentateuis. 

Est-ce  à  dire  pour  cela  c^ue  le  Livre  d'Euclide,  sous  sa  forjjie  ar- 
chaïque, soit  le  dernier  mot  de  la  science  géométrique  et  qu'il  faille 
imiter  l'exenqjle  des  Anglais,  qui  naguère  encore  l'étudiaicnt  mot 
pour  mot,  comme  s'il  se  fût  agi  d'un  texte  sacré?  jNous  sommes 
loin  de  le  pi-nser,  et  notre  ferme  croyance  est  qu'il  y  a  tout  avan- 
tage, dans  l'étude  d'une  science  quelconque,  à  remplacer  la  marche 
synthétique  et  apodictiquc  des  anciens  par  la  marche  analytique 
oui  est  mieux  appropriée  aux  tendances  modernes,  et  qui,  n'affirmant 
une  vérité  qu'au  moment  où  elle  vient  d'être  démontrée,  accoutume 
l'esprit  à  se  rendre  compte  de  tout.  Mais  il  nen  reste  pas  moins 
\ rai  que,  pour  celui  qui  aspire  à  une  connaissance  approfondie  de 
la  Géométrie,  la  lecture  d'Euclide  est  un  des  plus  utiles  exercices 
auxquels  il  puisse  se  livrer. 

Une  des  causes  qui  ont  détourné  les  commençants  de  cette  étude, 
c'est  la  forme  prolixe  et  embarrassée  qu'imposait  aux  anciens  le 
manque  des  notations  si  claires  et  si  concises  à  l'usage  desquelles 
les  Mathématiques  doivent  en  grande  partie  les  immenses  progrès 
que  nous  admirons  depuis  deux  siècles.  La  plupart  des  traducteurs 
d'Euclide  se  sont  fait  un  devoir  de  respecter  la  forme  antique,  en 
se  plaçant  au  point  de  vue  archéologique  et  littéraire,  et  dès  lors 
il  n'est  pas  étonnant  que  l'on  ait  presque  partout  abandonné  le 
vieux  géomètre,  qui  n'était  en  réalité  qu'à  moitié  traduit,  et  qu'on 
lui  ait  préféré  ses  successeurs  qui  s'exprimaient  en  langage  moderne 
et  facilement  intelligible. 

Déjà,  cependant,  nous  avons  plusieuis  éditions  des  Elënienls 
où  l'on  a  tenu  compte  des  convenances  des  lecteurs  contemporains. 
iNous  pouvons  citer,  entre  autres,  l'édition  de  Barrow  (i6j5)  en 
Angleterre,  celle  de  Lorenz  (1781)  en  Allemagne,  sans  parler  des 
imioiidtr.ibles  édiiions  classiques  i-épandues   dans   les  écoles  de  la 
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(irancle-Brclaguc,  cl  clans  lesquelles,  depuis  quel(|iies  années,  les 
notations  modernes  empiètent  de  plus  en  plus  sur  la  version  litté- 
rale. 

Dans  sa  longue  pratique  de  l'enseignement  et  des  examens,  M.  le 
professeur  Vaclilclienko-Zakartclienko  avait  reconnu,  dans  la  plu- 
part des  Traités  classiques  contemporains,  de  graves  et  nombreuses 
imperfections  dont  on  pouvait  suivre  la  généalogie  en  remontant, 
non  jusqu'à  Euclide  lui-même,  mais  à  quelques-uns  de  ses  mé- 
diocres commentateurs,  qui  n'avaient  pu  se  rendre  compte  del'œuvre 
du  maitre  sans  l'abaisser  à  leur  niveau  en  la  déligurant.  Il  a  pensé 
avec  raison  cpi'avant  de  vouloir,  comme  tant  d'autres,  fdire  mieux 
qu'Euclidc,  on  devait  commencer  par  apprendre  l\  faire  aussi  bien, 
en  se  pénétrant  de  l'esprit  de  rigueur  cpii  règne  dansles  A7cme7^As•  et 
dontbien  peu  d'écrivains  scienlitif|ues  contemporains  ont  su  appro- 
cher. Pour  favoriser  cette  élude,  il  a  entiepris  la  tàcbe  considérable 
d'une  édition  de  la  partie  ^eonielrique  des  Eléments,  traduite  dans 
la  langue  mathématique  usitée  de  nos  jours  et  accompagnée  d'Ad- 
ditions et  de  jNoles  explicatives,  (jui  mettent  l'antique  géomètre  en 
face  de  la  science  actuelle  et  montrent  combien  sa  doctrine  vingt 
fois  séculaire  est  plus  voisine  des  conclusions  de  nos  grands  mathé- 
maticiens contemj)orains  que  celle  de  bon  nombre  de  Traités 
publiés  depuis  cinquante  ans. 

Avant  de  parler  de  la  Préface,  sur  lac|uelle  nous  leviendrons, 
nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  remarquable  Introduction  c]ue 
le  savant  professeur  a  placée  en  tète  de  son  Ouvrage  et  dans  la- 
quelle il  discute  à  fond  le  sens  et  la  portée  des  hypothèses  geo- 
niétric/ues  d'Euclide.  Ces  hypothèses  sont  au  nombre  de  quatre, 
déduction  faite  des  principes  qui  s'appliquent  à  toute  espèce  de 
cjuantités  et  qui  sont  réunis,  dans  les  meilh-ures  éditions,  aux  hy- 
pothèses géométriques  sous  la  dénomination  d'axiomes  ou  notions 
cojnmunes  [y-oivoii  h'joi'xi).  M.  Zakhartclienko  a  adopté,  avec  raison, 
la  classification  de  Barrovy,  de  Robert  Simson,  de  Lorenz,  qui  ré- 
duit à  trois  le  nombre  des  demandes  (altr^uara)  et  qui  réunit 
aux  axiomes  les  trois  énoncés  cjuc  d'autres  éditeurs,  tels  que 
Peyrard  et  August,  en  avaient  distraits,  bien  que  leur  nature  n'eût 
rien  de  commun  avec  celle  des  demandes  précédentes  (  '  i. 

(')  En  effet,  les  demandes  1.  î  et  3  portent  uniqurment  sur  la  possibitité  d'exécuter 
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Les  quatre  hypothèses  géométriques  sont  con  tenues,  implicitemeiiL 
ou  expliciienient,  dans  h^s  axiomes  portant,  suivant  la  classification 
suivie  par  l'auteur,  les  n*"'  8,  10,  12  et  11,  en  intervertissant  ici  à 
dessein  l'ordre  des  deux  derniers. 

L'axiome  8  (xà  |-iap;/.o^ovTa  et:'  aXXviXa  l'ca  àÀA'/jXotç  laxi)  suppose  avant 
tout  l'idée  indéfinissable  de  Vinvariahililé  des  figures  lorsqu'on 
les  transporte  soit  dans  le  plan,  soit  dans  l'espace.  Cette  propriété 
des  figures  étairt  admise,  Végalité  des  figures  est  défiiiie^av  la  pos- 
sibilité de  les  faire  coïncider  soit  l'une  avec  l'autre,  soit  (axiome  1) 
chacune  successivement  avec  une  mêuie  troisième.  Ainsi  l'axiome  8 
contient  implicitement  la  première  hypothèse  essentielle  de  la  Géo- 
métrie, celle  de  Vin\>nriahiliié  des  figures. 

L'axiome  10  (Tra^aç  xàç  opOàç  •^oivlaç  ï<Taç  àX^r^Xatç  eîvat),  que  Pcy- 
rard  et  August  rangent,  ainsi  que  les  deux  suivants,  parmi  les 
demandes ,  est,  en  réalité,  un  théorème  résultant  immédiate- 
ment de  la  deuxième  hypothèse,  laquelle  consiste  à  admettre 
l'existence  d'une  surface  superposable  à  elle-même  dans  toutes  ses 
parties,  soit  à  la  fois  directement  ou  par  retournement  (comme  le 
plau),  soit  seulement  directement  (comme  la  sphère). 

L'axiome  12  (Suo  sùôsiaç /copi'ov  \x-\  Tuspiï/siv]  précise  la  définition 
assez  vague  qu'Euclide  a  donnée  piécédemment  de  la  ligne  droite 
(définition  4').  11  admet  pour  cela,  comme  troisième  hypothèse, 
l'existence  d'une  ligne  superposable  à  elle-même  dans  toutes  ses 
parties  lorsqu'on  la  déplace  soit  en  l'entrainant  avec  une  portion 
de  surface  superposable  à  elle-même  (propriété  qui  convient  non 
seulement  à  la  ligne  droite,  mais  aussi  au  cercle  et  à  l'hélice),  soit 
encore  en  faisant  tourner  cette  surface  autour  de  deux  points  de 
cette  ligne  (propriété  qui  appartient  à  la  ligne  droite  exclusive- 
ment ) . 

Ces  trois  hypothèses  suffisent  à  la  démonstration  des  infigt-hiiit 
premières  propositions  du  premier  Livre,  lesquelles  s'appliquent 


certaines  constructions,  de  tracer  certaines  figures,  comme  l'exifieait  la  loi  qu'Euclide 
s'était  imposée,  de  ne  s'appuyer  sur  aucune  construction  avant  d'avoir  indiqué  les 
moyens  de  la  réaliser.  Cela  équivaut  à  dire  que,  pour  tracer  les  figures  de  la  Géomé- 
trie plane,  il  faut  se  munir  d'une  règle  et  d'un  compas.  Les  axiomes  déplacés  par  les 
éditeurs  que  Poyrard  a  suivis  expriment,  au  contraire,  des  vérités  objectives  ou  des 
définitions  de  mots  indépendantes,  les  unes  et  les  autres,  de  nos  moyens  de  con- 
strucliiiu. 
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indiUéremnient  aux  ligures  planes  et  aux  figures  tracées  sur  une 
même  sphère.  Ce  n'est  certainement  pas  sans  tUîssein  qu  Euclide  a 
groupé  ainsi  ces  propositions,  en  les  plaçant  avant  celles  qui  ne 
peuvent  s'établir  sans  le  secours  d'un  nouveau  piineipe,  la  qua- 
trièijie  hypothèse,  e\j)rimée  par  l'axiome  11,  plus  gén(*ralement 
connu  sous  le  nom  impropre  de  jfostu/atuni  d' Euclide. 

Cet  axiome  a  été  depuis  longtemps  le  sujet  de  nombreuses  re- 
cliercbes.  Son  analogie  apparente  avec  les  énoncés  de  certains 
lliéorèmes  qui  se  déduisent  des  trois  livpotlièses  précédentes  a 
porté  un  grand  nombre  de  géomètres  à  en  cliercber  une  démons- 
tration fondée  sur  les  mêmes  principes.  Tous  leurs  ell'orts  ont 
échoué  jusqu'à  présent,  et  l'on  sait  maintenant,  de  science  certaine, 
cju'ils  échoueront  toujours  (  '  ). 

Il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  l(;s  tentatives  faites  par  des  mathé- 
maticieïis  comme  Legendre,  pour  diminuer  d'une  unité  le  nondjre 
des  hypothèses  géométriques,  ont,  du  moins,  contribué  puissam- 
ment à  élucider  la  question  et  ont  eu  pour  résultat  important  de 
faire  connaître  avec  précision  quelles  sont  les  propositions  de  la 
(Géométrie  plane  qui  sont  indépendantes  de  l'axiome  des  paral- 
lèles. 

Après  avoir  exposé  les  belles  rechercln.'s  de  Legendre  sur  les 
divers  énoncés  qui  peuvent  remplacer  l'axiome  11,  M.  Zakhar- 
tchenko  aborde  les  théories  de  la  Géométrie  non-euclidienne,  en 
suivant  principalement  la  marche  tracée  par  Lobalchefsky  et  tenant 
compte  des  travaux  plus  récents  de  iM.  Bellrami.  On  lira  avec  in- 
térêt et  profit  ce  résumé  substantiel  de  soixante  pages,  qui  forme 
actuellement  le  complément  indispensable  d'un  Traité  de  Géo- 
métrie élémentaire.  INousne  pouvons  qu'approuver  l'auteur  d'avoir 
fait  de  ce  résumé  un  Chapitre  entièrement  indépendant  du  reste 
de  l'Ouvrage,  la  lecture  de  cette  théorie  délicate  supposant  un 
esprit  déjà  exercé  aux  déductions  géométriques  et  accoutumé  à  rai- 
sonner en  dehors  du  concours  immédiat  des  sens. 


(')  Cette  certitude,  qui  résulte  des  éUuIes  profondes  faites  depuis  iin  demi-slèclc 
sur  ce  sujet  difficile,  n'empèclie  pas  de  voir  chaque  jour  les  géoniclres  les  plus  novices 
user  leurs  forces  à  la  recherche  d'une  solution  qui  a  résisté  aux  ciTorts  des  plus  grands 
génies  et  dont  d'autres  jjénies  non  moins  illustres  ont  démontré  l'impossibilité.  Dans 
ces  dernières  années,  cette  maladie  géométrique  a  pris  les  proportions  d'une  véii- 
table  épidémie. 


;o  ^  PUEMÎËlUi   IWiniE. 

Pour  faire  counaitre  niaiiiteiiaiiL  à  nos  lecteurs  le'  eoulemi  de  la 
nouvelle  édition  d'Euelide,  et  leur  rappeler  en  nièuie  temps  l'ordre 
des  matières  traitées  dans  les  Eléments,  nous  ne  saurions  prendre 
un  meilleur  guide  que  l'auteur  lui-même,  en  donnant  ici  la  traduc- 
tion d'une  partie  de  son  intéressante  Préface  : 

(i  Les  EliUiienls  d'Euelide  se  couiposent  d(!  quinze  Livres,  dont 
les  deux  derniers  sont  attribués  à  Hypsielès  (').  Parmi  les  treize 
autres,  ceux  qui  poitent  les  n"^  \  ,  A  Jl,  ^  111,  IX  et  X  contiennent 
l'Aritlimélicjue  des  anciens,  savoir  les  Livres  \,  MI,  ^  111,  IX, 
rArithméticjue  des  quantités  rationnelles,  le  Livre  X  celle  des  irra- 
tionnelles. De  ces  Livres  arithmétiques  je  n'ai  traduit  que  le  \^ 
et  le  X'',  qui  ont  un  caractère  plus  géométrique,  surtout  le  X''.  J'ai 
cru  pouvoir  me  dispenser  de  traduire  les  autres. 

»  Livre  1.  —  Ce  Livre  se  compose  de  quarante-liuit  propositions 
formant  deux  gi'oupes  distincts,  dont  le  premier  comprend  vingt- 
huit  propositions  fondées  sur  les  axiomes  relatifs  aux  quantités  en 
général  et  sur  deux  axiomes  géométriques,  savoir  :  la  définition  de 
la  ligne  droite  et  la  possibilité  de  superposer  les  parties  du  plan 
soit  directement,  soit  par  retournement.  Ce  groupe  de  théorèmes 
constitue  la  base  de  la  Géométrie  ;  ils  sont  rangés  dans  un  tel  ordre 
logique,  cjue,  en  dehors  de  quelques  changements  de  peu  d'impor- 
tance, cet  ordre  ne  saurait  être  altéré. 

»  Le  second  groupe  de  théorèmes  découle  de  la  célèbre  liy pothèse 
d'Luclitle  connue  sous  le  nonii  tXa  poslulatiim.  Ces  théorèmes  sont 
le  fondement  de  la  théoi'ie  des  parallèles  et  de  celle  de  la  propor- 
tionnalité. Pour  bien  faire  comprendre  l'importance  et  le  rôle  de 
\'h) putïièse  d'Euelide,  il  est  utile,  dans  une  dernière  revision  de 
l'enseignement  de  la  Géométrie,  que  le  maître  expose,  à  la  suite  de 
la  pioposilion  XXVIIl,  les  six  premières  propositions  de  V Intro- 
(luclioti  mise  en  tête  de  la  présente  édition,  lesquelles  expliquent  la 
liaison  qui  existe  entie  l'hypothèse  euclidienne  et  la  somme  des 
angles  d'un  triangle.  De  la  théorie  des  parallèles  se  d('duit  legrou[)e 


('  )  {•'riedlein  a  établi  (BuUettino  di  Uibhogr.  e  cli  Storin  delle^Scieitze  viaicni.  e  fis., 
I.  VI,  i8(i3,  p.  !\Qi?>-?)iç^)  que  le  Livre  XIV  peut  bien  être  l'ouvr:if;e  d'Hypsielès,  qui 
\ivait  au  ii°  siècle  avant  (et  non  après)  notre  ère.  Mais  il  n'en  est  plus  île  même  pour 
le  Livre  XV,  qui  appartient  à  une  époque  beaucoup  p'us  récente,  et  M.  'l'Ii.-H.  Martin 
{liulletdiio  (Il  lltbl..  I.  VII,  187'))  attribue  celte  méiliocie  production  au  ])lH!osoplie 
moplaloiiicien  Daniasiius  (vi''  siècle  après  J.-C   .  v-Y"'<'  ^^  l"  Hédaclioii.) 
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des  tliéorèmes  XXXV  à  XLVIII,  relatifs  à  l'équivalence  des 
figures.  Ce  groupe  comprend  le  fameux  théorème  de  Pjlhagore, 
démontré  au  moyen  des  figures  équivalentes. 

))  Livre  11.  —  11  se  compose  de  propositions  exprimant  géomé- 
triquement les  identités  algébriques  qui  découlent  des  trois  lois 
fondamentales  des  quantités  : 

»    1"  La  loi  de  cûiiinuitn!i\'{l('',  représentée  par  les  deux  identités 

n-f-b=ù-r-(i,      a  .  h  =^  b  .a, 

dont  la  première  exprime  l'addition  des  lignes  et  la  seconde  la  con- 
struction d'un  rectangle  de  côtés  a  et  Z»  ; 

»  "2"  La  loi  de  dislrihutivilc,  représentée  par  l'identité 

a  '^b  z^  c^^  ^i^  a  .b  rt  a  .c. 
»    3'^  La  loi  de  répélition,  représentée  par  l'identité 


en  Géométrie;  plane,  celte;  identité  ne  peut  être  que  de  la  seconde 
dimension,  c'est-à-dire  qu'elle  donne 


en  Stéréométiie,  elle  est  de  la  troisième  dimension,  savoir, 


»  Les  propositions  II  à  X  sont  des  identités  algébriques,  repro- 
duites sous  cette  dernière  forme  dans  la  INote  o  à  la  fin  du  Livie. 
A  l'aide  des  propositions  IV  à  Vil,  on  peut  résoudre  géométrique- 
ment les  équations  du  second  degré  de  la  forme 

x'- Z±l  p X  z=:  q-      et      px  —  X- ■=  q- . 

La  proposition  XI  ii  reçu  le  nom  de  sectio  niirea  ou  divina. 

n  La  plupart  des  propositions  de  ce  Livre  ne  figurent  pas  dans 
nos  Traités  classiques,  bien  qu'elles  soient  très  utiles  pour  la 
représentation  concrète  des  identités  algébriques  et  pour  le  déve- 
loppement parallèle  des  transformations  algébriques  et  des  con- 
structions géométriques.  Le  Livre  11  est  l'Algèbre  des  anciens^  au 
moyen  des  propositions  qu'il  renferme,  les  géomètres  de  l'antiquité 
ont    ellectué  les   transformations  géométriques   correspondantes  à 
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celles  de  notre  calcul  algébrique.  Au  point  de  vue  pédagogique,  ce 
Livre  est  d'une  haute  valeur^  le  maître  doit  en  tirer  pro(it  pour 
mettre  en  évidence  les  liens  étroits  qui  unissent  l'Algèbre  à  la 
Géométrie. 

»  Livre  IIL  • —  Euclide  y  expose  toutes  les  propriétés  fondamen- 
tales du  cercle.  Parmi  les  propositions  de  ce  Livre,  la  \  IP  et  la  VHP 
éclaircissent  la  notion  de  maximum  et  de  minimum.  Suivant  nos 
habitudes  actuelles,  les  propositions  XXXV,  XXXVI  et  XXXVll 
seraient  exposées  dans  la  section  consacrée  à  la  similitude  des 
ligures  et  aux  lignes  proportionnelles ]  mais  la  manière  .dont  elles 
sont  présentées  dans  le  Livre  III  des  Eléments  donne  une  repré- 
sentation concrète  plus  lumineuse. 

;)  Livre  IV.  —  On  y  trouve  la  résolution  des  problèmes  suivants  : 
Inscrire  ou  circonscrire  à  un  cercle  un  poly  goJie  régulier  de  trois, 
de  quatre,  de  cinq,  de  six  et  de  quinze  côtés.  Une  des  propositions 
de  ce  Livre  mérite  une  attention  particulière  :  c'est  la  proposi- 
tion X,  d'où  l'on  tire  un  grand  nombre  de  conséquences  indiquées 
dans  les  problèmes  qui  se  rapportent  à  ce  Livre. 

)•>  LivRE  V.  —  C'est  l'Aritliinétique  rationnelle  des  anciens.  Cer- 
taines définitions  de  ce  Livre  ayant  été  î'ob;ct  de  beaucoup  de  dis- 
cussions, de  malentendus  et  de  recherches,  j'ai  expliqué  dans  les 
JNotcs  la  manière  actuelle  d'envisager  les  rapports  et  les  proportions, 
et  j'ai  fait  voir  que  la  cinquième  définition  d'Euclide  (  '  ),  au  sujet 
de  laquelle  se  sont  élevés  des  doutes,  est  identique  à  notre  défini- 
tion la  plus  générale,  relative  aux  grandeurs  incommensurables. 
Cette  cinquième  déiinition  a  été  qualifiée  &' inintelligible,  [)arce 
(ju'après  elle  vient  la  sixième  (-),  dans  laquelle  la  proportionna- 
lité est  définie  très  simplement  ;  mais  cette  dernière  définition,  dans 
son  sens  propre,  se  rapporte  uniquement  aux  grandeurs  conimen- 
surables.  On  rencontre  plus  loin  encore  une  autre  définition  de  la 
proportionnalité,  la  huitième  (^).  Cette  triade  de  définitions  a 
désorienté  les  géomètres. 


(')  'Ev  x/T)  aOxfl)  y.ÔYw  jj-EysÔ-/]  Xs'yETai  elvat,  TrpwTov  Tt,  ôç  SîÛTcpov  xxl  Tpiiov  Ttpô; 
TîTapTov,  ÔTav  xà  xoO  Ttpwxoy  xai  xpîxoy  Icrâxiç  7ro).)a7i),â(7irt  x(j5v  xoù  SeyrÉpou  xai 
xîxâ/sxou  ic7(ixt;  Txo"/).aTr),a(7tojv ,  xaO  '  ÔTTOtovoOv  Tto),),a7r),ac ta^ixàv,  éxaxs'po'j,  t)  ajjLa  ÛTiepEy^r), 
f,  à[J.a  taa  f,,  ï)  ajjia  èXXïÎTrif),  ).r,96évxa  xaxâ),),r,),a. 

(')  Ta  5à  xôv  aOxôv  ïy^ovzai  ).ôyov  [xeyc'ôri  àvâ),oyov  xa),cîffO(o. 

{')    'AvaÀoyîa  ôà  r,  xwv  ),ôy(i)v  xauxôx-oç. 
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»  J'ai  remarqué  que,  dans  nos  écoles,  les  élèves  sont  très  faibles 
sur  cette  partie,  et  à  cause  de  cela,  dans  les  Notes  3  et  5,  j'ai  expliqué 
en  détail  tout  ce  qui  touclie  aux  rapports  et  aux  proportions  (  '  ). 

n  LiviiE  M.  —  Ce  Livre  a  pour  objet  les  rapports  des  aires  de 
figures  et  tous  les  lliéorèuies  sur  la  proportionnalité  et  la  simili- 
tude. Nous  engageons  les  professeurs  à  appeler  spécialement 
l'attention  des  élèves  sur  les  propositions  VIII  à  XIII,  qui  servent  à 
construire  des  expressions  algébriques  telles  que 

oh     nr     a-bc      t 


—  5  — >   —7-'    T">    \!"^,    \,/"''±0-,    .... 
c       c       ejc       bc 

11  faut  aussi  remarquer  les  propositions  XXI\  à  XXIX,  qui  man- 
queiît  dans  nos  Traités,  et  qui  ont  cependant  une  grande  impor- 
tance, en  ce  qu'elles  peuvent  fournir  la  résolution  des  équations 
quadratiques.  La  proposition  XXX  donne  une  nouvelle  construc- 
tion de  la  seclio  aiirea,  déjà  traitée;  sous  une  autre  forme  dans  le 
Livre  IL 

»  Dans  la  Note  23,  j'ai  ajouté  certains  théorèmes  qui  ne  se  trou- 
vent pas  dans  Euclide. 

w  Avec  le  Livre  \  1  finit  la  planiniétrie.  Par  conséquent  les  Elê- 
inenls  ne  parlent  pas  de  la  mesure  du  cercle,  c'est-à-dire  de  la 
reclierclie  du  lapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  C'est  pour 
cette  raison  que  j'ai  traité,  dans  V Appendice  1,  des  théories  qui 
manquent  chez  Euclide,  savoir  des  polygones  en  général,  et  parti- 
culièrement des  polygones  étoiles  5  j'ai  donné  toutes  les  propositions 
qui  conduisent  à  la  détermination  du  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre,  avec  l'historique  de  ces  recherches  et  la  traduction 
du  Livre  d'Arcliimède,  Kuxaou  ivÉTp-ziatç,  Livre  dont  on  parle  sou- 
vent, mais  que  bien  peu  de  personnes  ont  lu.  J'ai  ajouté,  dans 
les  Notes,  hîs  éclaircissements  nécessaires,  et,  enfin,  j'ai  expliqué 
la  inêlliode  des  limites  et  les  procédés  modernes  pour  obtenir  la 
détermination  du  nombre  tt. 


(')  Dans  les  définitions  10  et  11  du  Livre  V.  M.  Zakhartchenko  a  choisi,  à  l'exemple 
de  Lorenz,  le  signe  de  la  duplication  ou  de  la  triplication  pour  représenter  ce  que 
nous  appelons  maintenant  Vélévation  an  carre  ou  au  cube  d'un  rappoit.  Il  écrit  ainsi 
2(a:è),  7>{a'.b)  au  lien  de  [a:b)-,  {a'.hy.  Nous  ne  voyons  pas  bien  clairement 
l'avantage  qu'il  trouve  à  ne  pas  adopter  purement  et  simplement  la  notation  mo- 
derne. 
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))  Livre  X.  —  C'est  l'Arillimétique  ou  l'Algèbre  Inalionnelle 
des  anciens,  monumcnl  du  génie  profond  des  géomètres  des  temps 
antiques.  Ou  trouvera  dans  la  jNote  14  l'exposition  en  langage  al- 
gébrique de  toutes  les  reelierclies  contenues  dans  ce  Livre.  JNous 
recommandons  à  l'attention  spéciale  du  lecteur  les  dix-liuit  pre- 
mières propositions,  où  sont  développées,  suivant  la  méthode  des 
anciens,  les  propriétés  fondamentales  des  grandeurs  incommensu- 
rables, mais  dont  la  lecture  est  loin  d'être  inutile  aux  géomètres  de 
notre  temps.  La  proposition  XXIX,  avec  ses  conséquences,  mérite 
aussi  qu'on  s'y  arrête,  ainsi  cjue  la  proposition  CX\  IL  En  somme, 
la  lecture  attentive  du  Livre  tout  entier  ne  peut  manquer  d'être 
[)ro(i  table. 

»  Les  Livres  XI,  XII  et  XIII  contiennent  la  Stéréométrie;  les 
deux  suivants,  le  XIV '^  et  le  X\  ^,  sont  communément  attribués  à 
llypsiclès  (M-  Dans  les  JNotes  et  dans  le  texte,  j'ai  éclairci  et  com- 
plété ce  qui-,  dans  les  Eléments,  peut  paraître  obscur  ou  insullisant, 
et  j'ai  rempli  les  lacunes  laissées  par  Euclide.  Je  recommanderai  à 
l'attention  du  lecteur  la  Aote  I,  relative  à  un  passage  du  Livre  XIII, 
où  Euclide  détînit  brièvement  ce  qu'il  faut  entendre  par  \ analysa 
et  la  synthèse,  en  donnant  des  exemples  des  deux  métbodes.  Dans 
ma  jNote,  j'ai  examiné  ces  méthodes  en  détail,  avec  des  exemples  à 
l'appui. 

j)  Les  Livres  XI\  et  XY  traitent  des  propriétés  des  polyèdres 
réguliers,  et,  dans  )l  Appendice  f  IJI  sur  les  polyèdres,  j'ai  exposé 
les  découvertes  les  plus  récentes  faites  sur  ces  corps. 

n  Eniin,  les  Eléments  d'Euclide  ne  donnant  pas  la  mesure  des 
volumes  et  des  surfaces  des  corps  terminés  par  des  faces  planes  ou 
courbes,  j'ai  présenté,  dans  WJ ppendice  1\,  toutes  les  proposi- 
tions relatives  à  cet  objet. 

»  A  la  suite  de  cet  ylppendice  IX,  j'ai  placé  un  liccueil  de  pro- 
biènuîs  (  -  )  sur  chaque  Livre,  avec  l'indication  de  la  partie  du  Livre 
à  laquelle  cbac[ue  problème  se  rapporte  et  de  la  proposition  dont 
dépend  sa  solution.  J'ai  ajouté,  en  dernier  lieu,  quelques  problèmes 
remarquables,  avec  leurs  solutions  développées. 

»   Les  yjppendices  XI  et  A//,  qui  terminent  le  \  olume,  traitent 


('  )  l'oir  la  note,  p.  ■jo. 

{')  Ce  lU'ciU'il  ne  conlieiil  pas  moins  de  six  cciil   cincpianle-scpt  énoncés. 
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l'un  des  maxiina  et  niiniiua  des  grandeurs  en  Géoniélrie,  l'autre  des 
quantités  négatives.  Tous  les  deux  contiennent  des  exemples 
clioisis.  )) 

M.  Zakliartehenko  a  encore  enrichi  son  Ouvrage  d'un  précieux 
complément,  consistant  dans  trois  index  bil)liograpliiques,  dont  le 
premier  donne  la  liste  de  quatre  cent  soixante  éditions  d'Euclide, 
publiées  dans  presque  toutes  les  langues  littéraires  depuis  l'inven- 
tion de  l'imprimerie.  JNous  indiquerons  encore  quelques  articles 
omis  sur  cette  liste  : 

i685.   Les  cjuinze  Livres  des  Elemens  géométriques  d'Euclide  et  son  Livre 

des  Donnez,  par  le  sieur  Ilemion.  Rouen  et  Paris.  1  vol.  in  12. 
i685.    Euclidis  elementorum  Lihri  XV,  breviter  demonstrata,  opéra  Isaaci 

Barrow.  Londini,  in-12. 
1700.   Les  Elemens  d'Euclide,  par  le  P.  INlilliet-Dechales.  Paris,  in-12. 
I^o9.   Les  Elemens  de  Géométrie  d'Euclide,  traduits  littéralement  par  Pey- 

rard.  2®  édition,  aiignient('e  du  V*  Livre.  Paris,  in-S". 
iSjO.   Euklid's  Elemente  fûnfzchn  Biiehcr,  ùbeisetzt  von  Lorenz,  nebstei- 

nem  Anhang  vcm  Dippe.  Halle,  in-8". 

On  pourrait  encore  y  joindie  TOuvrage  suivant,  quoique  ce  soit 
plutôt  un  arrangement  qu'une  tiaduction  : 

i663.   Euelide  rinnovato  dal  Sig.  G. -A.  Borelli.  Bologna,  in-12. 

\  ient  ("nsuitela  liste,  par  noms  alphabétiques  d'auteurs,  des  prin- 
cipaux travaux  sur  la  Géométrie  non  euclidienne  qui  ont  paru 
jusqu'à  l'année  1880. 

jNous  proposons  d'y  ajouter  les  deux  articles  suivants  : 

De  T'dly  [J.-JM.].  —  Sur  les  principes  de  la  Géoniétrie  et  de  la  Mécanique. 

Bordeaux  et  Bruxelles,  1879.  Grand  in-8". 
tVu'^nev  [H.].   —  Lehrbuch  der  Géométrie,   nach   Grundsiitzen   Bolvais. 

Hamburg,  1874.  In-8°. 

Enlin  un  troisième  index  fait  connaitrt;  les  titres  des  principaux 
Ouvrages  que  l'auteur  a  consultés. 

D'après  cette  Aotice,  où  nous  avons  dû  omettre  bien  des  détails 
intéressants,  le  lecteur  pourra  déjà  juger  de  l'importance  de  cette 
nouvelle  édition  du  plus  ancien  des  Tiaités  de  Géométrie.  Le  savant 
professeui-  de  Kiei",  par  son  excellente  tiaduction  et  par  ses  ylddi- 
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tions,  qui  s'harmonisent  si  Lien  avee  le  texte,  en  a  fait  l'Ouvrage 
classique  le  plus  neuf  et  le  plus  complet  que  nous  possédions  sur  la 
Géométrie  élémentaire.  En  attendant  que  les  langues  slaves  aient 
pris  dans  notre  enseignement  une  importance  correspondante  au 
rôle  scientifique  actuel  des  nations  qui  les  parlent,  nous  appelons 
de  tous  nos  vœux  une  tradxiction  de  ce  Leau  Livre  dans  un  idiome 
plus  répandu  chez  nous. 

Un  travail  aussi  utile  ne  pouvant  manquer  d'avoir  plusieurs  édi- 
tions, nous  nous  permettrons  d'indiquer  en  passant  quelques  amé- 
liorations typogi^aphiques  dont  il  nous  paraît  susceptible. 

Bien  que  l'usage  des  titres  courants  ne  paraisse  pas  répandu 
dans  l'imprimerie  russe,  nous  croyons  que  l'on  ferait  une  très 
utile  innovation  en  l'appliquant  à  la  prochaine  édition  des  HmciAa 
Ebkauaci,  où  l'indication  du  numéro  du  Livre  en  tète  de  chaque 
page  faciliterait  considérablement  les  recherches. 

jNous  désirerions  aussi  que  l'énoncé  de  chaque  proposition  fût 
indiqué  plus  distinctement  par  quelque  modification  du  tj^pe,  par 
exemple  en  imprimant  le  mot  TfpeA.iOfKeHie  en  caractères  gras. 

Peut-être  enfin  serait-il  bon  de  placer,  en  partie  du  moins,  les 
notes  au  bas  des  pages,  ce  qui  les  mettrait  plus  en  évidence,  en  em- 
pêchant de  les  confondre  avec  le  texte. 

Abstraction  faite  de  ces  desiderata,  l'impression  du  Livre  est 
d'une  remarquable  exécution  et  fait  honneur  aux  presses  de  l'Uni- 
versité  de  Saint-^  ladimir.  Le  texte  nous  a  paru  d'une  grande  cor- 
rection, et  les  nombreuses  figures  qu'il  contient  sont  gravées  avec  le 
plus  grand  soin.  J.  H. 


RICCARDI  (Prof.  Pietro).   —  Notizie  della  vita  dei.  conte  Pietro  Abbati 
Marescotti  C).  Modena,  Società  lipografica,  1879.  —  Gr.  in-8°,  i5  pages. 

D'après  la  charmante  coutume  établie  en  Italie,  d'offrir  aux  nou- 
veaux époux,  comme  présent  de  noces,  un  travail  littéraire,  l'auteur 
donne  ici  une  courte  Notice  biographique  d'un  homme  ayant  appar- 


(';  Ecrit  à  l'occasion   du  mariage  de  l'ingénieur  comte   Cesare  Abbati  Marescotti 
avec  >!"<■  Adèle  d'Allav-lMariiiclli. 
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tenu  à  ia  famille  du  marié.  Né  à  Modènc  en  1768,  le  comte  Pietro 
Abbati  Marescotti  étudia  les  Mathématiques  sous  la  direction  de 
VcT-nturi,  et,  dans  la  suite,  il  se  consacra  tout  entier  à  cette  science. 
En  i82(),  il  remplaça  l'habile  analyste  Ferroni  comme  membre  de 
la  Société  Italienne.  Il  occupa  dans  sou  pays  natal,  le  duché  de 
Modène,  de  hautes  fonctions  publiques,  et  mourut  en  1842.  Les 
travaux  scientifiques  de  Marescotti  sont  encore  peu  connus  du 
public  j  aussi  devons-nous  savoir  gré  à  M.  Pticcardi  de  la  JNotice 
littéraire  qu'il  a  jointe  à  son  travail  biographique.  Ces  travaux  ini 
sont  pas  nombreux,  mais  ils  sont  loin  d'être  insignifiants.  Dans 
une  Lettre  imprimée,  adressée  à  son  ami  intime  Ruffini,  il  commu- 
nique une  démonstration  originale  du  fait,  reconnu  pour  la  pre- 
mière fois  par  Ruffini,  que  les  racines  d'une  équation  littérale  du 
m'*™*^  degré  [ni^  5)  ne  peuvent  pas  être  exprimées  au  mojen  d'irra- 
tionnelles algébriques.  Trois  autres  Mémoires,  dus  à  la  plume  de 
Marescotti,  traitent  encore  do  la  théorie  des  équations,  tandis  que 
dans  un  quatrième  INIémoire  se  trouve  une  solution  nouvelle  d'un 
problème  de  probabilités  déjà  résolu  par  Daniel  Bernoulli  et  par 
Lagrange.  L'histoire  de  l'Analyse  ne  pourra  se  dispenser  de 
prendre  note  des  résultats  signalés  ici  par  M.  Riccardi.        S.  G. 
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THÉORÈME  DE  STAUDT  ET  CLAUSEN; 
Par  m.  E.   CATALAN. 

I. —  Lemmes  préliminaires. 

I.   Si  n  est  un  nonibi'e  non  premier,  supérieur  à  4-!  on  a 

1  .2.3.  .  .(«—  2)  =DXin. 

Soit  n  =  abc.  .  . ,  les  facteurs  a,  Z>,  c,  ...  étant  premiers  entre 

eux,    deux  à   deux.    Chacun   de  ces  facteurs   ne  surpasse  pas  -: 

donc  il   se  rencontre  dans  la  suite  2,3,.  ...  («  —  2).  Par  consé- 
(jucnt,  le  produit  i .  2  .  3  .  .  .[n  —  2)  est  divisible  par  abc.  .  . . 
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11.   Si  n  esi  un  nombre  premier, 

I  .  2  .  .  .  (  X-  —  1  ) 

selon  que  k  est  pair  ou  impair. 
Si  A  est  j)air, 


DKnz^^, 


n  —  9.    // 


3:.  ..[«-/■]  +1.9..  "3..  Al  -i)h  =  ^Kn. 


Chacunedesparticsdu  premier  membre  estdivisiblepar  2..3. .  .(/> —  i 
De  plus,  ce  produit  est  premier  avec  n.  Donc 

f  /?  —  9.  "l  ;  «  —  3  K  .  .  f  //  —  /  1 

(-/■=:  oit.  n. 


1.9...  .[k  —  i] 
Même  démonstration  si  A  est  intpair. 


III.  n  étant  un  nombre  premier,  ifnpair,  et  p  étant  un  nombre 
entier  moindre  que  n  —  i ,  on  a 

s,„„_,  =  I /'  +  9"  -ï- . . .  +  ';  //  -  I )"  =  011  /;    (  '  ) . 

IV.  Si  n.  est  un  nombre  premier,  impair,  on  a 

S„_|,„_i  =  !"-'  +  2"-'  +  .  .  .+  [Il  —  \)"-'  —  d\\n—  I. 

D'après  le  théorème  de  Fermât,  chacune  des  puissances  n — i 
est  un  jnultiple  de  //,  augmenté  de  l'unité;  donc 

S„_i.  „_i  =  OÏL/?  +  («  —  1 1  =:r  OlL  n  -\. 

V.  (Corollaire  des  lemmes  111  et  1\.  )  n  étant  un  nombre  pre- 
mier, impair,  la  somme  Sp,n-\  est  un  multiple  de  /?,  diminué  de 
l' unité,  ou  un  multiple  de  n,  selon  que  n  —  i  divise  ou  ne  divise 
jias  l'exposant  p. 

\1.   Les   nombres  de  Bernoulli  sont   donnés  j)ar  chacune  des 


(')  Ce  curieux  théorème,  presque  évident,  a  été  démontré  par  IM.  Lionnot  {Tioii- 
velles  Annales  de  Mathématique/;,  t.  I,   i8.'(3).  J"ifrnore  à  qui  on  le  doit. 
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deux  fonntiles  : 

(A)    Ji,,  =  -  —  l-\'i'i]+\^-[\'i'  —  ..±-\"-^[i'''^... î — ^'i'<\i'', 

^'''204  "  '  7  -f-  ?.       ' 

I         I     ,  1.9,,        , 

,  „  .  ,  ,       I  .  "2  .  3  .  .  .  '  //  —  2  1       ,  , 

;B)  \  ± ■'.  n-1,q]:^... 

'  7  -H-   2      ^  ' 

/^/«//.ç  lesquelles  q  est  impair  ('  ). 


II.  —  Théorkme  de   Staiîdt  et  Clausen. 

Soient  /z,  w',  7/",  .  .  .  les  nombres  premieis,  impairs,  tels  que 
n  —  1 ,  7z' —  I ,  ;/" —  1 ,  ...  divisent  q  -h  i .  Le  q"'""'  iVombre  de  Ber- 
noiilli,  By,  est  donné  par  la  formule 

(C)  _B,.=  E„+  - -f- - -f- -^ -I--4  +..■. 

'  '        i.        Il       II        II 

dans  laquelle  Ey  est  un  entier,  positij  ou  négatif . 

Démonstration.  —  Il  s'agit  crexamiiier  quelles  sont,  dans  la 
formule  (A),  \es/ractions  réductibles  à  des  nombres  entiers. 

4  4 

q  étant  impair,  3'?  =  0114  —  i  •  Donc  la  quantité  entre  parenthèses 
est  un  multiple  de  4;  et,  en  conséquence, 

-T  A^  (  l 'î'  ^  =  entier. 
4 


(')  Sur  les  dijjfèi  ences  de  ii'.  et  sur  le  ctilciil  des  Nombres  de  UernouUi  f.Mélan<^es 
matliématiques ;  Annall  di  Matematica,  iSjg).  Dans  cette  IS'ote,  les  nombres  entiers 
ej(i.  7},  3(3,  «7).  .  • .  sont  désignés  par  B  ,  C  ,  .... 
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2"  Si  n  est  un  noinhre  composé,  supérieur  à  4  - 
^  I  .  9. .  3 ...(/?  —  2  ' 


n 
d'après  le  lenime  I. 

3"  Soii  n  premier,  impair 
On  a 


'-^  (  n  —  ?.,  q]  =  entic)  ; 


[xi]  =  [n  —  1)1— [n  —  iY 


V"' 


Par  le  leniine  II,  le  second  membre  égale 

dWn  -}-(«  —  !)■'/+  i[n  — 2)^/  +  3(/?  —  3)''/ 4-  ...  —  i.i'i—\, 
OU 

on  n  —  {[n  —  I  )''/+'  -^  (  «  —  -2  Y^'^  +  .  .  .  -4-  2'^+'  -+-  I  ^/+'  ]. 

Ainsi 

(E)  A«-^(i'7)=31L«-S,,+,.„_,. 

Il  y  a,  maintenant,  deux  cas  à  distinguer  : 

Si  n  —  I    ne  divise  pas  </  -H  i ,  le  second  membre  est  un  mul 
tiple  de  ji ,  puis 

-  A"--(i'?)  =  entier, 
n 

Si,  au  contraire,  n  —  i  divise  7  +  1,  l'égalité  (E)  devient 

A"-2  11^/1:=  OÏL  «  —   f  OÏL  «  —  n 


A'^-'f!?]  =  entier  +  i. 


En  résumé, 


B./=  -  —  ^  —  -, T, ,«—•••  =t  entier, 

'        1         6        n  n  n 

ou,  ce  (jui  est  équivalent, 

(F  -  B,,z=:E,H-  -++-  +  -+-,  +  ... 

%         5         n  n  n 
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IIJ.  —  Remarques. 
1.   Soil 


I        I         I  I  I  N 

-^  -;;  + 


2        3        //         «"        //'"  ■  ■        2.  3. //'//'«'" 

Cette  fraction  est  irréductible.  Donc  la  forme  la  plus  siiupla 
des  nombres  de  Bernoulli  est 

N 
(G)  B,=  ^- 


2  .  3  .n'  n"  it'"  .  .  . 

2.  Tous  les  déiiominalcurs  sont,  divisibles  par  6. 

3.  Si  «'--=:  y,  (jr  =  OÏL 4  —  i  :  B3,  B7,  B,  1 5  •  •  •  coutiennent,  en  dé- 
nominateur, le  facteur  5. 

De   même,  B:i,B,i)  B,;,...   contiennent,   en  dénominateur,   le 
facteur  r  ;  etc. 

hi.   Si  4  divise  y  -h  1 ,  et  que  les  nombres   2«' —  i,  in" —  1 ,  .  .  . 
soient  composés,  B^  et  Boy+,  ont  même  partie  fractionnaire. 

Par  exemple, 

--•'Il 

—  B,5=:-|-b-| l--  +  :rH 1 

2  a  5  I  ■^^ 

—  63,  =  i5i  1 63 15766  H !-ô^--?-l '■) 

20017 

donc 

B,5— B3,  =  i5ii63i57Go. 

o.   On  sait  que 

(H)  •      B„=± ^^ T' 

Vq  étant  un  nombre  impair  f  '  ). 

(')  Mélanges  mathématiques,]).  i3i. 

fidll.  des  Sciences  matliém.,  a"  Série,  t.  1\'.  (.Mars  1880.)  D 
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La  coniparaisoii  des  égalités  (Cr^,  (H)  donne 

N„=P 


''~'     ''-Z.ji'n".  .  . 

Ainsi,  au  moyen  des  nombres  Vq  [dont  le  calcul  n'exige  que  des 
additions  et  des  multiplications  (  '  )],  on  peut  déterminer  le  numé- 
rateur ^q.  D'ailleurs,  N^  est  un  diviseur  de  P^. 

0.   (rénéralisation  du  lemme  II  : 

C/,,+^,,/±  C„_p_,,,  =  m  u        —  si  q  est  pair] . 
Par  exemple, 
é  I  I  .  I G .  q .  8        9. 1  .  •20 .  I  q .  I J 


1.2.3.4  I  . ?..  3 . 4 


=  .m  og. 


(')  A  l'endroit  cité,  on  trouve  une  l'ormul.-  qui  revient  à 


H'- 


3.', 

'    3  • 

7-( 

(7- 

0(7- 

-2)(7- 

-3 

(7- 

Dp 

p 

3 .  ^  .  5 .  'i 

•    5 

',-(- 

(7- 

.3.4 

-"p„ 

iPs 

+  P,- 

2       • 

A  cause  de  P,  =  i,  P3  =  i,  elle  donne,  successivement  : 

P,  =  3,  P,=  i7,     P,=  i3,3,     P,,  =  2  073, 

P,,:^  38227,  P„  =  929:iG9,     P,,  =  28820619,     .... 
Par  suite  : 

IS,-=i,  1X3=1,     N5=i,     N,=  i,     Nj=5, 

N,,  =  fi9i,     N,3=7,     N„  =  36,7,     N.,  =  43867,     ..., 
puis 

°       66  2730  ^6  010  798 

Si  je  ne  me  trompe,  ce  calcul  est  plus  simple  que  celui  qui  consiste  ii  déterminer, 
préalahlemenl,  \cs,  parties  entières  E  . 
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ESSAI  HISTORIQUE 

SUR  LA  REPRÉSENTATION  D'UNE  FONCTION  ARBITRAIRE 

DUNE  SEULE  VARIABLE 

PAR  UNE  SÉRIE  TRIGONOMÉTRIQUE; 

Par   m.   ARNOLD  S.VCHSE. 

'suite.) 


III. 


Dans  sou  Méinoirc,  Ricniann  a  réalisé  un  progrès  cousidéiable 
cl  il  a  ouvert  la  voie  à  do  nouvelles  recherches  sur  un  sujet  qui 
paraissait  épuisé,  en  abandonnant  la  marche  de  Dirichlet  et  en  se 
proposant  la  question  suivante  :  Quelles  sont  les  propriétés  que 
doit  avoir  la  fonction  pour  qu'il  existe  une  série  trigonométrique 
qui,  partout  où  elle  converge,  converge  vers  la  valeur  de  la  fonction  ? 

Dans  la  solution  de  ce  problème,  Riemann  ne  s'est  pas  occupé 
de  savoir  si  la  série  représente  la  fonction.  De  cette  manière,  il 
pouvait  reprendre  la  question  des  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes, ou,  plus  brièvement,  «.  des  conditions  nécessaires  ».  Et,  en 
fait,  il  a  réussi  à  trouver  les  conditions  nécessaires  j)our  ça  il  y  ait 
une  série  irigouoinctrique  qui,  partout  oii  elle  converge,  con- 
verge vers  la  fonction.  Mais  toutes  les  fois  qu'il  est  revenu 
dans  la  voie  de  Dirichlet,  il  a  dû,  de  nouveau,  avoir  recours  aux 
conditions  simplement  suffisantes.  C'est  en  ce  sens  que  l'on  doit 
entendre  la  remarque  de  Riemann  [loc.  cit.,  art.  y)  «  que  l'on  doit 
d'abord  rechercher  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  repré- 
sentation soit  possible,  et  en  déduire  ensuite  les  conditions  suffi- 
santes pour  cette  représentation.  »  Cette  affirmation  ne  parait  pas 
tout  à  fait  correcte,  si  on  la  prend  dans  un  antre  sens;  car  les  con- 
ditions sufiisanles  doivent  toujours  comprendre  toutes  les  condi- 
tions nécessaires,  de  même  qu'inversement  les  classes  de  fonctions 
qui  satisfont  aux  conditions  nécessaires  doivent  comprendre  toutes 
les  fonctions  qui  satisfont  seulement  aux  conditions  suffisantes. 

Le  Mémoire  de  Riemann  se  compose  de  trois  Parties.  La  pre- 
mière est  l'historique,  auquel  nous  avons  déjà  fait  de   nombreux 
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L'iupiuiits.  La  seconde  Partie  comprend  cette  ix'vision  des  propo- 
sitions fondamentales  de  l'Analj^se,  dont  Diriclilet  avait  déjà  re- 
connu la  nécessité  et  qu'il  se  proposait  d'entreprendre.  Avant  de 
poursuivre  ses  études  sur  ce  sujet,  Riemann  définit  d'une  manière 
précise  l'intégrale  définie,  et  il  reclierclie  dans  quel  cas  une  fonction 
a  une  intégrale.  Ces  reclierclu^s  sont  vmiversellement  acceptées  et 
nous  pouvons  par  conséquent  nous  dispenser  de  les  soumettre  à 
un  examen  détaillé.  A  la  véiité,  M.  P.  du  Bois-Reymond  reprend 
dans  ses  écrits  sur  les  intégrales  de  Fourier  le  point  de  départ  de 
Caucliy  relativement  à  l'intégrale  définie,  cl  il  rejette  celui  de 
Riemann  à  cause  de  son  indétermination.  Par  suite,  plusieurs  de 
ses  résultats  sont  écrits  d'une  manière  différente  de  celle  qui  est 
généralement  acceptée  (' ).  Les  reclierches  de  Riemann  sur  les 
co)ulitions  d'intégrabilité  des  fonctions  discontinues  dans  tout  in- 
tervalle ont  conduit  à  cette  conclusion  qu'il  y  a  des  fonctions  con- 
tinues n'ayant  pas  de  dérivée.  Les  travaux  de  jNL  VV  eierstrass  ont 
montré  qu'il  y  a  des  classes  très  étendues  de  fonctions  continues 
n'admettant  pas  de  déiivée.  Mais  les  fonctions  continues  sans 
dérivée  n'a[)parliennent  nullement,  comme  le  pense  M,  Schlafli 
dans  le  travail  déjà  cité,  à  la  classe  de  celles  qui  échappent  entière- 
ment aux  méthodes  précédemment  indiquées.  ]Ni  la  démonstration 
de  Dirichlet,  ni  la  condition  d'intégrabilité  de  Riemann  ne  sup- 
posent l'existence  de  la  dérivée. 

Dans  la  troisième  Partie  de  son  ]Mémoire,  qui  traite  de  la  repré- 
sentation d'une  fonction  par  une  série  trigonométricpie  sans  aucune 
hypothèse  préliminaire  sur  la  nature  de  la  fonction,  Riemann 
adopte  la  marche  suivante. 

Désignons  par  O.  une  série  tiigonométrique 

A„  -t-  A,  +  .  .  .  -i-  \/,  -f-  .  ,  ., 


A  0  =  —  1      A/.  =^  fi/^.  sin  /■■  ./■  -i-  h/^.  cos  /  .r , 
2 

et    nommons  f{.T)  sa  valeur  à  toutes  les   places  où  elle  converge. 


(')  \<>iv  Joii/-/ia/  {le  Borchardt,  t.  LXIX,   p.  70  Pt  suivantes  :   Ueber  die  i '|  Werthe 
eincs  DoppeHiHcs;ials,  et  Math.  Aniialeii,  t.  Vil  :  Ueber  die  sprungwei.'ien  Jf'ertln'eraii- 

deniiii^rn  (iiiol^  t'fn-lirr  F iinriiniirn .  l'ii   pari inilicr  )i.    'ï-j  rt  suiv.tiilcs. 
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Nous  supposerons  d'abord  que  le  terme  A^t  devienne  inlîniment 
petit  quand  h  croit  indéfiniment,  pour  toute  valeur  de  x.  Riemanu 
])rouve  alors  que  la  série  déduite  de  12  par  une  intégration  répétée 
deux  fois 

F   .r    =C  +  Cr^+ Ao -  —  .  ..-  T^---  • 

^  ■}.  i  /i" 

est  convergente  pour  toute  valeur  de  x,  toujours  continue  et  tou- 
jours susceptible  d'intégration.  De  plus,  il  fait  voir  i"  que,  toutes  les 
fois  que  la  série  est  convergente,  l'expression 

F  (.r  -f-  a  +  ,3)  —  F f .r  —  «  -V-  %]  —  F(.r  -^  «  —  fj  1  +  Y{.r  —  c.  —  S) 

converge  vers  /"(a:)  lorsque  a  et  [j  deviennent  infiniment  petits, 
[)Ourvu  que  leur  rapport  deuieure  (ini;  a°  que  l'intégrale 


y.-   I     V  '  X  :  cos y.  [x  —  «  )  /,  ( JC )  d.i 


devient  iuliniment  petite  quand  f/  croit  indéfini  ment,  si  />  et  c  sont 
des  limites  finies,  d'ailleurs  aibitraires,  si  ?^(a:)  et  ^/(^)  sont 
nulles  aux  limites  de  l'intégrale  et  toujours  continues  entre  ces 
limites,  et  enfin  si  l"{x)  n'a  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et 
de  mini  ma. 

Ces  deux  propositions  nous  montrent  que,  si  unt;  fonction  péiio- 
à'uiini  f[x)  ayant  pour  période  2  7T  peut  être  représentée  par  une 
série  trigonométrique,  de  telle  manière  que  la  série,  toutes  les  fois 
(ju'elle  sera  convergente,  soit  égale  à  la  fonction,  il  faudra  i"  qu'il 
existe  une  fonction  continuey  (x)  telle  que  Texpressioii 

F  (  .7-  +  «  -u  S 1  H-  F  (.r  —  «  —  jS  )  —  F  (.r  +  «  —  S 1  —  F  (  ./•  —  a  +  p  ) 

où  u  et  [it  sont  des  infiniment  petits  dont  le  rapport  est  fini,  converge 
vcrs/(x). 

2°  Il  faudra,  de  plus,  que  1  intégrale 


y.'-    I     F[.r]  c( )S y.  ( .V  —  (/  ] )•  ( .v ]  dx, 
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où  ?>(.x')  salislait  aux  conditions  déjà  énoncées,  devienne  inlininient 
petite  lorsque  y.  augmente  indéfiniment. 

II  y  a  maintenant  à  rechercher  si  ses  conditions  sont  suffisantes 
et  à  faire  voir  que,  lorsqu'elles  soJit  remplies,  il  existe  une  série 
tiigonométrique  dans  laquelle  les  coeflicients  deviennent  infi- 
niment petits,  et  qui  est  égale  à  la  fonction  toutes  les  fois  qu'elle  est 
convergente. 

Pour  cela  Riemann  considère  la  fonction 


<I.(,r)=  Fhr]  —  C'x-  Ao  — : 


et  il   détermine  Aq,   C   de   telle   manière  que  <l>(a')    ail   27r  pour 
période-,  puis  il  développe  cette  fonction  parla  méthode  de  Fourier, 

F (x)  —  Cr  —  Ao  —  --  C l  —  ^-J..   __;_.... 

On  a  pour  A„  la  valeur 

A„  = I        \F{t\—Ct — -     ces/?  :  .r  —  t)dt, 

et  tout  se  réduit  à  établir  que  A„  tend  vers  zéro  quand  Ji  augmente 
indéfiniment.  Riemann  se  contente  d'indiquer  que  cela  résulte  de 
l'hypothèse  2**,  faite  surF(a)5  mais  cette  difficulté  a  été  complète- 
ment levée  par  M.  AVeber  (p.  252  des  OEns>j-esàc  Riemann)  et  aussi, 
et  de  la  même  manière,  par  INI.  Ascoli  dans  un  Mémoire  ('  )  qui  est 
dans  ses  points  essentiels  un  commentaire  de  l'écrit  de  Riemann. 
Il  est  donc  démontré  que  la  série 

Ao+ A,  +  .  .  .-f-  A„  +  .  .  . 

a  ses  termes  qui  décroissent  infiniment;  il  résulte  d'ailleurs  de  l 'hypo- 
thèse 1°  que,  partout  où  elle  converge,  elle  est  égale  hfi^x). 

Riemann  établit  ensuite  (art.  9,  III)  le  théorème  très  important, 
que  la  convergence  de  la  série  pour  une  valeur  déterminée  ne  dépend 
que  de  la  manière  dont  se  comporte  la  fonction  dans  le  voisinage 
de  cette  valeur. 


(')  ÀnnaJi  ili  Matcnintica,   série   II,  t.    VI,  dcc.   187.3,  j>.  21   et   298.  Siilln   scrie  <li 
Fourier. 
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On  le  voit,  le  Mémoire  de  lli(;inann  se  iiiaiutieul  jusqu'iei  dans 
les  géuéralilés.  Si  nous  voulons  niaintenanl  reeonnailre  sous  quelles 
conditions  une  fonction  peut  ùlre  rc'[)résentée  ])ar  une  série  Irigo- 
nométrique,  nous  devrons  renoncer  à  tiouver  les  conditions  néces- 
saires. Rieinann  considère  des  cas  particuliers  dans  lesquels  l(!s 
deux  conditions  générales  qu'il  a  données  sont  remplies,  et  alors 
il  reste  à  reclierclier  d'après  la  méthode  de  Diriclilct  pour  quelles 
valeurs  de  x  la  série  trigonoinétrique  converge  eUbctivement. 
Riemann  montre  que  ses  deux  conditions  générales  sont  remplies, 
quand  la  fonction  (1)  ne  devient  [)as  infinie,  (2)  est intégrable,  (3) 
n'a  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima.  Dans  ce  cas,  les 
coefficients  A„  sont  ceux  de  la  série  de  Fourier  et  cette  série,  toutes 
les  fois  qu'elle  est  convergente,  est  égale  à  la  fonction.  D'ailleurs  la 
série  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  dans  le  voisinage 
desquelles  il  n'y  a  pas  un  nombre  infini  de  discontinuités.  Si  ces 
valeurs  sont  en  nombre  limité,  nous  pourrons  dire,  d'après  notre 
dcHinition,  que  la  série  représente  la  fonction.  Si,  au  contraire, 
elles  sont  en  nombre  illimité,  il  ne  pourra  plus  être  question  d'une 
représentation  de  la  fonction,  quoique  la  série  de  Fourier  puisse 
encore  converger  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x. 

Jusqu'ici  Riemann  avait  laissé  de  côté  le  cas  où  la  fonction 
devient  infinie  :  supposons  que  la  fonction  devienne  infinie  pour 
la  valeur  r/,  mais  sans  maxima  ni  minima.  Riemann  indique  dans 
ce  cas,  comme  conditions  de  la  représentation,  d'abord  que 

f[a  -\-  t  -{-/[a  —  t) 

puisse  être  intégrée  jusqu'à  zéro,  et  ensuite  que  (/(«  +  ^  ),  tf{a  —  t) 
deviennent  infiniment  petits  avec  t.  Mais  on  reconnaîtra  aisément 
qu'il  n'a  pas  voulu  traiter  cette  question  de  la  manière  la  plus 
précise.  C'est  ainsi  qu'à  la  condition  que  la  fonction  ¥'[x)  puisse 
être  intégrée  jusqu'à  la  valeur  a,  pour  laquelle  elle  devient  infinie, 
il  substitue  la  condition  que  {x  —  a]¥'[x)  soit  infiniment  petit 
avec  [x  —  a),  ce  qui  n'est  pas  permis  en  général  tant  que  la  fonc- 
tion Y'[x)  ne  devient  pas  infinie  comme  une  puissance  de  .r  —  a. 
Il  n'a  donc  examiné  que  le  cas  le  plus  simple  où  l'intégrale  de 
Dirichlet  converge  d'une  manièi-e  absolue.  Du  reste,  il  est  possible 
de  montrer  par  des  exemples  (juil  n'y  a  aucun  moyen  de  trouver 
des  coudilions  néccssaiies  cl  sul'lisantes  pour  la  cou^ergencc  d'une 
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intégrale,  qui  soient  dillérentes  de  la  définition  générale  de  celte 

condition. 

Riemann  a  démontré  que  les  coefiicients  de  Fourier  deviennent 
infiniment  petits  à  mesure  que  leur  indice  croit,  toutes  les  fois  que 
la  fonction  demeure  finie  et  qu'elle  est  susceptible  d'intégration. 
11  est  donc  à  désirer  que  l'on  puisse  apprécier  l'ordre  de  grandeur 
des  coefficients  et  indiquer  comment  il  dépend  de  leur  rang.  Si  l'on 
suppose  seulement  que  la  fonction  soit  susceptible  d'intégration, 
cela  n'est  pas  possible,  comme  le  montre  la  démonstration  de  Rie- 
mann. Mais  en  faisant  des  liypotlièses  plus  restrictives  on  peut 
arriver  au  résultat.  Nous  feions  connaître  ici  les  théorèmes  que 
M.  Heine  a  donnés  [Handbuch  cler  Kiigelfuiicdonen,  p.  Sp). 
Désignons  respectivement  par  A„  et  B„  les  coefficients  de  Fourier, 

/h  .'xh 

8i  la  fonction/(f:;}  demeure  finie  et  que  pour  toutes  les  valeurs  de 
l'argument  elle  soit  plus  petite  que  y,  si  en  outre  il  y  a  entre  o  et  //. 
seulement  un  nombre  fini  de  maxima  et  de  minima  et  de  solutions 
de  continuité,  alors  nk,i,  «B,^  demeurent  inférieurs  à  Gy,  G  dési- 
gnant une  constante  indépendante  de  Ji.  Mais  si  /([3)  devient 
infinie  pour  (3  :=  o  de  telle  manière  que  (  v  étant  inférieur  à  i  )  le 
produit  p"/(f3)  demeure  fini  quand  j3  tend  vers  zéro,  alors  les 
expressions 

-H  .      „  ttH 


-'A, 


2  r  (  V  )  sin  '  V  -  2  1'  (  V  )  cos  ^v  77 


où  H  désigne  la  valeur  de  ^"f[^)  pour  [3  =  +  o,  deviennent  infi- 
niment petites  avec -•  Les  produits  n^~''A,i-,  /i'    'B«  demeureront 

donc  finis  quand  ii  croîtra  indéfiniment. 

On  peut  encore  obtenir  une  évaluation  siy(f3),  tout  en  satisfai- 
sant d'ailleurs  aux  autres  conditions  indiquées,  acquiert  pour  la 
valeur  o  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima,  mais  de  telle 
manière  que  la   condition  de   M.  Lipschitz  soit  satisfaite.   Sépa- 

ions  dans   A,,:—  |     /'[[:>)  sinnlîd^    les    deux    intégrales   partielles 
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H-    /       «Le  rcsle  peut  être  rendu  plus  petit  que  —  ?  où  K  clé- 

•-■  o  *^f 

n 

signe  une  constante  indépendante  de  n.  Les  deux  intégrales  par- 
tielles donnent 


/■"[/(?)-/(r^+^); 


sln  71  '5  di  ; 


mais,  d'après  la  condition  de  M.  Lipscliitz,  on  doit  avoir  en  valeur 
absolue 


ou  encore 


/!?)-/(? +;^)< 


lî 


y.  étant  plus  petit  cpie  zéro,  et  l'intégrale,  d'après  cela,  devient  plus 
petite  que 


B(-l  ou      -T-^ 


^ '"&")'■*"' 


B'  désignant  une  autre  constante. 

S'il  y  a  dans  l'intervalle  plusieurs  points  pour  lesquels  la  fonction 
devient  infinie  ou  acquiert  une  infinité  de  niaxinia  et  de  miniuia, 
on  peut  encore  obtenir  une  évaluation  en  partageant  l'intervalle 
en  intervalles  partiels  dont  les  limites  sont  précisément  ces  points 
singuliers. 

Riemann  a  montré,  nous  l'avons  vu,  que  la  convergence  de  la 
série  de  Fourier  en  un  point  déterminé  dépend  seulement  de  la  ma- 
nière dont  se  comporte  la  fonction  dans  le  voisinage  de  ce  point; 
mais  il  a  déduit  celte  proposition  de  ses  théorèmes  généraux.  Dans 
le  cas  où  la  fonctian  est  intégrable,  il  sera  utile  de  donner  de  ce 
théorème  une  démonstration  particulière,  en  partant  directement 
de  l'intégrale  de  Dirirhlet  à  laquelle  ramène  d'ailleurs  la  méthode 
suivie  par  Riemann.  M.  Schwarz  a  donné  dans  ses  leçons  une  for- 
mule d'évaluation  uour  l'intéirrale 


/: 


sm  k  3 


.    „  /i6]r/fi,     o<i,- <//<-, 
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(]ui  couduil  inuuéclialcnient  au  Lut  cl   (|iii  sera   encore  employée 
plus  loin. 

Pour  évaluer  l'intégrale 

S=  /■"/?   ^.      o  <,</,<-, 

divisons  l'intervalle  (^',  // )  en  intervalles  partiels 


m  77        I  tu    -I-    I   1  77 

X'' — 7r~ 


,  // 


l'on 


: _  <.  »  <  ,         <    t< — 


Posons  dans  le  premier  intervalle 


dans  le  second 


dans  le  troisième 


dans  le  quatrième 


/(,S)=/(^)  +  -K(3), 


AP'=f{^-rU^), 


/{?]=/ 


=  r(\ 


m  -+-  "2  ]TT 


?3 


(P)' 


/(/^;-/(^"^''")  +  -K(N> 


et  ainsi  de  suite,  et  partageons  S  en  deux  parties  S'  et  S",  dont  la 
première  se  rapporte  aux  fonctions  y,  la  seconde  aux  fonctions  ^. 
On  a  maintenant 

'iir.  {/Il  +I)t 

'^  sin/,S 


S'-/    - 


sirip 


sin  p 


[y/n  '\-  'sjt:  i///  -t-  i  i  n  — 

r^^sin/S         .      /^~"~sin/-.'3 
J„ll+t   r.  SUlâ  J{n,  +  ^.)r.        ^n\'l> 


l^osons  avec  Diriclilet 
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si  l'on  reuiarque  que  l'un  a 

/«  T. 

k 

on  peul  écrire 


S'=/ 


-f  (  - 1 

j     \  /.    /  \fising  I 

Jim  -4-  zIttN 


jnais  on  a 


<7^ 
A  sinj 


La  seconde  partie  de  S',  si  l'on  désigne  par  c  la  plus  grande  des 
valeurs  de  y  et  si  l'on  remarque  que  l'on  a  p,i<^p,i^i^  est  plus 
petite  que 

et,  par  suite,  on  a 

S'<-4 


Asin^ 
et  comme  on  a 


puisque  ^  est  plus  petit  que -1  on  en  déduit 

Il    reste  encore    la    seconde  partie,  S",    de   S.    Si   l'on    désigne 
]>ar  7y(|6)  la  valeur  absolue  de  la  plus  grande  oscillation  de/(/5) 
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dans  le  y'*'"'*  intervalle,  elle  n'est  jamais  pins  petite  que  la  valeur 
absolue  de  la  fonction  correspondante  ^^ij^)-  On  a  donc 


où  l'on  suppose  que  (7((3)  =  (7^(,3)  dans  le  y''"'"®  intervalle.   On  a 
donc  pour  S  l'évaluation 

peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  le  veut  si  l'on  prend  une  valeur 
suffisamment  grande  de  A',  pourvu  que  la  fonction y'( (3)  soit  inlé- 
grable  et  demeure  finie. 
En  ellet,  on  a 


r 


'-f<3<i(    ,;?)./?. 


/ 


a[Ç5)â^  est  certainement  plus  petit  que  S7^((3)A^[5,  en  dési- 


gnant par  A^(3  la  grandeur  du  q"'"'^  intervalle,  la  somme  s'étendant 
d'ailleurs  à  tous  les  intervalles  5  mais  cette  somme,  d'api  es  la  notion 
même  de  l'intégrale  définie,  doit  pouvoir  être  rendue  aussi  petite 
que  l'on  veut  par  la  réduction  des  grandeurs  des  intervalles. 

Pour  démontrer  maintenant  le  théorème  de  Riemann,   parta- 

X  '     i-  a. 

f[{j)—r—^d{i   dans   les    deux 
sin  jj 

parties   /     -t-   /      où  ^  sera  très  petit.  Supposons  d'abord  que yi  (5) 

n'ait  pas  un  noml^re  infini  de  maxinia  et  de  minima  ;  si  l'on  applique 

maintenant  à  Tinlégrale    /      la  formule  d'évaluation  précédente, 

2  f  77 
on  pourra  prendre  h  assez  grand  pour  que    — —  5  aussi  bien  que 

kg 

^   C'<^A    n.       •  •        •  •       1  1 

-   j     ~—  a{^^  soient  aussi  petits  (pion  le  voudra. 
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Ou  peut  doue  de  celle  uiauière  s'approcher  aulaut  qu'où  le 
voudra  de  la  valeur  considérée,  puisque  la  parlie  de  l'inlégrale 
relativ(î  à  l'inlervalle  (g-,  //)  ajoute  à  la  valeur  de  l'intégrale  une 
quantité  qui  peut  être  diminuée  indéfiniment  par  une  augmentation 
convenable  du  nondjre  J\.  11  est  ainsi  démontré  que  la  convergence 
de  la  série  de  Fourier  pour  une  valeur  déterminée  dépend  seule- 
ment de  la  manière  dont  se  comporte  la  fonction  dans  le  voisinage 
de  celte  valeur.  On  peut  alors,  au  moyen  de  théorèmes  très  simples 
de  valeurs  moyennes,  montrer  que  la  valeur  de  la  série,  pour  tous 
les  points  où  la  fonction  est  continue  et  même  pour  les  points 
de  discontinuité  simple,  est  égale  à  la  fonction.  INlais  nous  allons 
en  outre  établir  que  cida  a  encore  lieu  si  la  fonction  a,  pour  la  va- 
leur o  de  (3,  une  infinité  de  maxima  et  de  minima,  pourvu  qu'elle 
satisfasse  à  la  condition  de  M.  Lipschitz. 

Jrt'^  '      l  li 

J{fi)     .     '  (I[j.  Posons 
o  ' 

f{[:j)  =  /"(o)-H  cp(i3),  cl  partageons  l'intégrale  dans  les  suivantes  : 


sm  ^3    ^ 
smp     ' 


La  première  intégrale  est  égale  à  -/(o).  Commey(j3)  satisfait  à  la 
condition  de  M.  Lipschitz,  on  peut  poser 

«(S)r=/(p)  — /(o)<Bp»     où  l'on  a     «>o. 

La  deuxiènae  intégrale  J  est  donc  plus  petite  que  15  /     ^'^—. — é-<f[^-: 

«^  o  1 

9.    ^  sin  8  ^  1  <  1    . 

et,  comme  on  a  -  <^  — — ^  Si,  on  en  déduit 

77  p 


2  /  2    « 


La  troisième  partie  est,  d'après  la  formule  d'évaluation  déjà  donnée, 
plus  petite  que 


oc- 


r* ''Si  , 


ou 
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On  a  donc 

J/'*  2  ^i  11  X  '^  "^  ' 

K  <  B  -  —  H r^  +   /     -ô  -  '/P- 

Mais  on  peut  prendre  g  aussi  petit  qu'on  le  veut,  puis  choisir  A 
assez  grand  pour  que  la  quantité  K  devienne  aussi  petite  qu'on  le 
veut,  et  l'on  obtient,  par  conséquent. 


k=ao  J  sinp  2      '     ' 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

Rieniann  reclicrche  encore,  dans  l'article  11  de  son  Mémoire,  si 
une  série  trigonométrique,  dont  les  termes  A^  ne  deviennent  pas 
infiniment  petits  pour  chaque  valeur  de  .r,  est  propre  à  la  repré- 
sentation d'une  fonction.  11  montre  que,  s'il  s'agit  de  fonctions 
n'ayant  pas  une  infinité  de  maxima  et  de  mininia,  la  série  ne  peut 
être  égale  à  la  fonction  que  pour  un  nondue  limité  de  valeuis  de 
la  variable  et,  par  conséquent,  est  impropre  à  représenter  la  fonc- 
tion [OEuvres,  p.  i/\i^  24^). 

Pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  ayant  une  infinité  de  maxima 
et  de  mininia,  Rieniann  ne  donne  aucune  règle  générale,  mais  il 
établit  par  des  exemples  ('  )  les  deux  théorèmes  suivants  : 

I.  //  existe  des  fonctions  ayant  une  injinité  de  maxima  et  de 
minima,  susceptibles  d'intégration  et  (jui  ce])endant  ne  peuvent 
être  représentées  par  la  série  de  Fourier. 

II.  Il  Y  (*■  des  fonctions  ayant  un  nombre  fini  de  maxima  et  de 
mininid,  n'étant  pas  susceptibles  d'intégration,  et  s/ ai  cependant 
peuvent  être  représentées  par  la  série  de  Fourier. 


(')  Ces  exemples  ont  été   soumis  h  une  révision  attentive  par  M.  Genocclii  :  Atli 
Jclla  Rcale  Ace.  délie  Scicuze  di  Toriiio,    vol.  X,    l'Sj."),  Iiitorno  ad  alciine  série. 
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Le  Mémoire  de  Riemann  forme  la  conclusion  naturelle  tics  re- 
cherches entreprises  uniquement  sur  la  question  île  la  représenta- 
tion par  une  série  trigonoinétricjue.  Les  méthodes  variées  qu'il  a 
appliijuées  aux  séries  trigonométiiques  ont  permis  aux  géomètres 
d'aborder  avec  succès  l'étude  de  questions  nouvelles,  dont  nous 
allons  maintenant  nous  occuper. 

Cauchy,  dans  une  Note,  avait  énoncé  le  théorème  que  l'intégrale 
d'une  série  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  de  tous  ses  termes. 
Cette  proposition  avait  été  acceptée  sans  restriction,  et  c'est  sur  elle 
que  reposent  toutes  les  recherches  que  nous  avons  analysées  jus- 
qu'ici. M.  AVeierstrass  montra  que  l'on  ne  peut  démontrer  le  théo- 
rème que  si  la  série  est  uniformément  convergente  dans  l'intervalle 
de  l'intégration,  et  il  entendait  par  là  que,  pour  toutes  les  valeurs 
.de  la  variable,  le  reste  de  la  série,  toujours  compté  à  partir  du  même 
terme,  peut  être  rendu  plus  petit  que  toute  quantité  donnée.  Cette 
remarque  a  trouvé  une  première  application  dans  le  Mémoire  de 
M.  Heine  sur  les  séries  trigonométriques  (' ).  M.  Heine  y  cite  un 
Mémoire  de  M.  Tliomé  dans  lequel  l'idée  de  convergence  uniforme 
est  considérée  comme  tout  à  fait  connue  (-).  Cependant  cette  notion 
de  la  convergence  uniforme  était  déjà  contenue  dans  un  Mémoire 
de  M.  Seidel  publié  en  1848  ('),  et  elle  semble  avoir  été  pendant 
longtemps  négligée.  Cauchy  (*)  avait  affirmé  qu'une  série  conver- 
gente, dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  l'argu- 
ment, représente  toujours  une  fonction  continue.  Abel  remarqua 
à  ce  sujet  (.^)  qu'il  lui  semblait  que  ce  théorème  soullre  des  excep- 
tions, et  il  cita  comme  exenqile  la  série 

siiiiy        sin3'ii 
sin  o '-  H — '- — - .  .  . , 


{*)  Journal  (le  Dorc/iardt,  t.  LXXI.  1870. 
(n  /èiW.,  t.  LXVI,  p.  33'|  ;   »866. 

(^)  ^bh.  (1er  Bajerisclien  Akad.,  i847-:^fi  :   'Sote  ïiher  eine  Eig'enschaft  von  Rpihen, 
welche  discontinuirlicJie  Fiinctionen  darstellen. 
(*)  Analyse  algébrique,  p.  i3i. 
(*)  Journal  de  Crelle,  t.  1,  p.  3ifi. 
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(|ui,  malgré  la  continuité  de  sos  termes,  est  discontinue  pour 
çp  =  f  2/// -p  i)7r.  Pour  éclaircir  ce  point,  M.  Seidel  démontre  le 
théorème  suivant  :  Si  une  série  convergente  dont  les  termes  sont 
des  fonctions  continues  de  l'argument  est  une  fonction  discon- 
tinue, il  Y  a  dans  le  voisinage  d'un  point  de  discontinuité  des 
jwinls  nour  lest/uels  la  série  converge  aussi  lentement  quon  le 
veut.  Il  distingue  deux  cas  :  le  premier,  lorsque  la  fonction  montre 
ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  la  convergence  unijornie;  alors 
le  théorème  de  Cauchy  est  exact;  le  second,  quand  la  convergence 
n'est  pas  uniforme-,  alors  son  théorème  a  lieu.  M.  Heine  démontre 
aussi  qu'une  fonction  discontinue  ne  peut  jamais  être  représentée 
par  une  série  unifonnément  convergente;  mais  il  introduit  d'ahord 
la  notion  d'une  série  uniformément  convergente  en  général,  où  il 
faut  entendre,  par  cette  expression  e«  général,  que  l'on  doit  re- 
noncer à  la  convergence  uniforme  dans  le  voisinage  de  tous  les 
points  de  discontinuité.  M.  du  Bois-Reymond  (')  montre  que  la 
convergence  uniforme  ne  cesse  pas  seulement  aux  points  de  discon- 
tinuité, ce  que  Al.  Seidel  avait  déjà  présumé  { loc.  cit.,  p.  SgS  )  (-). 

11  n'est  donc  pas  évident  a  priori  qu'une  série  trigonométrique, 
qui  représente  une  fonction  continue,  présente  la  convergence  uni- 
forme . 

Par  suite  de  la  remarque  de  M.  VVeierstrass,  il  était  devenu  clair 
que  le  procédé  employé  par  Fourier  pour  la  détermination  des 
coefiicients  par  des  intégrales  définies  ne  pouvait  pas  être  appliqué 
sans  examen,  puisqu'il  repose  sur  la  supposition  que  l'intégrale 
d'une  série  convergente  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  de  ses 
différents  termes.  La  méthode  suivie  par  Fourier  avait  porté  les 
géomètres  à  conclure  que  l'on  obtient  toujours  le  même  dévelop- 
pement pour  une  fonction,  quelle  que  soit  la  manière  dont  on  opèie. 
Sur  ce  théorème  de  l'existence  d'un  seul  développement  pour  une 
même  fonction,  reposaient  non-seulement  les  applications  à  la 
Physique,  mais  aussi  plusieurs  nxlicrches  mathématiques  impor- 


(')  Abhandl.  der  Bar.  Akad.,   t.  XII,  p.  119. 

(')  Pour  conipléter  cet  historique,  il  reste  à  signaler  une  Note  de  Caucliy  {Comptes 
rendus  des  séances  de  V Atadcmie  des  Sciences,  t.  XXXVI,  p.  '|36-'|58;  i8j3),  où  l'il- 
lustre géomètre  revient  sur  le  théorème  qu'il  avait  donné  dans  son  Analyse  algé- 
brique, et  établit  au  fond  la  notion  de  la  convergence  nnifornie.  G.  D. 


MÉLANGES.  (,7 

lantos,  par  exL'inple  la  représentation  qu(;  Jacohi  a  donnée  des 
racines  d'une  équation  par  des  intégrales  définies.  Ce  théorème  lut 
donc  remis  en  question.  Une  démonstration  nouviîlle  en  a  été 
entreprise  par  M.  Heine  dans  le  Mémoire  cité,  et  achevée  par 
MiM.  G.  Cantor  et  P.  du  Bois-Reymond. 

M.  Heine  remarque  qu'il  est  établi  par  les  travaux  de  Dirichlet, 
de  Riemann  et  de  Lipschitz,  qu'une  fonction  de  x  peut  être  déve- 
loppée sous  certaines  conditions  en  une  série  trigonométi'ique, 
mais  que  l'on  ne  peut  savoir  de  combien  de  manières  cette  repr<''- 
senlation  peut  avoir  lieu. 

On  pourrait  peut-être  se  proposer  de  démon trei-  qu'une  série 
Irigonométrique,  qui  représente  une  fonction  continue,  converge 
d'une  manière  uniforme  5  mais,  comme  il  n'est  pas  établi  générale- 
ment qu'il  existe  une  série  jouissant  de  cette  propriété,  'SI.  Heine 
se  contente  d'abord  de  démontrer  [lot.  cil.,  §§  7,  9)  que  laséiie  de 
Fourier  possède  la  convergence  uniforme  lorsqu'elle  représente 
une  fonction  continue,  discontinue  seulement  eu  un  nombre  limité 
de  points  et  n'ayant  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima. 
M.  Schlafli  (dans  le  travail  cité,  p.  ^)  a  fait  h  ce  sujet  la  remarque 
cjue  la  démonstration  cesse  d'être  probante  quand  la  valeui-  de  la 
variable  se  rapproche  de  l'une  des  valeurs  qui  lont  acquérir  un 
maximum  ou  un  minimum.  Mais  on  peut  répondie  à  cette  objec- 
tion et  montrer  que  la  proposition  subsiste  dans  tous  les  cas. 
iVI.  Schwarz  a  donné  cette  démonstration  dans  une  de  ses  leçons  à 
l'Université:  nous  allons  en  faire  connaître  les  points  essentii^ls. 

Considérons  1  in  téarralc 


,/         ^       sin  S 


Si  la  fonction  /  ((3)  n'est  jamais  croissante  entre  les  limites  zéro 
et  A,  et  si  elle  demeure  constamment  positive,  en  désignant  pai- 
c   sa  valeur  maximum  dans  1  intervalle,  on  3 

où /«  désigne  un  nombre  positif  entier  assujetti  à  l'unique  condi- 
tion que  lin  -j-  i  soit  inférieur  à  h.  Cette  formule  a  encore  lieu  si 
la  fonction  n'est  jamais  décroissante  et  elle  est  modifiée  d'une  ma- 

liiiU.  des  Sciences  iiiritliriii.,    j'  StM'ic,   t.    IV.    (i\lar-s   iS8o.)  7 


,,t^  PUH.M1I-:UH    l'A  RUE. 

u'icic  insii^uiliautc  si  J'{[^)  tlevienl  négalivc'.  Alais,  pom-  [)liis  de 
simplicité,  nous  supposerons  dans  ce  qui  va  suivie  que /'(|3),  jiar 
l'addilion  d'une  constante  convenable,  ait  été  ramenée  à  être  tou- 
jours positive.  11  reste  à  examiner  ce  que  devient  la  formule  pré- 
cédente, lorsque  /'{\^)  a  un  nombre  lîni  de  maxiina  et  de  minima. 
8u})posons,  pour  iixer  les  idées,  que  /(6)  croisse  depuis  o  jus- 
(Hi'à  i,',  puis  qu'elle  décroisse  depuis  le  maximum  qui  a  lieu  pour  g 
jusqu'à  un  minimum  ayant  lieu  pour  [3  =  //,  et  ainsi  de  suite; 
supposons  qu'il  y  ait  en  tout  u.  maxima  ou  minima  entre  o  et  //. 
Pour  évaluer  l'intégrale  entre  g  et  //,  considérons  la  fonction /i  ([i  ) 
égale  à  f'{g)  entre  o  et  ^  et  à  /  ((b)  entre  g  et  //.  Oji  peut  lui  appli- 
quer la  formule  ])récédente,  et  l'on  a 


f'^.(^;i^"p-^-'^"' 


•2  /?t  2 


J\{o]-A 


l  '>.  m  T. 


)]■ 


iNlais  la  fonction  /((3)  étant  continue,  on  sait  (jue,  étant  donnée 
une  quantité  e,  aussi  petite  qu'on  le  veut,  il  existe  toujours  une 
qu^anti té  d"  telle  que  l'on  ait,  quelle  que  soit  la  valeur  de  {t  prise 
dans  l'intervalle  considéré, y (f^  H-  q")  — /  (3)  <C  ^15  ^^^  ^V^*^  \o\\  a 

'\  m  77 
6"^d'  en  valeur  absolue.  11  est  clair  que  l'on  peut  déterminer  — - — 

de  manière  à  le  rendre  inférieur   à   ô'.  Si   Ton    a   alors  ^'<C^^  O'^ 
oljtiendra 

/,-(^7)=/,(o:)  =/(,), 

et  la  formule  piécédente  deviendra 


/"■: 


(lomme  on  a  d'ailleurs 


sin/.S 


r^/;3--:./(o. 


il  eu  résulte  que  l'on  peut  éciiie 


/[•i' 


,-,/'' 


f'/v^-^h^ 


siii.i 
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Celle  formule  s'applicjue  à  tous  les  intervalles  suivants  entre  un 
maximum  el  un  mininuim,  de  sorte  que  nous  pouvons  en  conclure 

et  comme,  d'ailleurs,  ou  a 
ou  pourra  écrii-e 

S-  -/(o^<(?.y. -i-r  —  ^-.,. 
).  1111     -1 

Mais  si  la  valeur  g.^  contrairement  à  riiypotlièse  l'aile  plus  hauî, 
est  inférieure  à  ô'  et  qu'en  outre  A'  soit  supérieure  à  ô',  l'évalua- 
tion donnée  plus  haut  j)our  l'intégrale  de  g  à  //  na  plus  lieu,  parce 

qu'ici /i  (■ — y'-\  n'est  plus  constant  et  égal  hf{j:^).  ^  oici  comment 

on  peut  lever  cette  dil'licullé. 

Considérons  une  fonctionyj  (/3)  qui,  de  o  à  g^  soit  égale  l\J\[ù)^ 
et  de  g  à  Ii'  î\/[g)-^  et  une  fonction /^(jS)  qui,  de  o  à  g^  soit  égale 
^J{g)-)  et  de  g  àli  àf[i3).  Notre  preiuière  formule  est  maintenant 
applicable  à  /',  ((S),y2((^)^  et  l'on  a 

J^  SUip  2      ^  ifU  '^  L  \      ^      /J 


f. 


-'''''    sinS         a-^^*'^   ^-  9./// 


Par  l'addition  on  obtient 


1^  sin'5  0/    ^ 


,. ,    ,  sin/S  ,^       77   .,  c 


Comme  on  a,  d'ailleurs, 


X 


fi,:^'!?^'^/'. 


■^ 
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on  en  conclut 

,fi' 


f 


et,  par  snile. 


c 

2  "  *  "  "2 /?<        7:   "       ///       "  ni      -  >    ■  '  im 


s_-/(o)<-^ — h^=i+  -  -^[y-  —  «)-  ■<(^^^^-' 


comme  prcccdcmmcnt. 

Jusqu'ici  £|  clait  arbitraire.  Si  on  le  clioisit  de  telle  manière  que 

Ton  ait  s  —  -  îj  ^  o,  on^  voit  que  m  peut   toujours  ètrfe  choisi  de 

telle  manière  que  S '-f{^)  soit  inférieur  à  j. 

Si  l'on    applique  les  considérations   précédentes  à  chacune  des 
deux  intégrales  de  l'expression 

sin/  3   ,,        \    r  ,  ^^  sin/-,S 


-  /  m[  X  —  o.S]  -^- ;-  d'if  -h  -    1 

-  I  '  '  '    sm3      '         77./ 


.S)  '-r—l  fis. 


sm  '5 


qui  est  égale  à  la  somme  des  /i  premiers  termes  de  la  série  de 
Fourier,  on  établira  sans  difficulté  que  la  formule  précédente  s'ap- 
plique pour  toute  valeur  de  x,  et,  par  conséquent,  que  la  série 
précédente  est  absolument  convei'gente. 

S'il  y  avait  entre  o  et  ^'plusieurs  maxiuia  et  minima,  pourvu 
qu'ils  fussent  en  nouibre  limité,  il  y  aurait  à  appliquer  plusieurs 
fois  la  méthode  précédente,  et  la  conclusion  ne  cesserait  pas  de  sub- 
sister. 

11  est  ainsi  démontré  cju'il  y  a  en  général  un  développement  en 
série  qui  possède  la  convergence  uniforme.  Mais  il  pourrait  y  avoir 
d'autres  développements  possédant  ou  ne  possédant  pas  la  conver- 
gence uuiforme.  Or,  pour  reconnaître  l'identité  des  deux  dévelop- 
pements, il  suffit  de  former  leur  différence,  qui  sera  un  développe- 
ment de  même  nature,  devant  représenter  zéro.  Le  théorème  qu'il 
s'agit  d'établir  pour  prouver  l'existence  d'un  seul  développement 
est  donc  le  suivant  :  Jl  71  existe  j>as  de  série  tiigoiiotnétrit/ue 
qui  convoj-^e  en  général  (c'est-à-dire  à  l'exception  d'un  nombre 
limih'   de    valeurs    particulières)   et  (jni  représente  zéro,    ou,    en 
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d'autres  tenues,  tous  les  coefjicients  de  ce  déveloiypemenl  dohent 
être  identicjuement  nuls. 

M.  Heine  n'examine  pas  cette  proposition  dans  toute  sa  généra- 
lité, mais  il  la  démontre  d'une  manière  complète,  en  supposant  que 
la  série  qui  représente  zéro  possède  la  convergence  uniforme  en 
général  (c'est-à-dire  à  l'exception  d'un  nombre  limité  de  valeurs 
jjarticulières).  Pour  cela  il  montre  que,  si  A/;  =  «a  sinA\r  -\-  hk  cos/.r 
est  le  ternie  général  de  la  série,  cih  et  hu  doivent  devenir  infiniment 

petits  avec  -\  en  se  servant  ensuite  de  celte  propriété  et  d'un  théo- 
rème de  Riemann,  il  conclut  que  oj^  cl  hi^  doivent  être  identique- 
ment nuls. 

Le  résultat  du  travail  de  M.  Heine  est  donc  le  suivant  :  Une 
("onction  finie,  discontinue  en  un  nombre  limité  de  points,  n'ayant 
pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima,  peut  être  développée 
d'une  seule  manière  en  une  série  douée  en  général  de  la  conver- 
gence uniforme,  et  ce  développement  est  celui  de  Fourier. 

Il  reste  maintenant  à  examiner  s'il  ne  peut  pas  v  avoir  d'autres 
développements  qui  n'auraient  pas  la  cojivergence  uniforme  et  qui 
représenteraient  la  même  fonction,  M.  G.  Cantor  s'est  occupé  de 
cette  question.  Il  suit  la  même  méthode  que  M.  Heine  et  il  dé- 
montre d'abord  que,  si  la  série  Z  («„  sin«  j-  4-  ^«  coswx)  est  con- 
vergente en  général,  les  coefficients  r/„,  h,i  deviennent  infiniment 

petits  avec-:  toutefois  il  établit  ce  théorème  sans  rien  supposer  sur 

la  nature  de  la  convergence.  Il  démontre  ensuite  qu'une  série  tri- 
gonométrique  Z(c,;  sin/z.r  H- f?„  cos/ïo:)  convergente  en  général  et 
qui  représente  zéro,  à  l'exception  d'un  nombre  fini  de  places,  ne 
peut  exister,  c'est-à-dire  que  les  coefficients  r„,  d,i  sont  tous 
nuls(').  M.  Kronecker  a  remarqué  (^)  que  le  théorème  prélimi- 
naire est  inutile.  Considérons,  en  eifet,  la  différence  de  deux  déve- 
loppements, convergents  en  général,  d'une  même  fonction, 

D  (  .r  )  =z  Co  -+-  Cl  -h  .  .  .  -4-  C„  H-  .  .  .  =  O 


(  '  )  Journal  de  Borcliardt,  t.  LXXII,  1870  :  Ueher  einen  die  trigonojnetrisc/ien  Reilien 
betreffenden  Lehrsatz,  et  Math,  yàiinalen,  t.  IV,  1871  :   Ueber  trigonometrische  Reihen. 

(■)  Journal  de  liorchardt.  t.  LXXII,  1S70  :  Beweis  dass  eine  fi'ir  jeden  rrellen 
If'ert/i,   cU-. 
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„         <■/.,         ^  .  , 

Cft  :^  —  1      C.„  =  Cn  sinw.r  -i-  (lu  co^/ir. 
2 

Formons  la  dilî'éi'ence 

1)  (  .V  H-  o]  —  D  (  X  —  ^)  T=-e^^-{~  âi  COS.r  -+-  e,  COS  2.r  H-  .  .  .  =  o. 

On  aura 

e,i  =  c„  sin/^o  +  </„  cos  «o, 

et,  par  suite,  c,i  devra  devenir  infiniment  petit  avee  -  sila  nouvelle 

série  est  convergente  en  général,  ce  qui  a  lieu  en  vertu  des  hypo- 
thèses primitives.  On  peut  maintenant  appliquer  à  cette  fonction  le 
procédé  de  MM.  Heine  et  Cantor. 
Formons  la  fonction  di',  Riemann 

1  49 

alors 

F(.r-+-  y,\  _  2F(.rl  +  Ff.r—  y.) 


devra  converger  vers  zéro-,  il  n'y  aura  d'exception  que  pour  un 
nombre  limité  de  valeurs  de  x.  Par  suite,  d'après  une  proposition 
due  à  ]M.  Schwarz,  F(j:)  devra  être  une  fonction  linéaire  dans 
chaque  intervalle  où  la  limite  demeure  nulle,  et,  en  outre,  comme 
l'a  montré  M.  Heine,  elle  devra  être  égale  à  la  même  fonction 
linéaire  dans  tous  les  intervalles.  Ainsi  l'on  doit  avoir 

.r-  C.,  e^ 

e. c.r  —  e  =  e,  +  -/  H-   -   -h  .  .  .  . 

^-  4        9 

Si  l'on  multiplie  par  cos/z(a:  —  /)  et  que  l'on  intègre  de  — 7: 
à  -j-  71,  on  voit  que,  pour  chaque  valeur  de  n  et  pour  une  infinité 
de  valeurs  de  t,  c,i  cos  iit  -\-  d,i  sin 71  f  doit  s'annuler  et,  par  consé- 
quent, c,i  el  (1,1  sont  eux-mêmes  nuls. 

Il  est  ainsi  démontré,  par  cela  même,  qu'une  fonction,  continue 
en  général,  qui  a  seulement  un  nondu-e  limité  de  solutions  de  con- 
tinuité et  qui  n'a  pas  un  nom'bre  infini  de  maxima  et  de  minima, 
peut  être  développée  d'une  seule  manière  en  une  série  trigonomé- 
triqiuî  convergente  en  gént-ral. 


MELAiNGlîS.  io3 

M.  Caiilor  est  parvenu,  en  appliquant  un  lliéorènie  de  M.  Weier- 
stvass,  à  élendie  la  proposition  précédente  aux  fonctions  qui  pos- 
sèdent un  nombre  infini  de  discontinuités,  pourvu  toutefois  que 
ces  discontinuités  soient  distribuées  d'une  certaine  manière  (  '  ).  S'il 
y  a  dans  une  région  limitée  un  nombre  inlini  de  points  caractérisés 
par  une  propriété  déterminée,  il  résulte,  d'un  théorème  que 
M.  A\  eierstrass  établit  dans  son  Cours,  qu'il  existe  dans  cette  ré- 
gion au  moins  une  po-ition  dans  le  voisinage  de  laquelle  se 
trouvent  un  nondjre  infini  des  points  considérés,  mais  il  peut  y 
avoir  plusieurs  positions  de  ce  genre,  et  môme  il  peut  y  en  avoir 
un  nombre  illimité.  Appelons  l'ensemble  de  ces  positions  le  pie- 
niier  :^roiif?(i  dérivé.  S'il  contient  un  nombre  infini  de.  points  on 
peut  en  déduire  un  second,  et  ainsi  de  suite.  Si,  en  opérant  de  cette 
manière  sur  les  points  de  discontinuité  d'une  fonction,  on  finit  par 
arriver  à  un  groupe  composé  d'un  nombre  limité  de  points, 
M.  Cantor  démontre  qu'il  est  possible  d'étendre  la  démonstration 
précédente  et  d'établir  le  tli<;orème  relatif  à  l'existence  d'un  seul 
développement.  Cela  revient  à  montrer  que,  dans  les  segments 
séparés  par  les  points  de  discontinuité,  F  (.r)  est  toujours  la  même 
fonction  linéaire  de  x. 

Pour  cela,  on  établit  que,  dans  chacun  des  inteivalles  qui  sont 
compris  dans  les  intervalles  formés  par  les  points  du  premier 
groupe  dérivé,  il  ne  peut  exister  qu'un  nombre  limité  de  points  de 
tliscontinuité,  en  sorte  que  la  démonstration  de  M.  Heine  a  lieu 
pour  chacun  de  ces  intervalles.  On  n'a  qu'à  répéter  ce  raisonne- 
ment un  nombre  limité  de  fois,  puisque  le  dernier  groupe  dérivé 
comprend  seulement  un  groupe  fini  de  points  pour  établir  que  F(x) 
est  partout  la  même  fonction  linéaire. 

jNous  avons  donc  le  théorème  suivant  :  Z  ne  fonclioii  finie  qui 
jiossède  un  nombre  fini  de  discontinuités,  de  telle  manière  que 
l'un  des  i^roupes  dérivés  se  compose  d' un  nombre  limité  de  termes, 
et  qui,  d  ailleurs,  est  développable  en  une  série  t r igonomctriq ue , 
ne  peut  l'être  que  d' une  seule  manière.  Une  telle  fonction  est  inté- 
grable  si  elle  n'a  pas  un  nombre  infini  de  inaxima  et  de  mininia  ;  par 
suite,  toutes  les  fois  que  la  série  de  Fourier  converge,  elle  a  pour 


(')  Mn'li.   Ami.,    t.   V.    iS^-j  :   Ueher  die    .■Instldimnii^  ciiicx   Siilzes  ans  (1er    Théorie 
(1er  trisjronnmetrisctien  Beilieii. 
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liiniU'  la. valeur  de  la  i'oiictioii  et  clic  est  le  seul  tléveloppemcnt 
possible. 

D'après  cela,  pour  toutes  ces  fonctions,  les  coefficients  de  la 
séi'ie  doivent  être  les  intégrales  de  Fourier  et  d'Euler,  et,  si  l'on 
démontre  directement  qu'il  en  est  ainsi,  on  sera  conduit,  par  une 
voie  dilférente,  aux  mêmes  résultats  que  MM.  Heine  et  Cantor.  De 
même,  une  démonstration  qui  prouverait  que  le  développement 
d'une  fonction  de  celte  classe  ne  peut  avoir  comme  coefficients  que 
les  intégrales  de  Fourier  rend  inutile  le  lliéorème  relatif  à  l'exis- 
tence d'un  seul  développement  pour  la  fonction.  Des  démonstra- 
tions de  ce  genre  ont  été  données  par  MM.  Dini(')  et  Ascoli  (-); 
mais  elles  s'appliquent  seulement  à  des  fonctions  formant  une 
classe  moins  étendue  que  celles  dont  il  est  question  dans  la  démon- 
stration de  MM.  Heine  et  Cantor,  et  par  conséquent  elles  ne 
donnent  pas  une  extension  de  la  tli(''orie. 

Nous  devons,  au  contraire,  reconnaître  un  progrès  dans  les  re- 
clierches  de  M.  du  Bois-Reymond  (^)  où  se  trouve  démontré  le 
théorème  suivant  :    De  quelque  manière  qu'une  fonction  puisse 

être  dêi'eloppée  en  une  série  f  [x]  =   ^    («„  sin/zx  -h  b,i  cos/ijc  ) 

;i  =  0 

iJoni   les  coefficients  a,,^  h^   deviennent  infiniment  petits  as'ec  —■> 
les  coefficients  ont  toujours  la  forme 

a„  =  -   I        y  (  V.  )  sin  ii  c/.  dv.,       /v„  =  -    i        /  [  «  )  cos  //  y.  dv. , 

pourvu  toutefois  que  les  intégrales  aient  un  sens. 

M.  du  Bois-Ri^ymond  néglige  d'indiquer  dans  l'énoncé  la  resti'ic- 
tion  que  les  coefficients  «„,  ^/^ deviennent  infiniment  petits;  mais  il 
est  aiséde  voir  qu'elle  est  nécessaire  dans  la  démonstration  (  loc.  cit.. 


(  '  )  Sopra  la  série  di  Fourier,  1872. 

(')  T^oir  le  Mémoire  déjà  cité  et  Math.  Ami..   1.  \  I,   p.   j3i-2Jo;   187.). 
(")  Ahh.  <h-r   Bayer.  .-Ikad.,    l.    \11,    |i.    ii7-i(i7,    1S7",  :   ficwis   das^  die  Coe[jiiicii- 
teil,   etr. 
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p.  i4')-  '^''  tliéorèine  précédent  comprend  celui  de  JMM.  Heine  et 
Cantor,  el,  comme  il  entraine  cette  conséquence  que,  toutes  les  fois 
que  le  développement  sera  possible,  il  sera  unique  et  sera  précisé- 
ment celui  de  Fourier,  il  donne  aux  recherches  autérieures  le  com- 
plément qui  leur  faisait  défaut. 

Nous  allons  maintenant  exposer  les  points  principaux  de  la  dé- 
monstration de  M.  P.  du  Bois-Reymond.  >ous  considérerons 
d'abord  la  fonction  comme  demeurant  finie  et  nous  allons,  en  pre- 
mier lieu,  présenter  la  démonstration  pour  les  fonctions  continues 
qui  n'ont  pas  lui  noiidjre  infini  de  maxima  et  de  minima,  démon- 
stration qui,  d'ailleurs,  ne  dillère  pas  dans  ses  traits  généraux  de 
celle  qui  avait  été  donnée  par  MM.  Dini  et  x\scoli. 

Formons  la  fonction  de  Riemann 


., ,  ,     X-  V^  a,,  siiiw.r  -+-  l'„  cnsri.r 


On  a   nécessairement,  })our   toute  valeur  de  x  comprise  enlre 
—  ~  et  -1-  t:, 

Formons  l'expression 

on  en  déduit 

«l»  j\r  H- :  I  —  ■2^(.r]-r-<^i.T  —  s'          l-^lx) 
hm  -^ — ■ = ^ — -  =  o, 


et,  par  suite, 
Donc  on  a 


^[x)=iCo-r-  c\.v. 


Fi.r] 


8i,  multipliant  successivement  la  formule  (i)  par  sin/^a,  cos«a,  i 


,o6  PHKSIIHUE    l'AKTIE. 

on  inlègre  entre  —  r  cl  -+-  tt,  on  obtient 


f 


r 


F  f  y.  !  si  11  ri  V.  dv.  -.=^  — 


F    y.  ]  cos  7ï  y.  dv.  '^^ 


I  —  i]" 


-h. 


¥[a)rh.: 


^,. 


Reni])laçons  niaintcnanlF(.r)  parrexpression  (2),  et  déterminons 
la  valeur  de  l'intégrale  au  moyen  de  l'intégration  par  paitic-s.  En 

lemarquant    que     a„ ,    h^    et    les    intégrales     /         /'{a)  s'in/i y.  (h.^ 
1       /"[x)  cos 71 7.  doc  doivent  devenir  nulles  avec -1  on  trouve  d'a- 


rh.. 


et,  en  général,  pour  toute  valeur  de  «, 

(li,^-    I         _/"(«  )  sill //a '/a,        />*/,=  -    /  y  (a  )  cos// y.  r/y. 

On  peut  ensuite,  en  suivant  la  niélliode  de  jM.M.  Heine  et  Canlor, 
étendre  eette  démonstration,  relative  aux  seules  fonetioiis  conlinues, 
à  toutes  les  fonctions  qui  ont  un  nombre  iJni  de  maxima  et  de 
ininima  et  un  nombre  infini  de  discontinuités,  mais  di;  telle  ma- 
nière qu'il  existe;  pour  les  points  de  discontinuité  un  groupe  dérivé 
composé  d'un  nombre  limité  de  points. 

La  démonstration  précédente  cesse  d'être  applicable  si  la  fonc- 
tion est  assujettie  à  la  seule  condition  d'être  intégrable,  car  on  ne 

,         ,,.                    ,.      AM'frl  .  ,     .     ,      , 

peut  plus  allumer cpie  lim — -  est  toujours  égale  a  /.cro. 

vMors  la  lonclioii    n'a    pas  nécessairenuMit    en  cliaque  ])oinl   une 
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valeur  détermiuL'c;  sa  valeur  peut  osciller  entre  une  limite  supé- 
rieure et  une  limite  inférieure.  Désignons  la  demi-somme  des  deux 
limites  inférieure  et  supérieure  de  la  fonction  f{x)^  pour  la  va- 
leur :r,  par  S(a-),  leur  demi-diflérence  parDfr).  On  pourra  évi- 
demment donner  à  la  fonctioiila  forme  S(x)  -h  jB{x-)^  oùy  désigne 
un  nombre  réel  compris  entre  —  i  et  -h  i  •  Si  maintenant  on  forme, 

d'après  la  méthode  donnée  par  Riemann,  lim  —  ^^-  ?   on    trouve 


u„,^iJ^  =  sw  +  y(U-;j  +  l)D;,,.;. 


On  a,  d'autre  part,  à  former  la  même  limite  pour 

F.(.r)=   f    <h.  f   f{[^)cB, 


et  l'on  obtient 


lim  ^1^^-^  =  S(.r:)  -^/,D  (.!•), 


où  y,    est  également   compris  entre  - —  i     et    -h  i .    Comme   on   a 
<I>(x)  =  F(a:)  —  F|  [x],  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre 

1-       AHf.r]  , 

lun ^ —  est,  on  le  voit, 

(-!  +  i  +  ;)i>W- 

11  n'est  donc  pas  possible  de  démontrer  que,  pour  chaque  valeur 
de  X,  on  a 

..      A^f.r) 

lim r — ^  =  o. 


Néanmoins  on  peut  encore  établir,  en  se  servant  de  la  condition 
d'intégrabilité  pour /'(x),  que  ^  [x]  est  une  fonction  linéaire  de  x. 
Partageons  l'intervalle  (x,  x  -4-  a)  en  intervalles  partiels  limités 
aux  points  a:,  x  H-  0, ,  a:  -h  ô|  -h  02,  •  •  •  ,  x  -f-  <J|  -h  .  .  . -\-  <5/,_i ,  x  ^  (i 
et  formons  la  somme 

Oi  n  '  X  -r  0 ,  0|  '  -}-  0.,  D  ;  .r  -t-  0 1  -I-  pi  'Ji     -i-  .  .  .  -i-  rj,,  D  (  .r  H-  o  I  -^  .  .     -j-  r,,,  «î,,    , 
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où  les  quantités  p  sont  des  fractions  positives.  Cette  somme,  eu 
vertu  de  la  condition  d'intégrabilité,  doit  s'annuler  avec  les  J.  11  faut 
donc  que,  lorsque  les  â  deviendront  nuls,  on  ait 

£  =  O      ' 

+  rJ„  *  (  .r  +  (?i  .   .      -+-  p„  rl„  )]  =  (), 

OU,  ce  qui  revient  au  même 

A^  r" 

lim  --    I      <l>  l.r  4-  y.)(I(/-  ^=  o. 
1!  suit  de  là  que,  d'après  le  théorème  de  M.  Schwarz,  on  a 

J*  (  .r  +  «  )  d(/.  =  r^i  -f-  ^i  .r, 
0 

t'o,  c,  étant  des  constantes.  Mais  on  a 

j      <!>(./■-+-«) r/a  =    /      F(.r  -f- «)<'/c<  —    /      Fi(.r+a)</a. 

Si  l'on  désigne  par  «i  une  quantité  intermédiaire  entre  o  et  r/, 
on  a 

/        <l>[.r  H-  V.)(/ry.  =  r/[F(.»-  -+-  «,1   —  Fi(.r-  -f-  «i)], 

pour  rt  suftisamment  petit,  et  par  conséquent 

Ff.r  +  ai  1  -  Fi  (.r  +  «,  1  =  -  ^  ^  .r. 

Si  l'on  fait  tendre  a  vers  o,  le  premier  membre  prend  une  valeur 
déterminée^  il  doit  donc  en  être  de  même  du  second,  et  par  consé- 


(luent  des   constantes  -  et    —  •  On   a  donc 
(i  a 

F(.r)-F,(.r)  =  r;  +  rVr, 

ou  f,p  (/,  sont  des  constantes,  et  l'on  est  ainsi  ramené  à  la  démon- 
stration déjà  tlonnée. 
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Si  la  iouction  devenait  infinie,  il  fandrail  faire  intervenir  les 
conditions  de  Tliemann. 

Je  pense  maintenant  avoir  indiqué  les  recherches  les  plus  essen- 
tielles sur  la  représentation  des  fonctions  par  les  séries  trigono- 
métriqucs,  entreprises  depuis  la  publication  du  travail  de  Rieniann, 
et  il  me  reste  seidement  à  développer  l'exemple  donné  par 
M.  Schwarz  d'une  fonction  continue  pour  laquelle  la  série  de 
Fourier  n'est  pas  partout  convergente. 

V. 

Partageons  l'intervalle  (  -»  o  |  dans  les  intervalles  suivants  de- 
venant de  plus  en  plus  petits 

[ï-^]'   f.iT)(ii]'  ■■■•  [rr^'iir] 

où  l'en  a 

(  ).  )  =  1 . 3  . 5 .     .  ^  2  À  H-  I  )    pour   ).  :=  I  ,  2,  3,  .  .  .  . 

Considérons  une  fonction  qui  dans  le  À'^™®  intervalle  serait  déflnie 
par  la  formule  f  {[ù)^=  c\  sin(A)j3,  où  les  constantes  C|,  C2,.--î  ^^s^v 
forment  une  suite  décroissante  jusqu'à  zéro.  Cette  fonction  est 
évidemment  continue;  elle  décroit  lorsque  {ù  s'approche  de  zéro,  en 
présentant  une  infinité  de  maxima  et  de  minima  d'amplitude  dé- 
croissante et  nous  supposons  que,  pour  (5  =  0,  elle  ait  la  va- 
leur zéro.  Pour  reconnaître  maintenant  si  la  série  de  Fourier,  qui 
pour  toutes  les  autres  valeurs  représente  la  fonction,  la  représente 
aussi  pour  (B  =  o,  il  faut  former  cette  série  et  obtenir  la  limite  de 


l'intégrale 


]Nous  allons  faire  voir  que  cette  intégrale  ne  converge  pas.  Pour 
cela  nous  attribuerons  seulement  à  k  les  valeurs  égales  à  (fji),  où  fji 
croîtra  indéfiniment.  Partageons  l'intégrale  en  intégrales  partielles 
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relatives  aux  intervalles  précédents 

sin  '  y-VS 


/     -^  ''  '     sin5 
•^'   /  ^'  '  '       sin  3  ■    /  sin  3 

V'  z'^"—''  .  sinfy.\5  T''  .  sin   v,   'b 

-r-      y    c,    \  sini/   ^ — -^—(li^'C,    I     sin(i!5 — ^—-^(E 

/  i      '  I  ^    '        sm  îi  J  sin  3 


Nous  allons  étudier  séparément  ces  quatre  parties.  La  première 
intégrale  sera  divisée  en  intégrales  partielles  telles  que  dans  cliacune 
d'elles  sin(u  -f-  i)  {3  conserve  son  signe.  Il  i^ésulte  alors,  de  l'applica- 
tion d'un  tliéorème connu surles  valeursmoyennes,  quel'intégralene 


'^^'sin(,y.);3 


peut  pas  être  plus  grande  que    /       — .'  ^     «p;  c  est  la  quantité  po 
deDiriclilet,  qui  est  elle-même  inférieure  à-  -h  -•  Ainsi  le  premier 

terme  de  J  est  plus  petit  que  c^^^,   (-  +  ^  j?  et   par   conséquent 

s'évanouit  lorsque  [j.  grandit  indéfiniment. 

Pour  une  des  intégrales  de  la  troisième  partie  J'^ ,  on  peut  appli- 
quer la  formule  donnée  plus  haut  (p.  92  ).  On  a,  d'après  cela, 


J  sm  s  77  2        /  p 


où  <yq([i)  désigne  la  plus  grande  oscillation  de  la  fonction  sin(/.)i3 

dans  le  f/^^"'''  intervalle  de  -/— rà  [</  H-  i]  -^— ;  mais,  comme  la  dilfé- 

il"')  ~ 

rence  de  deux  sinus  est  toujours  plus  petite  c[uc  la  dillérence  des 
arguments,  on  a 
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et  par  suite 


/         - 
y- !        2 


Si  l'on  forme  la  somme    >    J>,  on  obtient  pour  la  troisième  partie 

V.  =  ;«— 1 

de  lintégrale  .1  révaluation 


S-'^<-Sl^-7^'SS'- 


>./4-l] 


OU 


c. 


\  ^~:1.    ('"g[^-.'^-']  ^         log[3y.  -  3] 

2  7.  +  I  [  "2  y-  +  '  ]  [  2  7.  —  I  ] 

losr5 


7.9.  ..L2.e/.-4-  l]' 


't'^--'lT^ 


71-^  loor  r  o_  y.    1  ]     ^  ( 


3.  y.  ^  I  [  2  y-  —  I  J  [  2  w.  —  3  ] 

T 


[2--".. ..9-7 
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Il  résulte  de  cette  inégalité  que,  a  croissant  indéfiniment,  la  troi- 
sième partie  SJ-  tend  encore  vers  zéro. 

Yai  employant  la  même  marche,  on  peut  établir  le  même  résultai 


pour  la  qiiatrirmc^  il  nous  reste  donc  seulement  à  étudier  la 
seconde 

/  sin-    t/.  )   ,„ 

■  J  _  sin  p 

Comme  tous  ses  éléments  sont  positifs,  on  a 

J  ^  SUT|3 

(7' 
On  peut  facilement  prouver  aussi  que 

et  l'on  obtient  par  l'addition  de  ces  deux  inégalités 
et  par  conséquent 

J">ir,Jog[2a  +  l]. 

Mais  les  quantités  c,  qui  ne  sont  assujetties  qu'à  devenir  infiniment 
petites  quand  leur  indice  augmente  indéfiniment,  peuvent  néan- 
moins être  telles  que  le  produit  c^  log[;>.  p.  +  i]  devienne  infiniment 
grand.  Cela  arrivera,  par  exemple,  si  l'on  prend 


V  i'>gl'-i.'^-  +  y 


Dans  ce  cas,  la  deuxième  partie  de  l'intégrale  J,  et  par  conséquent 
cette  intégrale  elle-même,  deviendra  iniiuiment  grande  quand  [x 
augmentera  indéfiniment.  Il  est  donc  établi  que  la  série  de  Fourier, 
qui  partout  ailleurs  représente  la  fonction  continue,  ne  converge 
[)lus  pour  ,r  =  o.  , 
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SOMOFF.  —  Theoretische  Mechamk.  T.  I  et  II.  2  vol.  in-8",  417-407  pages, 
1878-1879. 

M.  Alexandre  Ziwct  a  entrepris  de  Iraduire,  du  russe  en  alle- 
mand, l'important  Traité  de  Mécanique  rationnelle  de  SomoH". 
Les  deux  premiers  \  olunies  contenant  la  Cinématique,  l'introduc- 
tion à  la  Statique  et  à  la  Dynamique,  et  la  Statique,  sont  parus  ^ 
c'est  tout  ce  que  l'auteur  a  publié  de  son  vivant,  et  même  un  peu 
plus  :  la  fin  de  la  Statique  a  été  publiée  par  les  soins  de  l'Académie 
des  Sciences,  d'après  un  manuscrit  entièrement  prêt  pour  l'im- 
pression. C'est  à  M.  Somodiils  que  l'on  devra  la  Dynamique,  rédi- 
gée d'après  les  cahiers  de  son  père. 

Somolï" introduit  systémaliquement,  au  début  de  son  Ouvrage, 
la  notion  de  dérivée  géométrique  d'un  segment  de  droite,  notion 
due  à  M.  Tlesal  et  qui  résulte  immédiatement  delà  notion  de  dillé- 
rence  géométrique;  la  vitesse,  les  accélérations  des  divers  ordres 
d'un  point  sont  les  dérivées  géométriques  successives  du  vecteur  de 
ce  point,  regardé  comme  une  fonction  du  temps,  l'origine  des  vec- 
teurs étant  un  point  quelconque.  La  diliërentielle  géométrique,  en 
désignant  la  variable  par  ?,  sera  le  produit  par  dt  de  la  dérivée 
géométrique,  et  l'on  s'élève  facilement  <à  la  notion  de  dillérentielles 
d'ordre  supérieur.  L'analogie  entre  les  dérivées  géométriques  et  les 
dérivées  analytiques  est  complète  tant  que  les  segments  de  droite  («^  ), 
(r),  [w),  ,  .  . ,  fonctions  d'une  variable  t  que  l'on  considère,  n'en- 
trent que  dans  des  expressions  de  la  forme 

a{u)  H-  ^'(<^)  -hc[(v)  +.  .  ., 

où  rt,  Z»,  c,  ...  sont  des  nombres  constants  et  où  le  signe  -h  est  le 
symbole  de  l'addition  géométrique  5  la  dérivée  géométrique  de  cette 
expression  est  alors 

«(«)'+   /^(")'+  C{'^':'+   •  •    •- 

où  (")',  {^)'i  {^'^f-,  •••  sont  les  dérivées  géométriques  des  seg- 
ments («),  (p),  (^v),  ....  Cette  analogie  se  poursuit  plus  loin  quand 
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on  prci\d  pour  produit  de  deux  scgiiieiils  de  droite  [a produit  iiiic- 
rieiir  (d'après  Grassmanii  )  de  ces  deux  quantités,  c'est-à-dire  le 
pi'oduit  des  nombres  qui  mesurent  les  deux  segments  par  le  cosinus 
de  leur  angle;  Somoiï",  comme  iM.  Resal,  emploie  la  dénomina- 
tion de  j)j-o(Iuit  géométrique;  le  produit  géométrique  de  deux 
sommes  géométriques  est  alors  une  somme  analytique  dont  les  élé- 
ments sont  les  produits  géométriques  des  éléments  des  deux  sommes 
géométriques,  et  l'auteur  montre  que  la  formule  relative  à  la  dérivée 
d'un  produit  de  deux  facteurs  s'étend  aux  produits  géométriques. 
Dans  cette  ibrmule,  la  dérivée  du  produit  est  une  dérivée  analytique  ; 
la  somme  par  laquelle  elle  est  exprimée  est  une  somme  analytique 
dont  les  éléments  sont  les  produits  géométriques  d'un  facteur  par 
la  dérivée  géométrique  de  l'autre;  cette  formule  conduit  immédia- 
tement à  l'extension  de  la  règle  de  Leibnitz  pour  la  déiivée  «"^""^ 
d'un  produit. 

Une  autre  analogie,  signalée  depuis  longtem])s  par  Mobius 
\^Ueher  die  jdwronoiuisclie  Deutung  des  Taj  lor'schen  Theorein, 
[Journal  de.  Crelle,  t.  36,  p.  91)],  et  dont  SomolF  tire  un  grand 
parti,  concerne  le  sens  géométrique  cpi'on  peut  attribuer  à  la 
série  de  Taylor  appliquée  à  un  segment  de  droite,  fonction  d'une 
variable,  en  regardant  les  dérivées  qui  figurent  dans  cette  série 
comme  des  dérivées  géométriques  et  les  signes  -f-  comme  des  signes 
d'addition  géométrique.  Par  exemple,  le  déplacement  d'un  point 
m  pendant  le  temps  t  peut  être  regardé  comme  la  somme  géomé- 
trique (indéfinie)  d'une  suite  de  déplacements  eilectués  dans  la 
dii'ection  de  la  vitesse  v  et  des  accélérations  l'i,  t'o,  .  .  . ,  r„,  .  .  . ,  et 
dont  les  valeurs  sont  respectivement 


C'est  en  partant  de  ces  diverses  notions  que  l'auteur  établit  les  for- 
mules relatives  aux  vitesses,  aux  accélérations,  à  la  courbure,  à  la 
torsion,  et  qu'il  ol)tient,  en  particulier,  les  expressions  des  projec- 
tions sur  la  tangente  à  la  trajectoire,  la  normale  principale  et  Taxe 
du  plan  osculateur  du  déplacement  d'un  point  mobile;  il  en  déduit 
l'expression,  poussée  jusqu'aux  termes  vlu  cinquième  ordre,  de  la 
corde  en  fonction  de  l'arc. 

Si  l'on  considère  un  segment  de  droite  f|ui  dépende  de  deux  va- 
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riables,  ou  aura  à  cousidérer  les  clérivces  géométriques  relatives  à 
ces  deux  variables,  les  didéreatielles  totales  géométriques,  etc. Le 
théorème  relatif  à  l'interversion  de  l'ordre  des  diiïerentiations  sub- 
siste. On  peut,  de  même,  considérer  des  variations  géométriques. 
Dans  un  intéressant  Chapitre,  l'autour,  en  se  plaçant  à  ce  point  de 
vue,  établit  les  propriétés  fondamentales  des  lignes  géodésiques  et 
des  brachistochrones. 

On  désigne  sous  le  nom  àv  fonction  d'iui  point  ni  toute  quan- 
tité qui  dépend  de  I4  position  de  ce  point  ni.  Le  lieu  des  points  pour 
lesquels  une  telle  fonction  est  constante  est  mie  surface  de  niveau. 
V  étant  une  fonction  du  point  ni  et  A\'  la  dilférence  des  valeurs  de 
la  fonction  V  pour  les  positions  voisines  iNI,  M'  du  point  M,  le 

aV 
rapport ,■>  quand  M'  se  rapproche  du  point  M  de  façon  que  la 

droite  MM'  tende  vers  une  certaine  limite,  tend  lui-même  vers  une 

certaine  limite  -7-  qui  est  dite  la  dérivée  de  la  fonction  V  relative- 

as    ^ 

ment  au  déplacement  infiniment  petit  <Is.  Quand  la  direction  de  ce 
déplacement  se  confond  avec  la  direction  normale  à  la  surface  de 
niveau,  cette  dérivée  n'est  aulre  que  le  pavanictre  dijjérenliel  du 
premier  ordre  de  la  fonction^  (d'après  Lamé).  Somotf  emploie 
simplement  le  mot  de  paramètre  et  regarde  ce  paramètre  comme  un 

sesiment  de  droite  dont  la  valeur  Pesté" aie  à  -7— et  dont  la  direction 

*=  '^  du 

est  celle  de  la  normale.  On  a,  d'ailleurs,  la  relation 

l--=zPcos(P,  (h). 
as 

Si  l'on  a  affaire  à  une  fonction  ^  =:^  fi^q)  d'une  fonction  q  d'un 
point  7?z,  sou  paramètre  est  le  produit  du  paramètre  de  la  fonction  q 
par  la  dérivée  /'(</)  ;  pour  une  fonction  composée 

où  entrent  plusieurs  fonctions  d'un  même  point,  le  paramètre  est 
la  somme  géométrique  des  paramètres  partiels  de  cette  fonction 
par  rapport  aux  variables  q^^  q^^^q-^^  .... 

L'auteur  donne  différentes  applications  de  ces  théorèmes  et  traite 
des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  les  plus  usités. 


iio  l' lUwM 1 1: i\ j:  PAUTii-:. 

QuaiicJ  ]«-'S  trois  surfaces  de  niveau  (7,,  </2,  q-i  qui  détcrmiuenl  la 
position  d'un  point  m  ne  sont  pas  orthogonales,  il  y  a  lieu  de  con- 
sidérer, outre  le  trièdre  des  trois  tangentes  aux  courbes  (/3</-2,  (j \  yg, 
<hi(j\^  le  trièdre  supplémentaire  formé  par  les  trois  normales.  L'au- 
teur donne  les  formules  cpii  permettent  de  passer  d'un  trièdre  à 
l'autre:  il  est  amené  à  introduire,  outre  les  paramètres  dilïéren- 
tiels  //|,  //o,  //.i  relatifs  aux  trois  surfaces  de  niveau,  les  parnmHres 
réciproques  Oi ,  a-2i  03  5  a, ,  par  exemple,  est  l'inverse  de  la  dérivée 
de  la  coordonnée  c/,  relativement  à  un  déplacement  suivant  la  tan- 
gente à  la  courbe  ys^/o.  Ce  paramètre  réciprocpie  est  regardé 
comme  un  segment  porté  sur  la  même  tangente.  Dans  le  cas  d'un 
système  orlliogonal,  les  deux  paramètres,  direct  itl  réciproque,  qui  se 
correspondent  ont  des  valeurs  dont  le  ])roduit  est  eiïectivement 
égal  à  +  I.  Le  carré  de  la  vitesse  d'un  point  ni  peut  se  mettre  sous 
la  forme 


où  rt/<7;.  désigne  le  produit  géométrique  des  deux  paramètres  réci- 
]>roques  et  où  //',-,  y',  sont  les  dérivées  de  y/,  y,-  par  rapport  au 
temps.  Somoll  donne  les  expressions  des  projections  et  des  com- 
posantes de  la  vitesse  et  des  accélérations  des  divers  ordres  relati- 
vement aux  deux  systèmes  d'axes  précédemment  définis,  et  en 
déduit  les  formules  relatives  à  la  courbure.  8i  l'on  considère  un 
point  mobile  et  une  fonction  de  ce  point,  ses  paramètres  peuvent 
être  regardés  comme  des  segments  de  droite  fonctions  du  temps. 
Somoll"  domie  les  expressions  des  projections  de  ces  quantités  et  de 
leurs  dérivées  géométriques  sur  les  normales  aux  trois  surfaces  de 
niveau  dont  l'intersection  détermine  le  point  considéré. 

Tout  ce  qui  précède  concerne  la  Cinématique  du  point,  qui,  d'ail- 
leurs, occupe  la  partie  la  plus  importante  de  l'Ouvrage 5  l'auteur 
traite  ensuite,  au  double  point  de  vue  de  la  Géométrie  et  de  l'Ana- 
lyse, le  mouvement  d'un  système  de  forme  invariable  et  développe 
les  belles  propriétés  relatives  au  complexe  linéaire  qui  corresjîond 
à  chaque  système  de  vitesses,  aux  deux  surlaces  réglées  qui  sont 
les  lieux  des  axes  instantanés  du  mouvement  hélicoïdal  dans  l'es- 
pace et  dans  le  système  mobile,  aux  accélérations  des  divers  ordres. 
L'étude  du  dé[)lacement  fini  d  un  système  de  forme  invariable  qui  a 
un   point  iixe  lui  [)ermet  d'ii.tioduiic  d'une  façon  simple  les  ti'ois 
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paramètres  X,  a,  v,  au  moyen  desquels  on  peut,  comme  O.  Tlo- 
driijues  l'a  montré,  exprimer  rationnellement  les  neuf"  cosinus 
directeurs  de  trois  directions  rectangulaires,  et  qui  peuvent  ainsi 
remplacer,  en  donnant  plus  de  symétrie  aux  lormules,  les  trois 
angles  d'Eulcr.  Les  composantes  /),  //,  /■  de  la  vitesse  angulaire  d  un 
système  de  forme  invariable  qui  se  meut  autour  d'un  point  llxe 
s'expriment  simplement  au  moyen  de  ces  quantités  et  de  leurs  déri- 
vées par  rapport  au  temps,  comme  au  moyen  des  angles  d'Euler  et  de 
leurs  dérivées,  Entîn  le  dernier  Cliapitre  concerne  l(;s  mouvements 
relatifs  et  contient  la  généralisation  du  théorème  de  Coriolis  pour  les 
accélérations  d'ordre  quelconque.  La  démonstration  de  ce  théorème 
généralisé  que  donne  Somoll  est  extrêmement  simple  *,  c'est  une 
suite  immédiate  de  la  signification  cinématique  donnée  par  Mobius 
à  la  série  de  Tavlor. 

L'Introduction  à  la  Statique  et  à  la  Dynamique  se  lapporte  à  la 
Géométrie  des  masses. 

Se  plaçant  à  un  point  de  vue  indiqué  par  Cauchy  [Exercices 
d' analyse  et  de  Phjsiciue  ninthénialique,  t.  11,  p.  188),  l'auteur 
donne  au  mot  Jiias.se  une  signification  très  générale.  Etant  données 
une  portion  d'espace  E  à  une,  deux  ou  trois  dimensions  et  une 
autre  quantité  m  ayant  une  valeur  déterminée  quand  la  quantité  E 
est  elle-même  déterminée  et  s'annulant  en  même  tenqis  qu'eUe,  la 
quantité  ui  est  regardée  comme  une  masse  dont  l'espace  est  Ej 
ainsi  le  temps  pendant  lecpiel  un  mobile  décrit  une  portion  de  sa 
trajectoire  peut  être  regardé  comme  la  masse  de  cette  ])ortion  de 
trajectoire,  etc.  Si  AE  est  une  portion  de  l'espace  E  dont  toutes  les 
dimensions  soient  infiniment  petites,  et  A;?i  la  valeur  correspon- 
dante de  la  masse,  la  limite  du  rapport  —  est  la  densité  au  point 

entouré  par  AE^  dans  l'exemple  précédent,  la  densité  en  un  point 
serait  l'inverse  de  la  vitesse.  En  désignant  la  densité  en  un  point 
de  E  par  0,  la  masse  vi  est  représentée  par  l'intégrale 

m  —-  Jù  f/E, 

étendue  à  tous  les  points  qui  constituent  l'espace  E.  L'auteur  est 
ainsi  amené  à  donner  diverses  formules  concernant  les  intégrales 
étendues  à  tous  les  points  d'une  ligne,  d'une  surface  ou  d'un 
volume. 
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De  niùînc  que  l'on  considère  des  dérivées  géométriques,  ou  peut 
aussi  considérer  des  iiitégvdlcs  géométriques.  Si  (//)  désigne  un 
segment  de  droite  dont  la  grandeur  et  le  sens  soient  déiinis  pour 
chaque  point  de  l'espace  E,  l'intégrale  géométrique 

sera  la  limite  de  la  somme  géométrique 

2(«)  AE, 

étendue  à   toutes  les  positions  AE  de   l'espace  E,  et  le  segment  de 
droite 


k  f'^"^'^^ 


sera  la  moyenne  des  segments  [ii)  poui'  l'espace  E.  Si  [a)  désigne 
le  rayon  vecteur  qui  joint  le  pôle  O  à  uu  point  de  l'espace  E  en- 
toiii'é  par  l'élément  de  masse  diu^  rexj)ression 


'•)  =  ,7j  [u)^l"i. 


où  l'intégrale  géométrique  est  étendue  à  tous  les  points  de  l'es- 
pace E,  définit  un  segment  OC  dont  l'extrémité  C  ne  dépend  pas 
du  pôle  O  et  n'est  autre  que  le  centre  de  masse  de  E. 

Après  la  théorie  des  centres  de  gravité,  l'auteur  développe  celle 
des  moments  d'inertie. 

11  s'occupe  ensuite  des  formules  relatives  à  la  variation  de  la 
niasse  m  contenue  dans  une  portion  d'espace  E,  où  la  densité  p  en 
un  point  ÎM  est  une  fonction  continue  du  point  IM  et  d'une  variable  t 
qui  sera,  si  l'on  veut,  le  tenqis.  Si  l'on  suppose  que,  lorsque  t 
varie,  les  éléments  de  la  masse  ni  se  meuvent  sans  se  séparer,  de 
façon  à  constituer  à  (diaque  instant  une  portion  continvie  d'espace 
analogue  à  E,  la  masse  /?/,  pendant  uu  intervalle  de  temps  Ot,  su- 
bira un  accroissement  onr^  s'il  s'agit,  par  exemple,  d'un  volume, 
rapporté  à  des  coordonnées  quelconques  <-/,,  q-^^  //.-j,  dont  la  valeur 
au  lenqis  /  soit  donnée  par  1  intégrale 
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<ilciidiie  à  tous  les  points  de  l'espace  E,  la  masse  élaut 

railleur  établit  directement,  sans  le  secours  du  calcul  de:^  variations, 
les  formules 


3m 


r  . 

r=:     I  MOI 


()  '  '.)  0  7 ,  )  à 


0  V  =^ 


f\  ai  '>'3f/i)     ^     (){mo.-j.>)     .     <)(/'>  or/ .,  ) 


à 'Il 


ùrj. 


()q,  0^3 

>'Ji      J 


OÙ  les  d  correspondent  aux  variations  du  temps.  Si  l'on  suppose 
que  les  dimensions  du  volume  V  entourant  le  point  M  décroissent 
indéfiniment,  l'expression 


lim  —  — - 
V   ôc 


d  {  ''>  7',  )  à  I  M  q\  )  d  {  o)  r/  ,  ) 


_     à(/i 


dq. 


'h     J 


est  la  dilatation  cubique  au  point  AI 5  yi,  c/',,  (/'^  désignent  les  déri- 
vées de  <yi,<72,'/3  p'ir  rapport  <à  t. 

Si,  maintenant,  le  mouvement  est  tel  que  la  vitesse  de  chaque 
point,  à  l'époque  f,  soit  le  paramètre  ditlércntiel  d'une  certaine 
fonction  (Jj  de  ce  point,  en  posant 


et 


Q  =  \l[h,.lls]'fr'fs. 


où  (yhrhs)  désigne  le  produit  géométrique  des  paramètres  A, cl  Jig 
des  (onctions  y,,  et/7,;,  on  aura 

d& 
'J>'^  Tir' 

et  l'expression 


A,»  z=  liin 


T    av 


ô 


00 


r)rt 


ô<ii 


àq. 


"SI 

h.    J 


sera  le  paramètre  différentiel  du  second  ordre  de  la  fonction  de 
point  'i>-,  c'est,  en  coordonnées  quelconques,  ce  que  devient  l'exprès- 
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SlOll 

relalive  aux  coordonnées  rectangulaires.  L'auleur  donne  les  l'or- 
niules  analogues  pour  les  surfaces. 

Les  fonctions  cp,  pour  lesquelles  on  a  Aof  ^  o,  sont  les  fonctions 
ther/noniét/i(/ues  de  Lamé,  et  les  surfaces  de  niveau  sont  les  surfaces 
isothenniques,  dont  Somof  développe  les  propriétés  les  plus  essen- 
tielles. 

Il  traite,  en  particulier,  de  la  fonction  potentielle 


/ 


dm 
r 


qui  possède  le  caractère  des  fonctions  thcrmométriques  pour  les 
points  extérieurs  au  volume  correspondant  à  l'intégrale^  le  retour  à 
la  définition  qu'il  a  donnée  précédemment  lui  permet  d'établir  la 
formule 


Cdm  , 


pour  les  points  intérieurs  au  volume  considéré.  La  fin  de  cet  im- 
])ortant  Chapitre  est  consacrée  à  l'établissement  des  formules  de 
Green. 

Nous  arrivons  à  la  Statique.  L'auleur  regarde  comme  causes  du 
mouvement  Vinertie  et  les  forces,  celles-ci  étant  considérées 
comme  des  causea  extérieiwcs  aux  points  sur  lesquels  elles  agissent. 
Une  force  qui  agit  sur  un  point  ne  peut  en  modifier  instantanément 
la  vitesse:  elle  est  cause  des  accélérations  de  ce  point.  Quand  le 
mouvement  d'un  point  est  composé  de  plusieurs  mouvements,  il  est 
le  résultat  de  causes  qui,  en  agissant  indépendamment,  produiraient 
les  mouvements  composants  et  réciproquement.  Telle  est  la  forme 
que  donne  Somolf  aux  définitions  et  aux  postulats  expérimentaux 
de  la  Mécanique. 

Quand  vm  point,  à  l'époque  f,  a  la  vitesse  v  et  les  accéléra- 
lions  u,^  u-2,  '  .  .  1  on  a  vu  en  Cinématique  que  son  mouvement  pen- 
dant l'instant  suivant  x  pouvait  être  regardé  comme  composé  de 
mouvements  élémentaires  rectilignes  dont  les  directions  sont  celles 
des  droites   {r\  (»--,),    (l'a),  .  .  .  ,  les   rliemins   parcourus  pendant 
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l'intervalle  r  étant 

2  2  .  û 

les  causes  du  mouvement  pendant  l'intervalle  t  doivent  donc  être 
regardées  comme  l'ensemble  des  causes  qui  produiraient  ces  mou- 
vements élémentaires. 

Si,  maintenant,  on  considère  un  point  matériel  partant  du  repos, 
sur  lequel  agissent  successivement  deux  forces,  il  aura  dans  le  pre- 
mier mouvement  des  accélérations  Ci,  t'o,  ('3,  ...  et  dans  le  second 
des  accélérations  «i,«2j  "35  •■■'•,  pendant  l'intervalle  de  temps  t,  le 
premier  mouvement  pourra  être  regardé  comme  composé  des  mou- 
vements élémentaires  rectilignes 


T, 


et  le  second  comme  composé  des  mouvements  rectilignes 


d'après  le  postulat  invoqué  précédemment,  le  mouvement  produit 
par  l'ensemble  des  deux  forces  pourra  être  regardé  comme  com- 
posé des  mouvements  rectilignes 

2  2  .  J 

le  signe  +  désignant  l'addition  géométrique.  Ainsi,  les  accélérations 
du  mouvement  produit  par  les  deux  forces  agissant  simultanément 
seront  les  sommes  géométriques  des  accélérations  correspondantes 
produites  par  les  deux  forces  agissant  séparément.  Une  force  est 
dite  constante  c[uand  les  accélérations  qu'elle  produit  sont  con- 
stantes en  grandeur  et  en  direction;  mais,  les  accélérations  du 
second  ordre,  du  troisième  ordre,  etc.,  étant  les  dérivées  géomé- 
triques de  l'accélération  du  premier  oixlre,  elles  sont  nécessaire- 
ment nulles.  Si  deux  forces  constantes  agissent  séparément  sur  un 
même  point,  elles  peuvent  être  regardées  comme  des  grandeurs 
proportionnelles  aux  accélérations  qu'elles  lui  communiquent,  d'où 
la  notion  de  masse.  Enfin,  si  sous  l'influence  d'une  force  variable 
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un  point  Je  niasse  m  a,  à  l'époque  t,  les  accélérations  Cj,  Co,  . .  . , 
les  causes  de  son  mouvement  pendant  l'intervalle  suivant  t  sont 
l'inertie   d'une   part  et  de  l'autre  les  causes  qui   produiraient   les 

mouvements  -v,  --,  — -  i'oT%  ....  La  force  constante  niv'i  prodiii- 

rait  le  premier  de  ces  jnouvements;  on  convient  de  la  regarder 
comme  la.  valeur,  au  temps  f,  de  la  force  variable  qui  agit  sur  le 
point.  Somoil'  propose,  pour  les  quantités  mi'o,  mu^^  ...,  qui 
en  sont  les  dérivées  géométriques  successives,  les  noms  d'e^'orts 
du  premier,  du  second  ordre,  etc. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux  forces  qui  admettent  un 
potentiel  et  à  l'étude  particulière  de  ce  potentiel  dans  le  cas  de  la 
loi  de  Newton  :  l'auteur  avait  déjà  touché  quelques  points  de  cette 
étude,  dans  un  Chapitre  précédent,  rà  propos  du  paramètre  dilïéren- 
tiel  du  second  ordre  d'une  fonction  de  point  et  des  fonctions  iher- 
mométriques.  11  traite  avec  quelques  détails  de  l'attraction  d'un 
ellipsoïde  sur  un  point-,  l'étude  de  l'attraction  d'un  cylindre  lui 
fournit  la  notion  du  potentiel  logarithmique  dont  il  avait  aussi  traité 
précédemment;  enfin  il  établit  le  théorème  de  Lejeune-Dirichlet 
sur  les  conditions  qui  permettent  de  reconnaître  qu'une  fonction 
donnée  est  le  potentiel  d'une  masse  donnée.  La  fin  du  Chapitre  est 
consacTée  à  l'étude  de  l'attraction,  suivant  la  loi  de  jNevs^ton,  par 
une  masse  distribuée  sur  une  surface,  et,  en  particuliei-,  à  l'analyse 
des  travaux  de  Gî  cen  sur  ce  sujet. 

Les  quatre  derniers  Chapitres  concernent  la  réduction  des 
forces  appliquées  à  un  corps  solide,  les  conditions  d'équilibre  et  les 
propositions  de  Géométrie  qui  se  rapportent  à  cette  théorie. 

L'auteur  introduit  d'abord  la  notion  de  travail  et  démontre  le 
théorème  suivant  : 

Le  vccteiw  principal  (Hauptvcctor),  le  moment  principal 
(llauptmoment)  et  le  iravail  total  de  toutes  les  forces  relative- 
ment à  tous  les  déplacements  d'un  système  de  poitits  t/ui  laissent 
im>ariahles  les  distances  mutuelles  des  points  d' application  des 
forces,  sont  ijidêpendants  des  forces  intérieures  qui  obéissent  à  la 
loi  de  l'action  et  de  la  réactioii. 

Le  vcîcteur  principal,  pour  une  origine  O,  est  la  somme  géomé- 
trique des  forces   agissant  sur  le  svstème  de  points,  à  laquelle  on 
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allribue  le  point  O  pour  origine;  le  moment  piincipal  estlasomnie 
géométrique  des  moments  de  toutes  les  forces  par  rapport  au  même 
point  O. 

Il  établit  ensuite  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
l'équilibre  d'uu  système  de  forces  appliquées  à  un  système  quel- 
conque de  points  consiste  en  ce  que  le  travail  de  toutes  les  forces, 
tant  extérieures  qu'intérieures,  soit  nul  pour  tous  les  déplacements 
possibles  et  que,  pour  l'équilibre  d'un  système  de  points  liés  inva- 
riablement les  uns  aux  autres,  il  faut  et  il  suffit  pour  l'équilibre 
que  le  vecteur  principal  et  le  moment  principal  de  toutes  les  forces 
soient  nuls.  Il  donne  ensuite  les  formules  relatives  aux  conditions 
d'équilibre  et  au  complexe  linéaire  qui  correspond  à  tout  système 
de  forces. 

Les  équations  d'équilibre  sont  au  nombre  de  six  ;  on  peut,  dans  ces 
équations,  mettre  en  évidence  les  grandeurs  des  forcesetles  coordon- 
nées de  leurs  lignes  d'action.  Si  le  nombre  Ji  des  forces  est  inférieur 
à  six, on  obtiendra,  par  l'élimination  des  nondjres  qui  les  mesurent, 
6  —  «  +  I  équations  de  condition  entre  les  coordonnées  des  lignes 
d'action 5  en  regardant  l'une  de  ces  lignes  comme  inconnue,  on  ob- 
tient les  équations  d'autant  de  complexes  linéaires  passant  par  les 
autres  lignes  d'action  et  auxquels  doit  appartenir  la  ligne  d'action 
inconnue  \  en  outre,  en  supposant  toujours  n  —  i  des  lignes  d'action 
données,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  les  grandeurs  des 
ti  forces  pour  que  l'équilibi-e  ait  lieu.  L'auteur  traite  ce  problème 
pour  les  cas  de  u  =  2,  3,  4^  ^1  ^  ^^  développe  une  suite  de  théo- 
rèmes empruntés  en  partie  à  la  Slalu/ae  de  _Mubius.  Puis  viennent 
l'étude  des  systèmes  équivalents,  la  réduction  des  forces  à  deux  ou 
à  une  force  et  un  couple  et  les  propriétés  géométriques  qui  dépen- 
dent de  cette  réduction.  EnCn  le  dernier  Chapitre  est  consacré  à 
l'étude  de  la  façon  dont  varie  le  moment  principal  d'un  système  de 
forces  pour  une  origine  située  dans  le  corps  cjuand  on  déplace  le 
corps  et  que,  les  points  d'application  des  forces  restant  les  mêmes 
points  du  coi-ps,  ces  forces  conservent  la  même  grandeur  et  lamème 
direction  dans  l'espace.  J.   T. 
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MÉRAY  (C.)-  —  Observations  sur  deux  points  du  calcul  des  variations  (' ). 

En  premier  lieu,  l'auteur  établit  d'une  façon  plus  simple  et  plus 
régulière  qu'on  ne  le  lait  liabiluelleinent  la  formule  qui  donne  la 
variation  d'une  intégrale  définie.  Voici  maintenant  le  second  point. 

La  variation  de  l'intégrale,  que,  pour  lixer  les  idées,  on  suppose 
dépendre  d'une  seule  fonction  indéterminée  j"  de  la  variable  d'in- 
tégration a?,  étant  mise  sous  la  forme 


■I 


dxliSy, 


où  A  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  ôxo,  'îj  05  ^^  '„  1  dxi , .  .  . 
et  B  une  fonction  composée  de  ^,7  ,  j  ',  •  .  . ,  on  dit  que  la  nullité 
indéfinie  de  cette  variation  entraine  les  conditions  séparées 

A  =  (),      B  ^:  o, 

])arce  cjue  la  détermination  préalable,  en  fonction  du  paramètre  a, 
des  valeurs  aux  limites  de  x^j^  j', .  •  •  1  qui  entrent  dans  A  par 
elles-mêmes  et  par  leurs  variations  n'en  laisse  pas  moins  7  fonction 
indéterminée  de  x  et  de  a  dans  l'intervalle  Xo,  x^ .  C'est  ce  raison- 
nement c]ue  criticjue  M.  iMérav.  Pour  avoir  alî'aire,  sous  le  signe  J', 
à  une  fonction  cjui  ne  soit,  elle  et  ses  />o  —  i  ou  /.  1  — i  premières  dé- 
rivées, soumise  à  aucune  condition  relative  aux  limites  x^  et  X),  il 
substitue  à  y  la  fonction 

j  =  II  +  f.r  —  .ro)^o  (x  —  .r.Yrr., 

H  étant  une  fonction  de  X  et  de  .ro,j  o,j) 'y, .  .  .  ,j)'yr^_,,  Xj,  i  (,  ^', , .  .  ., 
j)  j'~'  c^ui  satisfasse  aux  conditions  extrêmes  et  v]  étant  une  lonctiou 
de  X  et  de  a  complètement  arbitraire^  alors  la  variation  prend  la 
forme 

A'  +    /        dx  [  X  —  .To  ) ^-0  (  .r  —  .ri  ) ^-i  B'  ffr. , 

et  le  raisonnenicuL  habituel  montre  en  toute  rigueur  que  l'on  doit 

('}   Annales  de  l'Ecole  lYor/iiale  supericuie.  1.   VI,  p.   187-T92. 
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avoir 

B'  =  o  ; 

puis  la  substitution  inverse  efiTectuée  clans  cette  dernière  équation, 
regardée  comme  identique,  entraine 

B  =  o. 


IIOCHHEIM  (D""  Adolf),  Professer.  —  Al  Kâfî  fil  IIisâb  (Geniigendes  liber 
Aritlimetik)  des  Abu  Bdkii  Mi-haauied  Biîx  Aluuseix  Alkarkiiî  nach  der 
aiifder  herzoglich-golhaisciien  Sclilossbibliolhek  befindlichen  Handschrift.  III. 
—  Magdeburg,  Baensch.  28  pages. 

Le  Bulletin  a  donné  l'analyse  (  '  )  des  deux  premières  Parties  de 
celte  utile  publication.  Cette  troisième  Partie  contient  la  (in  delà  Géo- 
métrie, la  détermination  du  volume  des  pyramides,  des  cônes  et  des 
tioncs  de  cônes,  ainsi  qu'une  Introduction  à  la  pratique  des  nivelle- 
nientsà  l'aide  d'instruments  simples.  Mais  avec  le  Chapitre  LIV  com- 
mence une  Section  entièrement  nouvelle;  à  l'Arithmétique,  traitée 
exclusivement  jusqu'ici,  succède  l'Algèbre,  et  cela  avec  un  mode 
d'exposition  qui  nous  offre  encore  plus  d'intérêt  que  la  nature 
propre  du  contenu.  Le  déguisement  géométrique  sous  lequel  les 
mathématiciens  précédents,  jusqu'à  Alkharezmi,  présentaient  tou- 
jours les  problèmes  d'Algèbre  est  maintenant  supprimé  ;  les  ques- 
tions sont  actuellement  tiaitées  par  le  pur  calcul.  L'auteur  enseigne 
pour  la  première  fois  la  multiplication  et  la  division  des  monômes 
rationnels  et  irrationnels,  puis  la  combinaison  des  sommes  algébri- 
ques par  les  quatre  règles^  il  trouve  aussi  l'occasion  déplacer  la  som- 
mation des  progressions  arithmétiques.  Ensuite  l'auteur  passe  à 
VAldjabr  proprement  dite;  il  traite  des  équations  du  premier  et  du 
second  degré,  et  il.  applique  les  méthodes  trouvées  à  des  problèmes 
concrets.  Ces  problèmes  présentent  un  intérêt  varié  pour  l'histoire 
des  mœurs  arabes.  En  dernier  lieu,  nous  rencontrons  aussi  cei*- 
taines  questions  gé(jmétriques,  du  genre  de  celles  queriiistoriencon- 


(')  2»  série,  t.  II,  p.  2.]n,  et  t.  III,  p.   '178. 


,,,r.  PHEMli:ilH   PAKTli:. 

liait  déjà  cV^piès  les  écrits  des  mathéiuatieieus  biiidoiis  liraiiiegupta 

et  Bhascara  Acliarya. 

Tous  les  amis  des  reclierehes  historiques  sauront  gré  à  l'auteur 
de  cette  édition  allemande  d'avoir  si  vaillamment  poursuivi  l'œuvre 
commencée  par  son  coujpatriote  Woepcke,  l'illustre  traducteur  du 
Fakhii.  S.  G. 


MÉLANGES. 

ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  SUR  LES  PERCUSSIONS  ET  LE  CHOC  DES  CORPS; 
Par  m.  g.  DVRBOUX. 

En  1874,  j'iii  présenté  cà  l'Académie  des  Sciences  les  principaux 
résultats  d'une  étude  sur  le  clioc  des  corps  (voir  Comptes  rendus 
des  séances  de  r ^'Icadéuiie  des  Sciences,  t.  LXXMII,  p.  M^i, 
ijSq,  i64j,  1767)  5  je  me  propose  de  reprendre  ici  cette  étude,  en 
développant  plusieurs  résultats  qui  n'avaient  été  qu'indiqués  dans 
mes  Communications  antérieures  et  en  ajoutant  dillérentes  propo- 
sitions qui  me  paraissent  nouvelles. 

I.  —  Des  percussions. 

Considérons  un  point  matériel  de  masse  /??,  soumis  à  l'action  de 
dillérentes  forces.  Soient  .r,  y^  z  les  coordonnées  de  ce  point  à 
l'instant  f ,  Vxi  '^y-,  »';  les  composantes  de  la  vitesse  au  même  instant, 
X/,  Y,-,  Z;  celles  de  l'une  quelconque  des  forces  qui  agissent  sur  le 
point.  On  aura  les  équations 


m  — — 
dt 

=:Xi+. 

.  +  x„, 

dv,. 
m       - 
dt 

=:Y,+  . 

•  +  ^'«. 

dv. 

m  --- 

dt 

=  Z,+  . 

•  +  z„, 

et,  par  couséquent,  si  l'on  désigne  par  <'o,r,  t'0,5  t'o-  les  composantes 


MELANGES. 

(le  la  vitesse  du  uiol)iI(;  à  riiislanl  o,  ou  aui'a 


/m\ 


rti  ri' 


Ces  équalious  peuvent  s'interpréter  de  la  manière  suivante. 
Appelous.  avec  dillércîits  auteurs,  impulsion  de  la  (orce  X,  Y,  Z 
la  cpiantité  géométrique  dont  les  composantes  sont 

/     X.//,        /    Xdt,        j     Z'/f- 

les  équations  (2)  donueront  lieu  au  tliéorème  suivant  : 

L' accroissement  géométrique  de  la  (juantité  de  mouvement  du 
point  matériel  dans  un  intervalle  de  temps  fini  ipielconque  est 
égal  à  la  somme  géomélri(jue  des  impulsions  des  forces  cjui 
agissent  sur  ce  point  pendant  l'intervalle  de  temps  considéré. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  si  des  forcées  agissent  sur  un  point 
matériel,  et  si  l'on  connaît  seulement  leurs  impulsions  dans  un 
intervalle  de  temps  donné,  on  pourra  déterminer  l'accroissement 
géométrique  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  sur  lequel  elles 
agissent,  et  par  conséquent,  si  l'on  connaît  la  masse  et  la  vitesse 
initiale  du  point,  on  obtiendra  en  grandeur  et  en  direction  la  vi- 
tesse finale.  Mais  il  importe  de  remarquer  que  l'on  n  aura  aucune 
notion  sur  la  position  de  ce  mobile  à  l  instant  final. 

Imaginons  maintenant  que  l'intervalle  de  temps  pendant  lequel 
les  forces  agissent  devienne  de  plus  en  plus  petit,  mais  crue  les 
impulsions  de  quelques-unes  des  forces  conservent  une  valeur 
finie ,  ce  qui  exige  que  ces  forces  deviennent  de  plus  en  plus 
grandes  :  le  cliangement  de  vitesse  se  produira  dans  un  intervalle 
de  temps  d(îplus  en  plus  court,  mais  il  sera  toujours  fini.  D'ailleurs, 
si  l'on  suppose  que  les  impulsions  des  forces  relatives  à  tout  inter- 
valle de  temps  compris  dans  celui  que  nous  considérons  demeurent 
inférieures  à  des  grandeurs  fixes,   les  changements   de  vitesse  du 


128  PREiMIERE  PARTIE. 

point  matériel  demeureront  finis  et  le  déplacement  du  point  maté- 
riel deviendra  de  plus  en  plus  petit  quand  l'intervalle  de  temps 
diminuera. 

En  elï'et,  réduisons  toutes  les  forces  à  une  seule  dont  les  compo- 
santes à  l'instant  ô  soient  Xe,  Y^,  Zj,  et  considérons  la  projection  du 
mouvement  sur  l'axe  des  x  par  exemple.  On  a 

X  —  ,r^ — (•(,^,?=    I     (1^    j     XfjdO. 

«^O  «     0 

Nous  supposons  que    l'impulsion    i     X^dO  demeure,  quel  que 

soit  9,  inférieure  à  un  nombre  fixe  M.  On  aura  donc  en  valeur  ab- 
solue 


Md9 
ou 


et,  par  conséquent,  x  —  x^  diminuera  quand  l'intervalle  de  temps 
deviendra  de  plus  en  plus  court  (  '  ). 


(')  Nous  introduisons,  on  le  voit,  une  condition  qui,  d'habitude,  n'est  pas  énoncée 
explicitement  :  c'est  que  l'impulsion  de  la  force  dans  une  partie  quelconque  de  l'in-' 
tervalle  de  temps  considéré  demeure  inférieure  à  une  grandeur  fixe  quand  l'inter- 
valle de  temps  diminue.  Cette  condition  est  toujours  satisfaite  dans  les  applications, 
car  on  n'y  considère  que  des  percussions  dont  la  direction  ne  varie  pas  sensiblement 
pendant  toute  la  durée  de  l'intervalle  pendant  lequel  elles  agissent.  Par  exemple, 
dans  le  choc  de  deux  corps,  la  force  qui  s'exerce  au  point  de  contact  sur  l'un  des 
corps  ne  peut  agir  que  dans  un  sens  déterminé,  de  manière  à  écarter  les  deux  corps. 

Alors  1  intégrale    |      Xj^ô   conserve  son   signe  et  ne  cesse  de  croître;  elle  demeure 

donc  inférieure  à  sa  valeur  finale,  qui,  par  hypothèse,  est  finie. 

Mais,  si  l'on  se  place  à  un  point  de  vue  exclusivement  théorique,  il  est  aisé  de  trouver 
des  forces  qui,  dans  un  temps  très  court,  imprimeront  des  changements  finis  ou  même 
nuls  de  vitesse,  tout  en  déplaçant  le  mobile  d'une  quantité  finie.  Considérons,  par 
exemple,  un  point  qui  se  meut  en  ligne  droite  et  qui  est  soumis  à  l'aclion  de  la  force 
dont  l'expression  à  l'instant  &  est 

l\c-K    .     d-jz        Ot: 
X(i^ sin  -—  cos  -— , 

c  et  T  étant  des  constantes.  On  aura 

77/  =  1^^'"t''"^t' 
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On  se  rapproche  donc  de  plus  en  plus  d'un  état  limite  dans 
lequel  le  mobile,  sans  changer  de  position,  éprouverait  une  modi- 
fication brusque  de  sa  vitesse.  C'est  cet  état  limite  que  l'on  étudie 
dans  la  théorie  des  percussions,  et  il  résvilte  immédiatement  de  ce 
qui  précède  que,  pour  déterminer  le  changement  de  vitesse  du  mo- 
bile, il  suffit  de  connaître  les  impulsions  des  dillerentes  forces 
auxquelles  il  est  soumis.  Ce  sont  ces  impulsions  auxquelles  ou 
donne  le  nom  de  percussions.  Il  est  clair  que  les  percussions  pro- 
venant de  forces  finies,  telles  que  la  pesanteur,  peuvent  être  con- 
sidérées comme  nulles. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  discuter  une  objection  que  l'on  adresse 
quelquefois  à  la  théorie  des  percussions.  (Quelques  auteurs,  en 
s'appuyant  sur  ce  qu'il  n'existe  pas  de  force  rigoureusement  instan- 
tanée, préfèrent  ne  pas  employer  la  notion  des  percussions  et  les 
théories  qui  déterminent  leurs  elfets.  Il  n'existe  pas  de  point  géo- 
métrique ni   de  ligne   droite   dans   la  nature,  et  cependant  nous 

et  par  suite,  si  l'on  appelle  <•„  la  vitesse  initiale, 

ic    .    . 6t 

vO         c     .     7  6-j 
x-.r„-../>  =  ---s,n  — . 

On  a  donc,  pour  i/  =  T, 


X  =X(,-)-  i'jT  -t-  c. 

Si  Ton  suppose  que  le  temps  T  devienne  de  plus  en  plus  petit ,  c  demeurant  constant, 
on  aura  une  force  très  grande  agissant  pendant  un  temps  très  court,  ne  produisant 
aucun  changement  de  vitesse  et  déplaçant  le  point  d'une  quantité  quelconque  e. 

Mais  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  condition  énoncée  dans  le  texte  ne  se  trouve 
plus  remplie,  puisque  l'impulsion  partielle 


X' 


2  C  Oit 


T 

ne  demeure  pas  finie,  pour  (/  =^  —  par  exemple,  quand  T  tend  vers  zéro.  D  ailleurs, 

il  est  aisé  de  reconnaître  que  la  force  change  de  sens  au  milieu  de  son  action. 

C'est  une  force  de  ce  genre  qu'une  locomotive  doit  déployer  pour  exécuter  une  de 
ces  opérations  qui  sont  si  fréquentes  dans  les  gares  et  amener  rapidement  un  ou 
plusieurs  wagons,  sans  vitesse,  d'une  position  dans  une  autre. 

Bill/,  def  Sciences  math.,  2*  série,  t.  IV.  (Avril  1880.)  t) 
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trouvons, utilité  et  intérêt  à  étudier  ces  abstractions.  H  y  a  sans 
doute,  quand  on  passe  aux  applications,  à  examiner  les  erreurs  que 
l'on  peut  commettre  en  appliquant  les  théorèmes  de  la  Science 
pure,  mais  cette  question  ne  nous  parait  pas  devoir  être  mêlée  au 
développement  de  la  Science  elle-même. 

On  sait  comment  se  mesurent  et  se  représentent  les  percussions. 
Au  fond,  ce  sont  des  quantités  de  mouvement  qu'il  sullit  de  com- 
poser avec  celles  des  points  sur  lesquels  elles  agissent.  Je  rap- 
pellerai rapidement  les  règles  lelatives  à  leur  effet  sur  le  corps 
solide  et  je  présenterai  en  même  temps  quelques  remarques  nou- 
velles sur  leur  application. 

Si  le  corps  solide  a  un  axe  fixe,  le  produit  du  moment  d'inertie 
l'clatif  à  cet  axe  par  l'accroisseuieut  de  la  vitesse  de  rotation  est 
égal  à  la  somuie  des  moments  des  percussions  par  rapport  à  cet  axe. 

Si  le  corps  a  un  point  fixe,  désignons  par  /;,  </,  /■  les  compo- 
santes de  la  rotation  suivant  les  trois  axes  principaux  de  ce  point, 
et  par  A,  B,  Clés  moments  d'inertie  relatifs  à  ces  trois  axes;  les 
vitesses  prendront  des  accroissements  A/?,  A*/,  Ar  définis  par  les 
formules 

f  A\p^L, 
(3)  j    BA.y^M, 

où  L,  M,  N  désignent  les  somuies  des  moments  des  percussions  pat- 
rapport  aux  trois  axes. 

Les  formules  précédentes  peuvent  être  remplacées  par  une  con- 
struction géomét:ique  très  élégante  dont  Poinsot  a  souvent  fait 
usage.  Soit  O  le  point  fixe.  Supposons  qu'on  y  transporte  les  quan- 
tités de  mouvement  de  tous  les  points  du  système  et  que  l'on  com- 
pose les  couples  qui  naissent  de  ces  translations  :  le  couple  résul- 
tant sera  le  couple  des  qucmtités  de  itiouueniejit  transportées  en  O. 
11  est  lié,  comme  on  sait,  d'une  manière  très  simple  à  la  rotation, 
i**  L'axe  de  rotation  est  le  diamètre  conjugué  du  plan  de  ce  couple 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  central  du  point  O,  et  il  est  du  même 
eôté  de  ce  plan  que  l'axe  du  couple.  2°  Si  G  désigne  le  moment  du 
couple,  /  la  longueur  du  demi-diamètre  intercepté  dans  l'ellipsoïde 
par  l'axe  de  rotation,  et  ^  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  à 
l'ellijisoïde  à  l'extrémité  de  l'axe  de  rotation,  la  vitesse  angulaire  de 
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rotation  a  pour  valeur 

w  rr^  Glo. 

On  voit  donc  que,  si  l'on  connaît  le  couple  des  quantités  de  mou- 
vement, on  aura  immédiatement  le  mouvement  du  corps  solide. 

Or,  les  formules  précédentes  peuvent  se  traduire  comme  il  suit. 
Transportons  toutes  les  percussions  au  point  fixe  et  composons 
tous  les  couples  qui  naissent  de  cette  translation  :  on  obtiendra  un 
couple  résultant.  //  suffij-a  de  composer  ce  couple  avec  celui  des 
quantités  de  mouveineut  antérieur evient  acquises  pour  avoir  le 
nouveau  couple  des  quantités  de  mouvement. 

Dans  le  cas  où  le  corps  solide  est  entièrement  libre,  désignons 
par  ni  la  masse  du  corps,  par  \x-,  ^yt  ^  z  les  composantes  de  la 
vitesse  du  centre  de  gravité,  par  X,  Y,  Z  celles  de  la  résultante 
générale  des  peicussions  transportées  au  centre  de  gravité.  On  aura 

(4)  </,2AV,=Y, 

'   m  1\. _  =  ■/., 

et  ces  équations  s'interprètent  connue  il  suit  :  La  nouvelle  vitesse  du 
centre  de  gravité  sera  la  même  que  si  la  masse  entière  y  était  con- 
centrée et  toutes  les  percussions  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes. 

Quant  au  changement  que  subit  la  lotation  autour  du  centre  de 
gravité,  on  le  déterminera  en  considérant  ce  centre  comme  un 
point  fixe  et  en  appliquant  soit  les  formules  (3),  soit  la  construc- 
tion géométrique  de  Poinsot  cjui  leur  est  équivalente. 

La  forme  linéaire  de  toutes  ces  équations  nous  montre  tout  de 
suite  ;  i"  que  l'on  obtiendra  la  nouvelle  vitesse  d'un  point  quel- 
conque en  composant  la  vitesse  antérieure  avec  celle  que  détermi- 
neraient les  percussions  si  elles  agissaient  sur  le  corps  au  repos; 
2°  que  l'on  obtiendra  le  même  résultat,  soit  en  faisant  agir  simul- 
tanément les  percussions,  soit  en  les  faisant  agir  successivement 
dans  un  intervalle  de  temps  suffisamment  court;  3°  enfin  que,  si 
l'on  multiplie  les  percussions  par  un  nombre  quelconque  »,  les 
vitesses  qu'elles  déterminent  sur  le  corps  au  repos  sont  toutes  mul- 
tipliées par  p.  Tous  ces  résultats  s'étendent  d'ailleurs,  sans  diffi- 
culté, au  cas  où  le  corps  solide  est  soumis  à  des  liaisons  d'une  nature 


i3u  PREMIÈRE  PARTIE. 

quelconque^,  et  les  composantes  de  la  vitesse  que  prend  un  point 
quelconque  sont  toujours  des  fonctions  linéaires  des  composantes 
des  percussions  qui  agissent  sur  le  corps  solide. 

Nous  remarquerons,  en  terminant,  que  les  constructions  géomé- 
triques données  précédemment  permettent  de  résoudre  d'une  ma- 
nière simple  certaines  questions.  Supposons,  par  exemple,  qu'il 
s'agisse  de  trouver  les  percussions  qui,  appliquées  à  un  corps  solide 
libre,  lui  impriment  au  début  une  rotation.  On  reconnaîtra  aisé- 
ment que  les  lignes  d'action  de  ces  percussions  doivent  être  per- 
pendiculaires à  leur  polaire  par  rapport  à  l'ellipsoïde  central  du 
centre  de  gravité;  elles  forment  donc  un  complexe  bien  connu  et 
qui  a  été  étudié  par  divers  géomètres. 

Considérons,  en  elfet,  une  percussion  P  appliquée  à  un  corps  so- 
lide. Elle  imprimera  au  centre  de  gravité  une  vitesse  de  translation 
qui  lui  sera  parallèle.  Quant  à  la  rotation  autour  du  centre  de 
gravité,  nous  avons  vu  qu'elle  commence  autour  de  la  droite  qui 
est  le  diamètre  conjvigué  du  plan  passant  par  la  percussion  P  et  le 
centre  de  gravité.  Pour  que  le  mouvement  initial  soit  une  rotation, 
il  faut  que  la  translation  imprimée  au  centre  de  gravité  soit  nor- 
male à  l'axe  de  rotation;  c'est-à-dire  que  la  ligne  d'action  de  la 
percussion  P  soit  une  droite  perpendiculaire  au  diamètre  conjugué, 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  central  du  centre  de  gravité,  du  plan  pas- 
sant par  cette  droite  et  par  le  centre  de  gravité;  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  il  faut  que  cette  ligne  d'action  soit  une  droite  perpen- 
diculaire à  sa  polaire  par  rapport  à  l'ellipsoïde  central  du  centre 
de  gravité. 

II.  —  Des  forces   vives  dai\s  la  théorie  des  PERcrssio>s. 

Reprenons  les  équations  relatives  à  l'eUét  des  percussions  sur 
un  point  matériel  : 


■x— fox) =y  I  x^//, 


in  I  •'-  —  ( 
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Multiplions-les  par  t'^-4-  l'o.r,  VjH-  r^,-,  i^z-h  ror  et  ajoutons-les. 
Nous  aurons,  en  désignant  par  v^t  v  les  vitesses  initiale  et  finale. 


■^^      t.-    „ 

Le  second  membre  de  cette  formule  a  une  signification  géomé- 
trique très  simple.  Si  la  force  X,  Y,  Z  agissait,  pendant  toute  la 
durée  de  son  action,  sur  un  mobile  animé  de  la  vitesse  constante 
dont  les  composantes  sont 

son  travail  élémentaire  serait 

et  son  travail  total  dans  l'intervalle  de  o  h  t  serait  précisément 
l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  formule  (6). 
Nous  avons  donc  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  point 
matériel,  la  variation  de  force  vive  est  égale  à  la  somme  des  tra- 
vaux que  produiraient  les  forces  d'où,  proviennent  ces  percussions 
si,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  le  point  matériel  conser- 
vait une  vitesse  constante  égale  à  la  somme  géométrique  de  ses 
vitesses  initiale  et  finale. 

Multiplions  maintenant  les  équations  (5)  j)ar  v^^  v^,  Vz  respecti- 
vement et  ajoutons-les.  Nous  obtiendrons  une  équation  que  Ton 
mettra  aisément  sous  la  forme  suivante  : 


(7: 


Cette  équation,  interprétée  comme  la  précédente,  conduit  à  cette 
nouvelle  proposition  : 

Théorème  IL  —  La  perte  de  force  vive  est  égale   à  la  force 
vive  due  à  la  vitesse  perdue  moins  le  double  de  la  somme  des 
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travaux  que  produiraient  les  forces  si  le  point  matériel  conservait , 
pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante  et 
égale  à  la  vitesse  finale. 

Enfin,  si  l'on  employait  coiutne  multiplicateurs  i-y^r?  i^oji  ^'oz-,  o» 
aurait  de  même  l'équation 


I, 


-}-2>  ,;x.v+Y<'o,  -t-Z.v-)^//, 


qui  s'interprète  comme  il  suit  : 

Théorème  III.  —  Le  gain  de  force  vis'e  est  égal  à  la  force  vive 
due  à  la  vitesse  gagnée  [ou  perdue),  augmentée  du  double  des 
travaux  que  produiraient  les  forces  si,  pendant  toute  la  durée  de 
leur  action,  le  point  matériel  conservait  une  vitesse  constante  et 
égale  à  la  vitesse  ijutiale. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  dernière  proposition  est  un 
simple  corollaire  des  deux  piécédentes ,  mais  il  peut  y  avoir 
quelque  intérêt  à  en  faire  usaye. 

Considérons  maintenant  un  système  composé  d'un  nombre  quel- 
conque de  points  matériels.  Ecrivons  les  équations  analogues  à 
l'équation  (6)  pour  chacun  des  points  et  ajoutons  toutes  ces  équa- 
tions. iSous  aurons 


,9) 


(.2—  S; 


i  =  yy  r  [x^/f(c.r+ <'o^-; + yj/((',.+<-o_,-i + zr/^(<'^+ <■,,!], 


les  sommes  qui  figurent  dans  le  premier  membre  s'étendant  à  tous 
les  points  matériels,  et  celle  cjui  figure  dans  le  second  à  toutes  les 
forces.  Cette  équation  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème  I\'.  —  La  variatio/i  de  la  force  vive  totale  d'un  sys- 
tème est  égale  à  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  per- 
cussions tant  intérieures  qu  extérieures  si  chacun  des  points  d'ap- 
plication de  ces  percussions  conservait,  pendant  toute  la  durée  de 
leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à  la  somme  géométrique 
de  ses  vitesses  initiale  et  finale. 
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De  même,  l'équaliou  (7)  nous  conduira  à  Ja  siiivanU-. 


,  im-'  —  Z  inv 


%x,--^  i'V—  ''ov)'+   ;*'2—  ''o;)*] 


^yy  ^  (Xc.,+Y.v+Zt-.)^//, 


ce  qui  donne  le  tlieorème  suivanl  : 

TnÉORiiME  ^  .  —  L(L  ])ciie  de  force  vive  du  s')  stème  est  égale  à 
la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  diminuée  du  double  de'la 
souiDie  des  travaux  que  jwoduiraient  les  percussions  tant  inté- 
rieures qu'extérieures  si  chacun  de  leurs  points  d'application 
conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse 
constante  égale  à  sa  vitesse  finale. 

Toutes  les  propositions  précédentes  s'appliquent  aux  forces 
agissant  pendant  un  temps  quelconque.  Mais,  si  le  système  matériel 
est  un  corps  solide  et  si  les  forces  agissent  pendant  un  temps  très 
court,  c'est-à-dire  sont  de  véritables  percussions,  il  est  aisé  de 
démontrer  que  les  termes  correspondants  aux  percussions  inté- 
rieures se  détruisent  deux  à  deux  et  disparaissent  des  équations  (9) 
et  (10).  Soient,  en  eU'et,  m,  ni  deux  points  du  corps  solide  entre 
lesquels  s'exerce  une  force  (X,  Y,  Z).  Appelons  Vox-,  v^i  •••  Ifs 
vitesses  du  point  ///,  et  p-^,^.,  p^.,  .  .  .  celles  du  point  m' .  Les  termes 
qui  proviennent  de  la  force  (X,  Y,  Z)  dans  les  équations  (9)  et  (10) 
sont  composés  des  deux  expressions 

i    \^'jc    ~  ^'j:     ]f^^^^-^^'y—^'\        f^dt-\-i'.  —  v'.    )  fZdt, 

Les  deux  points  ///,  ///  étant  maintenus,  par  hypothèse,  à  une  dis- 
tance invariable,  les  vitesses  initiale  et  finale  satisfont  aux  conditions 


.'W..        _■/       \   ^[^y  —  y')|^^,^^.—  ,;^\^[z  —  z'){v^.^~v\^^0, 


x,  7  ,  ^,  x\  7',  z'  désignant  les  coordonnées  des  deux  points. 
D'ailleurs,  la  percussion  étant  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  les 
deux  points,  on  a 
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et,  par  conséquent,  les  deux  expressions  (i  i)  sont  nulles,  en  verlu 
des  formules  (12).  Ainsi  les  percussions  intérieures  disparaissent 
dans  les  formules  (9)  et  (10). 

Ladémonslration  précédente  n'est  pas  absolument  irrépx^ocliable, 
parce  qu'elle  suppose  que  les  distances  des  dilïérents  points  soient 
demeurées  les  mêmes  pendant  toute  la  durée  des  percussions.  Il  est 
aisé  de  reconnaître  a  priori  que  cette  condition  n'est  pas  nécessaire 
et  qu'il  suflit,  pour  que  les  théorèmes  aient  lieu,  que  les  distances 
mutuelles  des  différents  points  redeviennent  les  mêmes  après  les 
percussions.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  théorèmes  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  et  des  moments  permettent  de  trouver  le  nouveau 
mouvement  du  corps  solide,  et  jiar  suite  la  variation  de  force  vive. 
Or  l'application  de  ces'  théorèmes  est  indépendante  des  déforma- 
tions passagères  qui  peuvent  se  produire  pendant  l'action  des  per- 
cussions. On  voit  donc  qu'il  en  sera  de  même  de  la  variation  de  la 
force  vive,  et,  par  suite,  les  expressions  que  nous  avons  trouvées  en 
supposant  les  distances  invariables  doivent  subsister  dans  tous  les 
cas,  pourvu  que  les  distances  reprennent  leurs  valeurs  initiales  quand 
les  percussions  ont  cessé  leur  action.  Aous  allons,  du  reste, en  nous 
servant  seulement  des  équations  ordiuaiies,  obtenir  une  vérifica- 
tion des  propositions  précédentes. 

Pour  cela  reprenons  les  équations  (3)  et  (4),  que  nous  écrirons 

'«(V,-V„,)  =  ::X,=  X, 
/«(V,-Vo,.)  =  :iY,^Y, 

A{p-Po)  =^[j.Z, -wY,;:  =L, 
^{'■J-lo)  --^(:^/X,  -.r,Z,;  =M, 
C(;--/o)      =i';.r,Y,-.)7X,-)=N, 

j'i,  ji,  Zi  désignant  les  coordonnées  du  point  d'application  de  la 
percussion  (X,,  Y/,  Z/)  par  rapport  aux  trois  axes  principaux  du 
centre  de  gravité. 

En  multipliant  ces  écpiations par  Vj--h  \ oxt  •  •  •  •  /^  +  /'oi  •  •  ■  it?s- 
pectivement  et  en  les  ajoutant,  on  a 

/    niY'-  -\-  Ap2  -f-  liq'-  -4-  C  /2  —  m\l  —  Api  —Bql  —  Crl 

('31  =x(V,-^V,,;4-Y(V,-r-VV'H-Z(V,+ V,,) 

\  +  L  ■'  p  -\-  p„  ]  -f-  M I  7  -f  -  7„  ''  +  N  (  /■  -(-  /■„  ' . 
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Le  premier  membre  représente  la  variation  de  force  vive.  D'autre 

part,  si  l'on  appelle  v"j.^  .  .  .,  p-zx,  •  •  •  l^'S  composcntes  des  vitesses 

initiale  et  finale  du  point  d'application  (x/,  7,5  ^i)  tle  la  percussion 

(X/,  Y/,  Z/),  on  a 

"L  =  Voa:  -+-  r/o  Zi  —  ro j,-,  i',-^  =  V^  -f  72,—  77", , 
rfy  =  Voy  -+-  r^Xi  —  po  Zi,  r,-^.  =  V^  -h  rx^  —  p z,-, 
<'°-  =  Vo;  +  p^Xi  —  7o  -^i ,      'Vz  =  V-  H-  /7J',-  —  q  Xi, 

et  l'on  obtient,  par  un  calcul  facile, 

=  X(V:,+  Vo^)  +  Y(V,+Vo,.)-f-Z(V^4-Vo,) 
+  (/j  +  Po)L  H-  (7  +  70)^1  +  ;,.^rjN. 

En  comparant  à  l'équation  {i3),  on  a 


;'4; 


/«V^+  A/j2+  B72+  C/-2-  myi  —  kpl  —  B73  -  Cri, 


et  cette  équation  ne  diiîère  de  l'équation  (9)  qu'en  ce  que  les 
termes  provenant  des  actions  intérieures  ont  disparu.  jNous  avons 
donc  la  proposition  suivante  : 

Théobème  VI.  —  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  corps 
solide,  la  variation  de  force  viue  est  égale  à  la  somme  des  tra- 
vaux qu'elles  produiraient  si  leurs  points  d'application  conser- 
vaient, pendant  toute  la  durée  de  leur  action ,  une  vitesse  constante 
égale  à  la  somme  géométrique  de  leur  vitesse  initiale  et  de  leur 
vitesse  finale. 

On  vérifiera  de  la  même  manière  l'équation  suivante, 

/   kpl  +  ^ql  -^  C;-,^  +  m^l  -  A/.'-  Bç^-  C;-^-  mV^ 

;i5)  =  k[p  —p,Y-  -^B[q  -  q,]'  ^  C[r  ~  r,Y  -\-  m[Y  -  W,Y 

(  —  22(X,(v^—  Y.fv^.  +  Z^(7-), 

qui  ne  diffère  de  l'équation  (10)  qu'en  ce  que  les  termes  provenant 
des  percussions  intérieures  ont  disparu  et  qui  conduit  au  théorème 
suivant  : 

Théorème  VII.  —  La  perte  de  force  viue  éprouvée  pai'  le  coips 
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solide  est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues  moins  le 
double  de  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  percussions 
si  les  points  sur  lesquels  elles  agissent  conservaient,  pendant  toute 
la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à  leur  vitesse 
finale. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  le  corps  solide  est  soumis  à  des 
liaisons,  s'il  a,  par  exemple,  des  points  fixes,  ou  des  points  assu- 
jettis à  demeurer  sur  une  surface  lixe,  ou  des  surfaces  assujetties  à 
passer  par  des  points  fixes,  etc.,  les  termes  provenant  dans  les 
équations  précédentes  des  percussions  de  liaison  seront  tous  nuls, 
pourvu  que  l'on  néglige  le  frottement.  Par  exemple,  s'il  y  a  un 
point  fixe, la  percussion  que  le  corps  reçoit  de  l'obstacle  fixe,  s'exer- 
çant  sur  un  point  dont  la  vitesse  est  et  demeure  nulle,  ne  donnera 
de  terme  dans  aucune  des  équations  (i4)  ou  (i 5). 

D'après  cela,  si  une  seule  percussion  agit  sur  un  corps  solide  au 
repos,  la  force  vive  imprimée  au  corps  sera,  en  vertu  du  théorème  VI, 
égale  au  produit  de  cette  percussion  par  la  projection,  sur  sa  direc- 
tion, de  la  vitesse  que  prend  son  point  d'application.  Il  faut  donc 
que  cette  projection  soit  positive  et,  par  conséquent,  que  le  point 
d'application  cède  sous  l'action  de  la  percussion  qui  lui  est  appli- 
quée. C'est  là  un  résultat  conforme  à  notre  expérience  de  tous  les 
jours  5  mais  le  théorème  précédent,  qui  le  met  en  évidence,  nous 
conduit,  en  outre,  à  la  considération  d'un  élément  nouveau  qui  se 
rapporte  aux  droites   d'un  corps  solide  et  que  nous  allons  définir. 

Concevons  une  droite  D  et  supposons  qu'une  percussion  égale  à 
l'unité  ait  cette  droite  pour  ligne  d'action.  Soit  A  le  point  de  D  où 
elle  est  appliquée.  Elle  communique  à  ce  point  A  une  vitesse  dont 
la  projection  sur  la  percussion  et,  par  conséquent,  sur  la  droite  est 

positive;    nous  désignei'ons  cette   projection  par-?  et  il    est  clair 

qu'elle  demeurerait  la  même  si  l'on  faisait  glisser  la  percussion 
sur  la  droite  D,  car  on  sait  qu'alors  le  mouvement  imprimé  au 
corps  demeure  le  même,  et  d'autre  part,  dans  ce  mouvement,  les 
projections  sur  la  droite  des  vitesses  de  tous  les  points  de  cette 
droite  sont  égales.  Nous  appellerons  cette  quantité  p.,  essentiellement 
positive,  le  paramètre  de  la  droite.  Quand  on  l'aura  déterminée, 
on  saura  cpie  toute  percussion  égale  à  P  et  dirigée  suivant  la 
droite  déterminera  en  son  point  d' application  une  vitesse  dont  la 
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p 

projection  sur  la  percussion  sera  positive  et  égale  à  -•  Cherchons 

quelle  est  la  valeur  du  paramètre  dans  les  cas  principaux  que  l'on 
a  à  considérer. 

1°  Supposons  d'abord  le  corps  libre,  et  soit  une  percussion  agis- 
sant suivant  luie  droite  XX'  [fig.  i).  Désignons  par  M  la  masse  du 
corps,  La  percussion  P  imprimera  d'abord  à  tous  les  points  une  vi- 

P 

tessc  de  translation  égale  à  —  ;  elle  produira,  eu  outre,  une  rotation 

autour  du  diamètre  GL,  conjugué  auplanGXX'  dans  l'ellipsoïde  cen- 
tral du  centre  de  gravité  G.  Appelons  p  la  distance  GIl  du  centre 

Fig.   I. 


de  gravité  à  la  droite  XX'.  Le  moment  G  du  couple  qui  résulte  de 
la  translation  de  la  percussion  en  G  sera  P/?,  et,  par  conséquent,  la 
vitesse  de  rotation  autour  de  GL  sera  donnée  par  la  formule 

où  /  désigne  la  longueur  du  demi-diamètre  GL  de  l'ellipsoïde  cen- 
trai autour  duquel  s'elîèctue  la  rotation,  et  $  la  distance  GK  du 
centre  au  plan  tangent  à  l'extrémité  de  ce  diamètre.  jNous  pouvons 
d'ailleurs  décomposer  cette  rotation  en  deux  autres,  l'une  w'  dirigée 

suivant  GK  et  égale  ta  0:)  X  y  ou  P/'cJ-,  l'autre  w"  dirigée  dans  le 

plan  XX'  et  dont  nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître  la  valeur. 
D'après    cela,    la  vitesse  d'un    point  quelconque   de  XX',  par 
exemple  du  pied  H  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  G,  se  com- 
pose de  trois  vitesses  :   1°  la  vitesse  de  translation  dont  la  projec- 

p 
tion  sur  la   droite  XX',  prise  dans  le  sens  de  la  percussion,  est  —  ; 

2"  la  vitesse  due  à  la  rotation  w',  vitesse  qui  est  dirigée  suivant  XX 
et  qui  a  pour  valeur  oi'p  ou  V p'^o'-\  3°  la  vitesse  due  à  la  rotation  co", 
qui,  étant  normale  à  XX',  donne  une  projection  nulle.  On  voit  donc 
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que  la  projection  sur  la  direction  de  la  percussion  de  la  vitesse  im- 
primée au  point  H,  projection  qui  conserve  la  même  valeur  pour  un 
point  quelconcpie  de  XX',  est 


On  a  donc  dans  ce  cas,  pour  le  paramètre  de  la  droite  XX',  l'expres- 
sion très  simple 

(.6).  l.=ii^''''- 

Le  paramètre,  généralement  inférieur  à  la  masse,  lui  devient  égal 
quand  la  droite  passe  au  centre  de  gravité. 

Si  le  corps  a  un  point  fixe,  les  laisonnements  sont  les  mêmes; 
seulement  il  n'y  a  pas  à  tenir  compte  de  la  vitesse  de  translation,  et 
l'on  a 

(-6),  -=p'^\ 

p. 

le  centre  de  gravité  étant  remplacé  par  le  point  fixe. 

Enfin,  si  le  corps  a  un  axe  fixe,  soient  XX'  {Jig-  2  )  la  ligne  d'ac- 


tion delà  percussion,  9  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  ac//^  et  d  sa  plus 
courte  distance  à  l'axe.  Désignons  par  oj  la  vitesse  angulaire  im- 
primée et  par  MA-  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  aa'.  On  aura 

M/%)  =  Positif). 

La  vitesse  du  pied  B  de  la  plus  courte  distance  sera  - — -^ — -  «  et  sa 

projection  sur  XX'  sera 
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Ou  aura  donc  ici 


6' 


MF 


Nous  nous  bornerons  à  ces  trois  cas  principaux.  Pour  les  autres, 
nous  nous  contenterons  de  rappeler  que  le  paramètre  y.  est  essen- 
tiellement positif. 

111.  Du     CHOC    DES    CORPS. 

Le  cliocdes  corps  a  été  l'objet  de  nombreuses  recherches.  Poisson, 
dans  le  Tome  II  de  sa  3Iécani(/no,  commence  par  traiter  le  choc  des 
corps  mous  et  il  obtient  la  solution  complète  du  problème  en  ajou- 
tant aux  douze  équations  fournies  par  les  principes  du  centre  de 
gravité  et  des  moments  une  équation  nouvelle  qui  exprime  (ju'à  la 
tin  du  choc  les  vitesses  normales  au  point  de  contact  des  deux 
solides  sont  égales.  Puis  il  passe  de  là  au  cas  des  coi-ps  élastiques, 
en  remarquant  que  le  choc  peut  alors  se  décomposer  en  deux  parties 
séparées  par  l'instant  de  la  plus  grande  compression.  Dans  la  pre- 
mière, le  phénomène  est  le  même  que  si  les  deux  corps  étaient 
dépourvus  d'élasticité.  Dans  la  seconde  les  corps  reviennent  à  leur 
forme  primitive,  et  il  admet  qu'ils  reçoivent  une  percussion  égale  à 
celle  qui  s'est  développée  à  leur  contact  pendant  la  première  partie 
du  choc.  Il  est  aisé  d'établir  que  la  force  vive  totale  reprend  sa  va- 
leur à  la  fin  du  choc,  ce  qui  fournit  une  espèce  de  vérification  de 
riiypothèse  de  Poisson. 

En  i838,  dans  le  Résumé  des  Leçons  données  à  L  .Ecole  des 
Ponts  et  Chaussées,  Navier  a  remarqué  que,  si  Ton  fait  abstraction 
des  vibrations  communiquées  par  le  choc  aux  molécules  des  deux 
corps,  la  force  vive  totale  doit  reprendre  la  même  valeur.  Cette 
remarque  lui  a  permis  d'obtenir  la  percussion  totale  qui  se  produit 
au  contact  des  corps,  et  par  conséquent  de  donner  la  solution  com- 
plète de  la  question. 

En  1874!»  ^i-  Hesal  a  adopté  la  marche  proposée  par  Navier, 
dans  une  Note  importante  qui  figure  aux  Comptes  rendus  des 
séances  de  l' .Académie  des  Sciences  (t.  LXXVIII). 

Toutes  ces  diiîérentes  solutions  sont  analytiques 5  elles  reposent 
snr  la  considération  tle  treize  équations  du   premier  degré   et   ne 
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laissent  pas  voit'  Ja  signification  géométrique  très  simple  des  résul- 
tats. Je  me  suis  proposé,  en  1874^  de  donner  une  solution  pure- 
ment géométrique  de  cette  question,  et  je  vais  indiquer  ici  les 
résultats  que  j'ai  obtenus. 

Soient  (M),  (!M')  deux  corps  solides  se  clioquant  en  un  point  A. 
L'effet  du  clioc  peut  se  représenter  par  deux  percussions  égales  et 
contraires,  dirigées  suivant  la  normale  en  A  aux  deux  surfaces  en 
contact,  l'une  fNdt  appliquée  au  corps  (M),  l'autre  — flSdi: 
appliquée  au  corps  (ÏM')-  Soient  ivq,  w  les  composantes  suivant  la 
normale  au  point  de  choc  de  la  vitesse  initiale  et  de  la  vitesse  finale 
du  point  de  (AI)  qui  se  trouve  en  A,  et  soient  -w'^^  ^v'  les  mêmes 
quantités  relatives  au  corps  (M'). 

Si  nous  appliquons  successivement  le  théorème  ^I  aux  deux 
corps  (AI),  (-M),  nous  aurons 

Sji,  Sjj.  désignant  les  forces  vives  des  corps  (M),  (Al')  respective- 
ment. 11  est  à  remarquer  que  ces  équations,  qui  ont  évidemment 
lieu  pour  des  corps  libres,  sont  encore  vraies  si  les  corps  ont  des 
points  fixes  ou  sont  assujettis  à  d'autres  liaisons,  car  nous  avons  vu 
que  les  percussions  de  liaison  ne  peuvent  introduire  aucun  terme 
dans  les  seconds  membres  des  équations  générales  (i4)et  (i5),  et 
les  formules  (17)  ne  sont  que  l'application  particulière  de  l'équa- 
tion (i4)- 

En  ajoutant  les  deux  équations  précédentes,  on  aura, pour  la  va- 
riation totale  de  la  force  vive,  la  formule 

(18)  2/7?(^-—  luU'l   =:   [iV  —  (f'-f-  (I'q—  i\'^)fNcl(, 

qui  va  nous  donner  la  solution  complète  de  la  question. 

Supposons  d'abord  que  les  corps  soient  parfaitement  élastiques 
et  que  la  perte  de  force  vive  doive  être  nulle ^  il  faudra  que  l'on  ait 

(19]  (r  —  w'  =  —{(v^—(v^). 

Donc,  l'effet  du  clioc  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques 
est  de  changer  de  signe  In  composante  normale  de  la  vitesse  rela- 
tive des  deux  points  de  choc  sans  changer  la  grandeur  de  cette 
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composante.  Tel  est  le  résultai  très  simple  auquel  couduit  iinmé- 
diatenient  notre  théorie. 

Cela  posé,  tlécomposons  l(;choc  en  deux  parties  par  la  condition 
que  les  intégrales  f^clt  relatives  à  ces  deux  parties  soient  égales. 
Les  peix'ussions  imprimées  aux  corps  solides  dans  les  deux  parties 
du  elioe  ainsi  divisé  ont  par  hvpollièse  même  grandeur,  et  elles 
agissent  suivant  la  même  droite.  Donc,  d'après  les  règles  con- 
nues de  l'edet  des  percussions,  les  vitesses  gagnées  par  les  points 
de  l'un  quelconque  des  solides  sont  les  mêmes  en  grandeur  et  en 
direction  pour  ces  deux  parties  du  choc.  Cette  remarque  permet  de 
déterminer  les  composantes  normales  des  vitesses  des  points  des 
deux  corps  placés  en  A  à  la  fin  de  la  première  partie  du  choc,  car 
soit  u  la  composante  normale  de  la  vitesse  du  point  de  choc  de  (M); 

on  de  via  avoir 

<\\,  —  //  =  u  —  (r, 

équation   qui  exprime  que  la   composante  normale  de  la  vitess<-' 
varie  de  la  même  quantité  dans  les  deux  parties  du  choc.  Donc 


Si  u'  désigne  la  quantité  analogue  à  u  pour  le  corps  (M'),  on  aura 
de  même  ' 


Si  1  on  tient  compte  de  1  équation  (19),  on  aura 


Ainsi,  quand  l'intégrale  fSdt  a  acquis  la  moitié  de  sa  valeur 
définitive,  les  vitesses  normales  des  deux  points  de  choc  sont  égales. 
Si  le  choc  cessait  à  cet  instant,  on  serait  dans  le  cas  des  corps  mous. 
Donc,  si,  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques,  on  sépare  le 
choc  en  deux  parties  par  l'instant  oii  les  vitesses  normales  des 
deux  points  de  choc  sont  égales,  les  percussions  relatives  à  ces 
deux  parties  du  choc  sont  égales.  En  d'autres  termes,  la  percussion 
dans  le  cas  des  corps  élastiques  est  double  de  celle  qui  se  produit 
(piand  les  corps  sont  mous.  C'est  le  point  que  l'on  admettait  dans 
la  théorie  de  Poisson. 
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Dans  le  «as  des  corps  mous,  le  théorème  MI  trouve  son  applica- 
tion immédiate  5  les  points  en  contact  ayant  la  même  vitesse  nor- 
male dans  les  deux  corps  après  le  choc,  les  travaux  des  deux 
percussions,  tels  cju'ils  doivent  être  évalués  dans  cette  proposition, 
sont  égaux  et  de  signes  contraires.  On  voit  donc  que,  dans  ce  cas, 
la  force  vive  perdue  est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues. 
C'est  le  théorème  bien  connu  de  Carnot,  théorème  qui  n'a  d'ailleurs 
d'autre  avantage  que  de  montrer  qu'il  y  a  perte  de  force  vive,  sans 
apprendre  à  en  mesurer  la  grandeur. 

Pour  étudier  le  choc  d'une  manière  plus  complète  et  comprendre 
tous  les  cas,  nous  allons  chercher  les  formules  qui  relient  les  vi- 
tesses ^v,  iv',  à  un  instant  quelconque  du  choc,  à  la  percussion  qui 
s'est  produite  jusqu'à  cet  instant,  et,  en  faisant  ensuite  les  hypo- 
thèses particulières,  nous  retrouverons  tous  les  cas. 

Désignons  par  //.,  ///  les  paramètres  de  la  normale  au  point  de 
choc  par  rapport  aux  corps  (M),  (M')  respectivement.  La  percus- 
sion f^dt  appliquée  au  corps  (M)  donnera  au  point  de  choc  la 
vitesse  normale 

(•20)  ^Vz=\\^^-^--  f^dt, 

résultante  de  la  vitesse  initiale  iv^  et  de  celle  qu'imprimerait  la  per- 
cussion au  corps  partantdu  repos.  De  môme  la  percussion  —  fN  dt 
appliquée  au  corps  (M')  donnera  au  point  de  choc  de  ce  corps  la 
vitesse  normale 

(9..)  ...'=»/  _-i-,/N./^ 

Les  équations  précédentes  nous  conduisent  aux  deux  suivantes  : 


et 


<!■   r:^  d', 


F-        F-  ' 


Introduisons  les  vitesses  relatives 

W  =  iV  —  U'\        W„ 
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L'équalion  précédente  s'écrira 


Si  nous  substituons  la  valeur  de  y^X^t  dans  la  formule  (i8', 
nous  aurons 

(24)  2.nn>- —  2,/?2f- 


I         I 

-  +  -7 


Quant  à  la  variation  de  force  vive  pour  chaque  corps,  elle  sera 
donnée  par  les  formules  (17),  qui  deviennent 


lii.m[v'-  —  vl 


W  —  Wq 
I         I 


,"'-+- "'oi-; 7^' 


Ces  formules  ne  diffèrerit  en  rien  de  celles  qui  seraient  relatives 
au  choc  de  deux  splières  de  niasses  jy.,  a' .  Il  est  donc  inutile  de  les 
discuter  en  détail.  On  obtiendra  le  choc  des  corps  mous  eu  faisant 
W  =  o  et  celui  des  corps  élastiques  en  posant  W=  —  Wo. 

Cela  nous  conduit  à  dire  un  mot  d'une  hypothèse  bien  connue  de 
Newton,  relative  aux  corps  imparfaitement  élastiques.  jVevvton 
admet  que  pour  ces  corps  le  choc  sera  terminé  quand  on  aura 

e  étant  une  fraction  positive  qui  dépend  de  la  nature  des  deux 
corps.  On  voit  que  cette  hypothèse  comprend  comme  cas  extrêmes 
celles  qui  répondent  au  choc  des  corps  mous  (e^  o)  et  au  choc 
des  corps  parfaitenienl  élastiques  (e  =  i).  11  est  aisé  de  recoiinaitre 
quelle  sera  la  perte  de  force  vive.  Si  nous  nous  reportons  à  la  fur- 
mule  (24),  nous  trouvons  pour  l'expression  de  cette  perte 

{'  —  ''-)— T- 


Bull,  des  Sciences  mathcm.,  1'  Série,  t.  IV.  (Avril  i  88.>.  ) 
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On  peut  donc  caractériser  l 'hypothèse  de  Newton  en  disant 
quelle  conduit  à  une  perte  de  force  luVe  qui  est  une  fraction  dé- 
terminée, (i  —  e-),  et  toujours  la  niéine,  de  celle  qui  se  produit 
dans  le  choc  des  corps  mous  (  '). 

IV.   —    Du   CHOC,     EN    TENANT   COMPTE    DU    FROTTEMENT. 

Jusqu'ici  j'ai  négligé  l'influence  du  frottement  qui  se  produit  au 
contact.  Les  expéjiences  du  général  Morin  paraissent  établir  que, 
même  dans  ce  cas,  le  frottement  suit  les  lois  ordinaires.  Toutefois, 
dans  la  théorie  des  machines,  on  n'a  eu  à  s'occuper  que  de  pro- 
blèmes relativement  simples  pour  lesquels  il  est  facile  de  recon- 
naître a  priori  que  la  vitesse  relative  au  point  de  contact  des  deux 
corps  a  une  composante  tangentielle  dont  la  direction  demeure 
constante  pendant  toute  la  durée  du  choc.  Il  n'y  a  donc  alors  qu'à 
introduire,  en  même  temps  que  les  percussions  normales  appliquées 
aux  deux  corps,  des  percussions  tangentielles  égales  à  la  valeur 
commune  des  percussions  normales  multipliée  par  le  coefiicient  de 
frottement  et  ayant  une  direction  invariable  pendant  le  choc,  celle 
de  la  coiiqjosante  tangentielle  de  la  vitesse  l'clative  au  point  de 
contact.  Je  citerai  un  travail  de  Poisson,  Sur  le  frottement  des 
corps  qui  tournent  [Bulletin  de  Férussac,  t.  VI,  p.  i63)  et  les  re- 
cherches de  Coriolis  sur  le  choc  des  sphères  dans  sa  Théorie  ma- 
thématique des  ejj'ets  du  jeu  de  billard. 

Si  l'on  se  propose  de  traiter  le  problème  général,  la  question 
devient  beaucoup  plus  compliquée.  On  sait  que,  dans  le  cas  où  il 
n'y  a  pas  frottement,  la  vitesse  relative  au  point  de  contact  passe 
progressivement,  peudant  la  courte  durée  du  choc,  d'une  valeur  à 
une  autre  tout  à  fait  différente  en  grandeur  et  en  direction 5  il 
en  est  de  même  quand  il  y  a  frottement,  et  si  l'on  veut  tenir 
compte  rigoureusement  des  effets  de  cette  force,  il  faudra,  à  chaque 


(')  Dans  le  Journal  de  Mathématiques  (3°  série,  t.  IV,  1878),  M.  Joukofsky  a  pu- 
blié un  Mémoire  sur  la  percussion  des  corps  qui  se  rapproche  du  nôtre  à  la  l'ois  par 
la  méthode  et  les  résultats.  Je  crois  donc  devoir  faire  observer  qu'au  moins  pour  Je 
cas  des  corps  libres,  qui  est  le  seul  dont  s'occupe  M.  Joukofsky,  j'avais  développé 
la  solution  complète  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences 
en  187). 
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nouvel  inslaiil  du  choc,  donner  au  frottement  une  direction  nou- 
velle en  sens  inverse  de  la  vitesse  relative  à  cet  instant.  Cette  direc- 
tion de  la  vitesse  relative  dépend,  d'ailleurs,  du  frottement  qui  s'est 
produit  aux  époques  antérieures  du  clioc^  on  peut  donc  prévoir 
qu'il  y  aura  une  équation  dilîerentielle  donnant  la  loi  du  phéno- 
mène et  dont  l'intégration  constituera  la  principale  dilîiculté  du 
problème;  et  l'on  reconnaît  aussi  que  si  l'on  voulait,  malgré  le 
changement  de  la  vitesse  tangenlielle  relative  au  point  de  contact, 
conserver  à  ce  frottement  une  direction  constante,  on  pourrait 
commettre  des  erreurs  du  même  ordre  que  les  etî'ets  dont  on  veut 
tenir  compte. 

M.  Phillips,  dans  un  beau  travail  inséré  au  Tome  XI\  du  Jour- 
nal de  Lioui'ille,  page  3 12,  a  le  premier  abordé  la  question  à  ce 
point  de  vue  et  intégré  l'équation  ditïérentielle  qui  se  présente 
dans  cette  théorie.  Depuis,  dans  une  jNote  insérée  aux  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'^cadéiuie  des  Sciences  (t.  LXXVI, 
p.  i64-^),  j'ai  obtenu  les  mèhies  résultats  par  une  méthode  dilîé- 
rente  et  à  quelques  égards  plus  simple.  Eu  étudiant  de  nouveau 
cette  question  pour  présenter  ici  une  étude  complète  de  la  théorie 
du  choc,  je  me  suis  aperçu  que,  si  les  recherches  que  je  viens  de 
citer  suppriment  la  principale  difficulté  de  la  question,  elles  ne 
donnent  pas  cependant  la  solution  complète  du  problème,  car  elles 
négligent  ce  fait  capital  que  la  vitesse  relative  tangentielle  peut 
devenir  nulle  pendant  la  durée  du  choc.  H  y  a  donc  intérêt  à  re- 
prendre l'étude  de  cette  question  en  ayant  égard  aux  circonstances 
qui  avaient  été  négligées  dans  les  recherches  antérieures. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  normale  commune  aux  deux  corps  au 
point  de  contact,  la  partie  positive  de  l'axe  des  z  étant  dirigée  vers 
le  corps  (M).  Les  axes  des  x  et  desj'  seront  dans  le  plan  de  con- 
tact. Le  point  de  choc  du  corps  (M)  a,  par  rapport  au  point  de 
choc  du  corps  (M'),  une  vitesse  relative  dont  nous  désignerons 
par  vv  la  composante  normale  et  par  v  la  composante  tangentielle. 
Si  la  vitesse  ^  fait  avec  l'axe  des  x  l'angle  ©,  les  trois  composantes 
de  la  vitesse  relative  suivant  Ox,  O}^,  Oz  seront 

ccos'j,   f'sino?,  (f. 

Désignons  par  N  la  force  normale  qui  s'exerce  à  l'instant  t  sur  le 
corps  (M).  La  force  de  frottement  aura,  suivant  Ox,  O7',  les  deux 
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composahites 

—  /Ncns'^,    — /Nsiny, 

/"désignant  le  coefficient  tlu  frottement.  Par  suite,  les  trois  compo- 
santes de  la  percussion  reçue  par  le  corps  (M)  depuis  le  commen- 
cement du  choc  seront 

—  /  /    N  ces  î»  dt,    —fi     N  sin  y  dt,     i    N  dt, 

et  le  corps  (M')  aura  reçu  dans  le  même  temps  des  percussions 
égales  et  contraires.  Cela  posé,  d'après  les  lois  de  l'elï'et  des  per- 
cussions, les  composantes  de  la  vitesse  relative  des  deux  corps 
seront  des  fonctions  linéaires  de  ces  percussions,  et  l'on  aura 

(•  ces  y  =  ('(,008^0  —  of    I    Ncosyr//  —   bf  j    IS  sin  fdt -\- cfîidt, 
(9.5) /f  siiT^  r=  ('osinyo  — n'f   j    Ncosyr/^  —  ^'/  /     ^  sin'f  dt-\- c'fNdf , 

ri'  =  ft'ç  —  «"/  /    N  cos  s  dt  —  h"f  i    N  sIn  »  di  -h  6"/N  dt, 

i'o,  (po,  iv'o  désignant  les  valeurs  initiales  de  ^',  (p,  w.  Quant  à  «,  Z>, 
c, . . . ,  ce  sont  des  constantes  que  l'on  détermine  sans  difficulté  et 
qui  dépendent  de  la  forme  et  de  la  position  relative  des  deux  corps  : 
rt,  a',  ce'  sont  les  composantes  de  la  vitesse  relative  qui  serait  impri- 
mée aux  points  en  contact  par  deux  percussions  égales  à  l'unité 
dirigées  suivant  l'axe  des  x  et  appliquées  l'une  au  corps  (M), 
l'autre  au  corps  (M'),  la  première  ayant  le  sens  de  la  partie  posi- 
tive de  l'axe  des  x^  l'autre  ayant  le  sens  contraire  ;  Z>,  V ^  Z»",  c,  t/, 
c"  ont  des  définitions  analogues  relativement  à  des  percussions  diri- 
gées suivant  Oj'  et  Oz.  11  n'y  a  donc  aucune  relation  entre  ces  neuf 
constantes,  qui,  dans  le  cas  des  corps  libres,  dépendent  de  vingt 
paramètres.  11  est  vrai  que  les  équations  précédentes  ne  supposent 
nullement  les  corps  libres  et  qu'elles  ont  lieu  d'une  manière  abso- 
lue, quelle  que  soit  la  nature  des  liaisons.  Mais,  dans  la  discussion, 
nous  pourrons  les  supposer  quelconques;  il  nous  suffira  seulement 
de  montrer  que  dans  tous  les  cas  elles  satisfont  à  des  inégalités  dont 
nous  aurons  à  tenir  grand  compte  dans  notre  discussion.  Nous  allons 
d'abord  indiquer  quelles  sont  ces  relations  d'inégalité. 
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Si  deux  corps  (M),  (M')  sont  en  repos,  et  qu'en  un  de  leurs 
points  de  contact  on  leur  applique  respectivement  deux  percus- 
sions P,  — P  égales  et  contraires,  il  est  facile  de  montrer  que  la 
vitesse  relative  que  prendra  le  point  de  contact  de  (M)  par  rapport 
au  point  de  contact  de  (M')  aura  toujours  une  projection  positive  sur 
la  percussion  P  appliquée  au  corps  (M).  En  eflet,  nous  savons  que 
la  percussion  P  imprime  à  son  point  d'application  une  vitesse  dont 

P 
la  projection  sur  P  est  -y  y-  étant  le  paramètre  de  la  ligne  d'action 

par  rapport  au  corps  (M).  De  même  la  percussion  — P  imprime  au 

point  du  corps  (M')  où  elle  est  appliquée  une  vitesse  dont  la  pro- 

P 
jection  sur  —  P  sera  H — -i  [j.'  étant  le  paramètre  de  la  ligne  d'action 

par  rapport  au  corps  (!M')  ;  et  par  conséquent  la  projection  de  cette 

P 
vitesse  sur  P  sera ,•  La  projection  de  la  vitesse   relative  sur 

P,  étant  la  différence  des  projections  des  deux  vitesses  absolues,  sera 


et,  par  conséquent,  sera  toujours  positive. 

D'après  cela,  revenons  aux  deux  corps  (M),  (M')  supposés  au 
repos,  et  appliquons  à  l'origine  au  corps  (M)  une  percussion  quel- 
conque dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z,  en  ajipliquant  au 
corps  (M')  la  percussion  égale  et  contraire.  La  vitesse  relative  qui 
sera  imprimée  par  ces  deux  percussions  sera  définie  par  les  for- 
mules 

v^zzz  a  X  H-  ^  Y  -h  c  Z, 

c,.  =  rt'X  +  b'Y  -^c'7., 

r-=:«"X-f-  Z'"Y  +  c"Z, 

cette  vitesse  étant  toujours  celle  du  point  de  (M)  par  rajiport  au 
point  de  (M').  La  projection  de  cette  vitesse  sur  la  percussion  ap- 
pliquée au  corps  (M)  devant  être  positive,  nous  devrons  avoir 

Xr^-f  Y.-j.-l-Zr^>0, 

et  par  conséquent 

flX^-i-  ^■Y^+f"Z^+  ;c'-h  6")YZ  +  ^c'  +  a")XZ  +  (Z'  +  a'^XY>o. 
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Ainsi,  les  constantes  «,  //,  d'  doivent  satisfaire  à  toutes  les  iné- 
galités qui  expriment  que  l'expression  précédente  est  positive, 
quelles  que  soient  X,  Y,  Z.  Par  exemple,  on  aura 

.    „>  (  «>  o,   //>o,  c">o, 

^'^^'  \[h  +«'f  —  4«6'<o. 

Nous  aurons  à  faire  usage  de  ces  inégalités. 

Après  ces  remarques  préliminaires,  reprenons  les  équations  (aS) 
et  diiférentions-les.  Si  nous  posons 


27 


nous  aurons 


ce  nui  doi 


qu 


{  A  z=  c   —  af  cosy  —  Z>y siti  ^, 

<   A'  =  c'  —  o'fco?,'f  —  //y  siny, 

K"  =  c"  —  a"fcos'f  —  ^"/siny, 


cos  'f  dv  —  V  sin  y  (ho  =  A  N  dt, 
sin  y  dv  +  v  cos  y  rA^  =^  A'  N  dt. 


d\>        A  sin  o  H- A  cos  y 

—  = ; —  d'à, 

V         A  cos  f  —  A  sui  'j> 

Hidt  = 


A'cos'^  —  A  sin  y 
Posons,  pour  abréger, 

H  =  A'siny  -h  Acos^, 
A  =  A'cosy  —  A  sin  y. 
Psous  obtiendrons 

(28]  ''=^'0^    "■  , 

et,  u  une  fois  connu,  on  déduira  de  l'expression  de  IS  dt 

j     Tidt  =   j     -—i,  ('cosçp  =  ('ocos^o+    1     -^ 

r'^        ,      r'^i'co&fdf       .  .  r-A'i'd^ 

I     N  cos  fdt=   j ■ — ^5      •' sui y  =  Cg  sin  ^0  H-    / -i 

r\.  .     ,       r%smfd'f  r-A"<>df 
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Ces  quadratures  donnent  la  solution  complète  de  la  question  ;  elles 
feront  connaître  les  diverses  circonstances  du  choc  tant  que  la  vi- 
tesse i^  ne  deviendra  pas  nulle,  auquel  cas  on  ne  connaîtrait  plus 
la  direction  du  frottement. 

On  peut  interpréter  géométriquement  les  formules  précédentes. 
Construisons  dans  le  plan  tangent  la  courbe  auxiliaire  lieu  du  point 
dont  les  coordonnées  à  l'instant  t  sont 

X  =zf  I     N cos f (It,     j=/  I     N sin 5* dt. 

On  voit  que  le  rayon  vecteur  de  cette  courbe  représente  en  gran- 
deur et  en  direction  la  percussion  tangcntielle.  L'arc  de  la  courbe, 
compté  à  partir  de  l'origine,  a  pour  valeur 


=/ 


et  par  conséquent  il  est  égal  à  la  percussion  normale  multipliée  par 
le  coefficient  de  frottement.  Si  l'on  différentie  d'ailleurs  les  formules 
qui  donnent  x  et  j  ,  on  trouvera 

-==tang,. 

La  direction  de  la  tangente  à  cette  courbe  auxiliaire  est  donc  la 
même  que  celle  de  la  vitesse  relative  tangcntielle  à  l'instant  t.  On 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

//  existe  luie  courhe  située  dans  le  plan  de  contact,  passant  au 
point  de  contact  et  donnant  la  loi  du  choc.  Son  rayon  vecteur 
représente  la  percussion  tangentielle  due  aujrottenwnt;  sa  tan- 
gente a  la  direction  de  la  vitesse  relative  et  son  arc,  compté  à 
partir  de  l'origine,  est  égal  au  produit  du  coefficient  de  frottement 
par  la  percussion  normale  reçue  par  chaciui  des  corps  depuis  le 
commencement  du  choc. 

Il  résulte  des  formules  (aS)  que  cette  courbe  satisfait  à  l'équation 
différentielle 

dy        ('osiii^o  —  ^'^  —  ^'t  +  ^'^ 
dx         f  p  cos  ij)o  —  ox  —  bj  -[-  es 
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et  par  con'Sc'quent  les  recherches  précédentes  peuvent  être  consi- 
dérées comme  donnant  l'intégrale  de  cette  équation  (  '  ). 

Tlevenons  aux  formules  (29)  et  voyons  comment  on  déterminera 
la  lin  du  choc.  Dans  le  cas  des  corps  mous,  il  n'y  a  pas  de  difû- 


(')  Considérons  d'une  manière  générale  l'équalion  différentielle 

où  r'  désigne  —  et  X  une  fonction  de  la  seule  variable  x.  Il  est  aisé  de  reconnaître 
■^  "       dx 

qu'elle  comprend,  comme  ca3  particulier,  celle  qui  a  été  considérée  dans  le  texte.  H 

suffi!,  en  effet,  pour  retrouver  celte  dernière  équation,  de  prendre 

X=i,     0(j')^j', 

r(j>')  =  —  a'—l?'r'-hc'sji-hr"-,    /0'')  =  ''oSin',^o. 

$(7')  =:  —  a—by  -Hc  v'i-t-7'%     9(7')  =  ''ocosa„. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  intégrer  très  simplement  l'équation  (a).  Pour  cela, 
posons 

et  par  conséquent 

ou  aura,  en  diffcrcntiant, 

^,  ^b'  +  F(y  )x  ^x  =  o{r')d),  +  ;.  ~  d/, 

et,  si  l'on  élimine  Xf/x,  on  trouvera 

^,    ,,  dX        .  dO        df 

F(  r  ) «r  dy'       dy' 

*  (  r'  )  ^  d'^        d^ 

dj'     df 

Cette  équation  linéaire  fera  connaître  J.  eu  fonction  dejt'.  On  déterminera  ensuite  x 
au  moyen  de  la  formule 


-"  =  (^7 -*)*'■ 


où  les  variables  sont  séparées,  et  enfin  >■  par  la  formule 

dj  =ï  y'  dx. 

1,'iiitégralion  de  l'cquation  différciiliel'e  est  ainsi  ramenée  à  une  série  de  quadra- 
tures. 

Si  dans  l'équation  [a')  on  remplaçait  Xr/.r  par  d-^{^x,y),  on  serait,  par  une  méthode 
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culte  :  le  choc  se  terminera  quand  la  vitesse  relative  normale  w  sera 
réduite  à  zéro.  Mais  il  peut  y  avoir  des  corps  élastiques  dans  lesquels 
le  frottement  n'est  pas  nul,  par  exemple  deux  billes  d'ivoire  di'poli. 
Dans  ce  cas,  rien  ne  nous  guidant,  on  peut  revenir  à  l'ancienne 
hypothèse  et  supposer  que,  lorsque  les  corps  se  détendent  après 
s'être  comprimés,  ils  reçoivent  une  percussion  normale  égale  à  celle 
qui  s'est  développée  dans  la  première  partie  du  choc.  Alors  il  suffira 
de  calculer  la  percussion  normale  relative  au  cas  du  choc  des  corps 
mous  et  de  prolonger  le  choc  jusqu'à  ce  que  la  percussion  normale 
ait  pris  une  valeur  double  de  celle  que  l'on  a  ainsi  calculée.  Pour 
plus  de  netteté,  nous  traiterons  toujours,  dans  ce  qui  va  suivre,  le 
cas  du  choc  des  corps  mous. 

D'après  les  hypothèses  faites  sur  le  sens  de  l'axe  des  jî,  la  percus- 
sion J^dt  sera  toujours  positive  et  la  valeur  initiale  iVq  de  w  sera 
négative.  Par  suite,  la  j)remière  des  formules  (29)  nous  montre  queo, 

partant  de  la  valeur  O05  devra  varier  de  telle  manière  que  — ^  soit 

positif;  donc  on  connaîtra  le  sens  de  la  variation  de  ç.  J3ésignons 
par  a  la  première  racine  de  l'équation 

A  ==  o 

que  9  atteindrait  en  variant  dans  le  sens  indiqué,  et  cherchons  si 
le  choc  sera  terminé  avant  que  o  ait  atteint  la  valeur  a.  L'équation 
qui  définit  la  fin  du  choc  est 

(3o)  a^  =  0  =  n'o-j-    I      — —' 


analogue,  ramené  à  l'intégration  de  l'équation 

o{x,f)  =  T{j'). 
L'équation  [a)  comprend  comme  cas  particulier  les  suivantes 

ax  -t-  /m'  -f-  «  -I-  Yi y'  ) 


a'  jc  -i-  b'  j  -h  c'  s  -h  ^  [j'  ) 

ax--hF(r')-{- cfxt]y 
a'x'-i-<^{j')  -t-  c'J  xdj 


ô{y). 


Cette  dernière  équation,  correspondante  au  cas  où  l'on  prend  \=^x,  équivaut  à 
uae  relation  assez  générale  entre  la  tangente  et  l'aire  d'un  segment  de  la  courbe 
Cherchée. 
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Si  cette  éïjualion  admet  une  racine  comprise  entre  zéro  et  a,  il 
n'y  aura  pas  de  difficulté^  les  formules  (ao),  (29)  seront  appli- 
cables jusqu'à  la  fin  du  choc,  et  elles  feront  connaître  les  percussions 
tangentielles  et  normales,  et  par  conséquent  la  vitesse  finale  des 
deux  corps.  Je  dis  que  ce  cas  se  présentera  toujours  toutes  les  fois 
que  la  quantité  que  nous  avons  désignée  par  H  sera  positive  pour 
cp  =  a. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  l'expression 

X(aX+  ^Y  +  cZ)  +  Y(a'X  +  b'Y  +  c'Z)  +  Z(«"X  +  ^-''Y  4-  c"Z) 

est  toujours  positive,  quelles  que  soient  les  quantités  X,  Y,  Z.  Fai- 
sons 

X  =  — /cosy,     Y  =  —  fsm'f,     Z=i; 

on  aura,  en  conservant  les  notations  adoptées, 

A"  — /(A'  cos»  +  A"  siii'^)  >  o, 

ce  qui,  d'après  les  formules  (aS),  équivaut  à  l'inégalité 

div  — fdv  ^  o, 
et,  par  conséquent, 

(3i)  «'  — «'0 —/(''  — ('o)>o. 

Or,  si  <f  se  rapproche  de  la  racine  a,  —   devient   infini    positif, 

puisque  nous  avons  vu  que  le  signe  de  do  est  toujours  celui  de  A. 
Si  donc  H  est  positif  dans  le  voisinage  de  la  valeur  a  de  <j),  l'inté- 
grale 1  — -  deviendra  infinie  positive,  et  il  en  sera  de  même  de  ç», 
qui  a  pour  valeur 

'  Hrff 

Ainsi,  si  o  variait  de  zéro  à  a,  u  et  par  conséquent  v —  Vq  croî- 
traient indéfiniment,  et,  en  vertu  de  l'inégalité  (3i),  il  en  serait  de 
même  de  w.  Donc,  avant  que  o  ait  atteint  la  valeur  a,  w  aura  pris 
tel  accroissement  positif  que  l'on  voudra,  et,  comme  sa  valeur  ini- 
tiale est  négative,  elle  aura  passé  par  zéro  ou  par  toute  autre  valeur 
positive  qui  marquera  la  fin  du  choc. 

Si,  au  conti'aire,  on  a  H  <^  o  pour  œ  =  a,  il  pourra  se  faire  sans 
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doute  qu'il  y  ait  encore  une  valeur  de  (p  comprise  entre  Ço  et  a  et 
annulant  ^v,  mais  il  pourra  aussi  arriver  que  çj  atteigne  la  valeur  a 
sans  cjue  tvsoit  devenue  nulle.  Eu  eiTet,  dans  ce  cas,  ^'  deviendra 
nulle  pour  o  =  oc  ci  l'intégrale 


X 


'A"t>clf 


qui  tendra  vers  une  valeur  finie  quand  ^  s'approchera  de  a,  aura 
un  maximum  en  valeur  absolue.  Si  Wq^  par  exemple,  est  supérieure 
à  ce  maximum,  l'équation  (3o)  n'aura  pas  de  racine  entre  cpo  et  a. 

Voilà  donc  un  cas  tout  aussi  général  que  le  précédent  et  qui  avait 
été  négligé,  celui  où  la  vitesse  relative  tangentielle  devient  nulle 
avant  la  fin  du  choc.  jNous  allons  l'étudier  d'une  manière  détaillée. 

Et  d'abord  l'étude  qui  a  été  faite  de  questions  analogues  (roule- 
ment des  sphères,  des  cylindres)  nous  avertit  qu'il  peut  se  produire 
deux  espèces  tout  à  fait  ditférentes  de  mouvements  : 

Ou  bien  la  vitesse  relative  tangentielle  continuera  à  demeurer 
nulle,  et  alors  la  force  de  frottement  ne  sera  assujettie  qu'à  l'unique 
condition  d'être  inférieure  à  la  force  normale  multipliée  par  le 
coefficient  de  frottement  5  en  d'autres  termes,  la  force  appliquée  à 
l'un  des  corps  devra  faire  avec  la  normale  commune  un  angle 
moindre  que  l'angle  de  frottement.  Ce  sont  là  les  lois  du  frotte- 
ment quand  il  y  a  repos  relatif  au.  contact. 

Ou  bien  la  vitesse  relative  tangentielle  reprendra  des  valeurs 
finies,  et  il  reste  à  déterminer  le  mouvement  qui  pourra  se  produire 
dans  ces  conditions. 

Examinons  d'abord  le  premier  cas.  Soient  N  la  composante  nor- 
male de  la  force  à  un  instant  quelconque,  ô,  6^  ses  composantes 
tangentielles.  Puisque  la  vitesse  tangentielle  t^  doit  demeurer  nulle, 
il  faut  que  l'on  ait 

«5  H-  è5i  4-  cN  =  o, 
a' e  -T-  b' 6 ^ -\-  c'N  =  o, 
ce  qui  donne 


bc'  —  cb' 


7^.      ^^  =  -777— r-,^- 


au'  —  ùa'  aO' 


Exprimons  que  la  composante  tangentielle  est  plus  petite  que^jV^ 
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nous  aurons  l'inégalité 

et,  par  conséquent,  en  posant 

(33)  -^=^^[01'  —ba'f^[ac'—ca'Y-  [bc'—ch']\ 

il  faudra  que  l'on  ait 

K>o. 

Si  celte  inégalité  n'est  pas  satisfaite,  le  mouvement  précédent  sera 
impossible. 

Examinons  maintenant  ce  qui  arrivera  si  l'on  suppose  que  la  vi- 
tesse tangentielle  relative,  après  être  devenue  nulle,  reprenne  des 
valeurs  finies.  Alors  l'équation  différentielle 

(  A'  ces  ^  —  A  sin  y  )  f/»'  =  f  (  A'  sin  y  +  A  ces  'f  ]  d'^ 

nous  montre  que  la  seule  solution  possible  sera 
A'  ces  'f  —  A  sin  o  =^  o,     (h  =  o. 

Ainsi,  dans  le  mouvement  qui  se  produira,  la  direction  et  le  sens 
de  la  vitesse  relative  demeureront  constants,  et  9  ne  pourra  être 
qu'une  des  racines  de  l'équation  précédente. 

Or  cette  équation  admet  quatre  racines  qui  peuvent  être  toutes 
réelles.  Nous  sommes  donc  amenés  à  discuter  jusqu'à  cinq  mouve- 
ments différents  qui  peuvent  se  produire  :  ceux,  au  nombre  de  quatre, 
qui  correspondent  à  ces  différentes  racines,  et  celui  pour  lequel  la  vi- 
tesse tangentielle  demeure  nulle.  Si  deux  de  ces  mouvements  étaient 
possibles  simultanément,  on  rencontrerait  un  fait  ti^ès  intéressant, 
mais  qu'aucun  des  exemples  traités  et  connus  ne  nous  permet  de 
prévoir.  Nous  allons  en  effet  montrer,  par  une  discussion  détaillée, 
qu'il  n'y  a  jamais  indétermination,  qu'il  n'y  a  jamais  à  choisir 
entre  deux  ou  plusieurs  mouvements  également  possibles. 

Nous  développerons  d'abord  quelques  remarques  préliminaires. 

1°  Dans  le  cas  où  la  vitesse  tangentielle  reprend  une  valeur  finie, 
on  a,  nous  l'avons  vu,  ip  =■•  const.,  et  les  formules  (aS)  nous  donnent 
sans  difficulté 

Or,  v>  elfiSfJt  sont  positifs;  il  faut  donc  que  H  le  soit  aussi.  Ainsi, 
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pour  que  le  mouvement  correspondant  à  une  racine  a  de  l'équa- 
tion A  =  o  soit  possible,  il  faut  que  cette  racine  a  rende  la  quan- 
tité H  positive.  11  suit  de  là  que  si  la  vitesse  tangentielle  est  devenue 
nulle  pour  une  certaine  valeur  a  de  cp,  comme  celte  valeur  a  est 
une  racine  de  A  rendant  H  négative,  la  vitesse  ne  peut  reprendre 
une  valeur  finie,  ^  étant  égal  à  a. 

2°  Puisque  le  signe  de  H  pour  chaque  racine  de  A  a  une  grande 
importance,  cherchons  aie  déterminer.  A  cet  effet,  nous  remarque- 
rons l'identité  fondamentale  dans  cette  discussion 

H  +  A'= —  «/sin^y  —  b'/cos^'f  -h  (6  +  a')/s\nfC0S'f. 

En  vertu  de  l'une  des  inégalités  (26),  le  second  membre  est  tou- 
jours négatif.  Donc  H  est  négative  pour  toute  racine  de  A  qui  rend 
la  dérivée  à!  positive  ou  nulle.  Telle  est  la  proposition  qui  reudi'a 
possible  la  discussion  suivante. 

3"  Formons  l'équation  qui  donne  les  quatre  valeurs  de  Hj  on  a 

A'  cos'^  —  A  sin^j  =:  o,     A'  siny  +  A  cosy  ^  H, 
et,  par  conséquent. 


cos'^       sincp 
ou,  en  développant, 

c  —  [of  -¥  H)  cosy  —  bfûntf  =  o, 
c'  —  a'fcos <j>  —  (  i'/ 4-  H )  sin y  =  o, 

ce  qui  donne,  en  éliminant  (p, 

.Il\2        /   .,        .    ,        cli 


ac  —  c 


■h'- 


fj   '  V  '  / 

r  H  HH^ 

=  Y[ab'-ba')-^ya  +  b']  +  -^fK 
L'équation  développée  est 

/ ^^i^a^b')-j 

,3  ,  .    ir-{^^-rb'Y+ir-[ab'-ba')-c^--c'^-]y,_ 

2  [(«  +  è'  )  (  ab'  -  ba'  )p  -  c  [cb'  -  bc'  )  4-  c' [ca'  -  ac'  )]  - 
^fi[„b'  -ba'Y-  [ca'—ac'Y—[cb'—bc'Y=zo. 
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Le  dernier  terme  de  cette  équation  est  la  quantité  que  nous  avons 
désignée  par  K. 

Ces  remarques  faites,   nous  pouvons  commencer  la  discussion. 

1°  Supposons  d'abord  que  l'équation  A  =  o  n'ait  pas  de  racine 
réelle.  Alors  les  quatre  valeurs  de  A  sont  imaginaires  et  la  quantité 
K  est  positive,  puisqu'elle  est  le  dernier  terme  de  l'équation  précé- 
dente, dont  les  quatre  racines  sont  imaginaires.  Si  au  début  du  choc 
la  vitesse  tangentielle  est  nulle,  elle  demeurera  nécessairement 
nulle,  K  étant  positif  et  aucun  des  quatre  autres  mouvements 
n'étant  réel.  Si  au  contraire  elle  n'est  pas  nulle,  elle  ne  le  devien- 
dra jamais,  et  les  formules  (29)  seront  applicables  jusqu'à  la  fin  du 
choc. 

2°  Si  l'équation  A  =  o  a  deux  racines  réelles,  pour  une  de  ces 
racines  la  dérivée  A'  sera  positive,  et,  par  conséquent,  la  valeur  cor- 
respondante de  H  sera  négative.  Si  les  deux  valeurs  réelles  de  H 
sont  négatives,  le  dernier  terme  de  l'équation  (34)  en  H  sera  positif, 
et,  par  suite,  si  la  vitesse  p-  devient  nulle  à  un  instant  du  choc,  elle 
ne  pourra  que  le  demeurer.  Au  contraire,  si  une  seule  valeur  de  H 
est  négative,  K  sera  aussi  négatif,  et,  si  la  vitesse  u  devient  nulle 
avant  la  hn  du  choc,  elle  ne  pourra  pas  le  rester;  mais  il  se  pro- 
duira le  mouvement  dans  lequel  ç  prend  une  valeur  égale  à  la  ra- 
cine de  A  pour  laquelle  on  a  H  ^  o. 

3°  Enlin,  si  l'équation  A  =  o  a  ses  quatre  racines  réelles,  il  y  en 
aura  deux  rendant  A'  positive,  et,  par  conséquent,  deux  au  j}ioi7is 
pour  lesquelles  on  aura  H  ^  o . 

Si  R<^o,  il  V  a  un  nombre  impair  de  valeurs  de  H  négatives;  il 
y  en  a  donc  alors  trois.  Ainsi,  il  existe  trois  valeurs  de  ©  pour  les- 
quelles la  vitesse  w  peut  devenir  nulle;  mais,  K  étant  négatif,  cette 
vitesse  ne  pouira  rester  nulle,  et  il  se  produira  le  mouvement  dans 
lequel  o  prendra  une  valeur  égale  à  l'unique  racine  de  A  pour  la- 
quelle on  a  H ^  o. 

Si  K^o,  nous  allons  montrer  que  l'équation  (34)  n'a  que  des  per- 
manences, et  par  conséquent  que  les  quatre  valeurs  de  H  sont  néga- 
tives. Mais,  pour  simplifier  le  calcul,  nous  admettrons  que  l'on  ail 
choisi  les  axes  de  telle  manière  que  c'  soit  nulle.  Cela  revient  à  faire 
passer  le  plan  des  xz  par  la  direction  de  la  vitesse  relative  qui  serait 
imprimée  par  les  deux  percussions  égales  et  contraires  dirigées  sui- 
\  ant  Os. 
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Ou  a,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 

f'-{ab'—ba'Y—c^[a'^-\-  b'^]:>o. 

Rappelons  les  inégalités 

[a'-+-b)^ — /^ab'<:^o,      f'^o,      i' ^  o, 

qui  donnent 

{a'—by-<Ci{fib'—ba'), 

et  par  conséquent 

ab'  —  ba'  >  G. 

Si  nous  nous  reportons  à  l'équation  (34),  nous  voyons  immédia- 
tement que  le  coefficient  de  ii^  est  positif.  Il  reste  à  démontrer 
qu'il  en  est  de  même  des  coefLicients  de  H  et  de  H-.  ^ous  emploie- 
rons pour  cela  les  deux  inégalités 


p> 

C2(«'2-^ 

-h'-] 

[ab'  — 

ba  f  ' 

«> 

[a'-hb 

il. 

Le  coefficient  de  2  -^  est 

\^  —  [a  +  b'][ah'~  ha']r-—c'-h'. 

Le  coefficient  dey-  étant  positif,  remplaçons^-  par  sa  limite  in- 
férieure. Nous  aurons 

\.[ab  -ba')  ^^  _j_  ^M  ,^.^  +  ^,'2  )  _  b'Ub'  -  ba'  ), 

OU 

Uab'  —ba' 


«a'2+è'(a'2  +  i'')  +  bb'a'. 
Remplaçons  encore  a  par  sa  limite  inférieure,  et  nous  aurons 


ce  qui  démontre  que  L  est  positif. 
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H- 

Passons^ au  coefficient  de  -j-^-  On  a,  en  le  désignant  par  L,, 

Li=/^[(«  H-  b-f-\--x[ab'~ha']'\  -c^ 
cl,  eu  remplaçant/-  par  sa  limite  inférieure, 

c- 

H-  4  ab'  [a'^  -{-  b'^)  +  [a""  +  b'^][b'^  —  b"-  —  9.  ba'  ) . 

Si  l'on  remplace  dans  le  second  terme  a  par  sa  limite  inférieure, 
on  trouve 

hA^l^LllJ!^'^  [aa'  +  bb'Y  -\-  [a'^  +  b'^)\ 

et,  par  conséquent,  L|  est  encore  positif. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  l'équation  A  =  o  aura  ses  quatre  racines 
réelles  et  que  K  sera  positif,  les  quatre  valeurs  de  H  seront  néga- 
tives. Alors,  pour  quatre  valeurs  de  c^,  la  vitesse  v  pourra  devenir 
nulle  5  mais,  quand  elle  le  sera  devenue,  elle  restera  nulle  jusqu'à 
la  fin  du  clioc. 

En  résumé,  il  n'y  a  jamais  d' indélerminalioJi  dans  le  mouve- 
ment. 

Dans  le  cas  où  la  vitesse  v  demeurera  nulle,  il  faudra  substituer 
aux  équations  (29)  les  suivantes, 

'    o  =  «G  -)-  ^'^1  H-  cN, 
(35)  \   o  =  «'6  +  è'6,-i-c'N, 

j  iv  =  M-;  +  a"0  -+-  b"fi,  H-  c"N, 

qui  serviront  jusqu'à  la  fin  du  clioc  ;  w^^  désigne  la  valeur  qu'a  w  au 
moment  où  la  vitesse  p-  devient  nulle. 

J'indiquerai,  en  terminant,  un  exemple  assez  simple  qui  met  en 
évidence  la  plupart  des  cas  de  la  discussion  précédente-,  c'est  celui 
d'un  corps  solide  de  révolution  qui  vient  rencontrer  oLliquement 
un  plan  fixe. 
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COMPTES  RENDUS  ET    ANxVLYSES. 

FESTSKRIFTER,  udgivne  af  det  mathemalisk-nalurvidenskabelige  Fakultet  ved 
Kjobenhavns  Universitet  i  Anledning  af  Universitetets  Fireluindredeaarsfest, 
Juni  1879.  —  Kjobenhavn,  Gyldendalske  BoghandelsForlag,  1879.  In-S°  ('). 

Nous  n'analysons  ici  que  les  trois  iNlémoires  mathématiques  et 
astronomiques. 


STEEN  (ADOLmc).  —  Df.n  elastiskf.  Klrvf.  oc  df.ns  Anvf.ndelsf.  i  KiJjNiNCSTnEORiEX  ('). 

C'est  un  seul  point  de  la  théorie  de  la  flexion  qui  a  provoqué 
celte  recherche.  Il  n'est  point  clair  si  un  prisme  mince  qui  est 
fléchi  par  une  pression  peut  prendre  en  réalité,  dans  les  cas  où 
l'axe  n'est  soutenu  qu'en  un  ou  deux  points,  toutes  les  positions  à 
plusieurs  points  sur  l'axe  (ou  à  sinuosités)  qu'indic[ue  la  théorie. 
Avant  de  renvoyer  cette  question  aux  praticiens,  il  faut  s'assurer 
que  la  théorie  n'a  contribué  en  rien  au  défaut  de  clarté.  L'auteur 
fait  à  cet  égard  deux  observations. 

Premièrement,  les  cours  techniques  se  bornent  ordinairement  à 
des  résultats  qu'on  peut  exprimer  par  des  fonctions  élémentaires. 
Pour  cette  raison,  on  introduit,  dans  l'intégration  de  l'équation 
dillérentielle  delà  courbe  élastique,  une  approximation,  plus  tôt  qu'il 
ne  serait  nécessaire  si  l'on  voulait  faire  usage  des  premiers  éléments 
de  la  théorie  des  intégrales  elliptiques. 

Ensuite,  on  se  borne  à  une  détermination  incomplète  des  quan- 
tités constantes  introduites  par  le  calcul,  et  cette  détermination  est 
de  la  plus  grande  importance  pour  trouver  le  nombre  possible  de 
sinuosités. 

Pour  suppléer  à  ces  lacunes,  l'auteur  commence  par  déterminer 
la  pression  longitudinale  minimum  qui  donne  naissance  à  une  seule 


(')  Mémoires  publiés  par  la  Faculté  des  Sciences  à  l'Université  de  Copenhague  h 
la  célébration  du  quatrième  centenaire  de  la  fondation  de  l'Université,  en  juin  1879. 
Copenhague,  librairie  de  Gyldeiidal,  1879. 

(')  La  courbe  élastique  et  son  application  à  la  tlicorie  de  la  flexion. 

Rull.  des  Sciences  mathém.,  n"  Série,  t.  IV.  (Mai  1880.)  I  I 
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simiosilc  d'un  prisme  perpendiculaire,  et  il  montre  qu'une  pression 
capable  d^  produire  plusieurs  sinuosités  devrait  être  proportion- 
nelle au  carré  de  leur  nombre.  Or,  une  comparaison  de  la  pression 
minimum  qui  fléchit  le  prisme  au  plus  grand  chargement  que  le 
matériel  peut  supporter  donne  au  rapport  de  la  hauteur  du  prisme 
et  du  rayon  de  gyration  du  moment  d'inertie  de  la  section  trans- 
versale une  valeur  qui  montre  l'impossibilité  de  plusieurs  sinuo- 
sités^ en  ed'et,  le  prisme  devrait  être  si  long,  qu'il  serait  rompu  au 
lieu  d'être  fléchi.  Le  ra])port  que  nous  venons  d'indiquer  doit  être 
proportionnel  au  nombre  des  simiosités. 

Une  application  pratique  ajoutée  par  l'auteur  sert  à  montrer 
aux  praticiens  combien  peu  de  difficulté  présente  l'usage  de  Tables 
d'intégrales  elliptiques  pour  la  solution  de  problèmes  de  ce  genre. 


THIELE  (T.-N.).  —  Castor;  calcul  du  mouvkmknt  relatif,  et  critiqi'e  des  observations 

DE   CETTE   ÉTOILE   DOUBLE.    ^6    pajjes   (fl'.). 

L'avantage  que  l'on  poursuit  et  que  l'on  obtient  en  faisant  des 
mesures  micrométriques  repose  sur  ce  fait,  que  les  erreurs  inévi- 
tables des  mesures  diminuent  avec  la  distance  entre  les  objets  me- 
surés. Cette  méthode,  appliquée  aux  étoiles  doubles,  où  les  dis- 
tances sont  singulièrement  petites,  devrait  donc,  semble-t-il,  donner 
des  résultats  d'une  exactitude  très  grande,  et  rien,  en  eifet,  ne  serait 
plus  désirable  pour  l'étude  des  mouvements  de  ces  intéressants 
systèmes  de  corps  célestes.  Mais  cette  attente  est  frustrée,  car  les 
erreurs  dans  les  mesures  de  ces  astres  ne  suivent  pas  la  loi  (expo- 
nentielle) des  erreurs,  et  les  écarts  en  sont  tels,  que  c'est  seulement 
dans  d'étroites  limites  que  l'on  peut  admettre  que  la  moyenne  des 
observations  donne  une  approximation  plus  grande  que  les  diverses 
mesures,  de  sorte  que  la  méthode  des  moindres  carrés  cesse  d'être 
applicable  à  la  détermination  des  orbites  des  étoiles  doubles. 

L'étude  de  ces  erreurs  systématiques  semble  être  tout  aussi  diffi- 
cile qu'elle  est  indispensable,  et  le  phénomène  présente  différentes 
phases  qui  doivent  nécessairement  être  prises  en  considération 
avant  (ju'on  puisse  profiter  plein(;ment  de  l'exactitude  des  mesures 
micrométriques. 
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D'un  côté,  c'est  un  fait  depuis  longtemps  constaté,  (jue  des  obser- 
vateurs dillérents  déduisent  des  résultats  dillerents  d<;  leurs  mesures 
du  même  astre,  et  quelques-uns  d'entre  eux,  notamment  M.  O. 
Struve,  ont  reconnu  qu'en  réalité  leurs  propres  mesures  sont  en- 
tachées des  erreurs  systématiques,  et  ont  cherclié,  par  des  mesures 
d'étoiles  doubles  artificielles,  a  déterminer  les  corrections  qu'il  était 
nécessaire  de  faire  subir  aux  observations  ou  à  leur  moyenne  pour 
les  rapprocher  de  la  vérité  objective. 

D'un  autre  côté,  l'auteur  cherche  à  prouver,  par  l'exemple  d'une 
étoile  double  Cjui  a  été  observée  très-souvent  malgré  son  mouve- 
ment lent,  aue  très  souvent  le  même  observateur  mesure  dillerem- 
ment  à  des  époques  différentes,  sans  qu'il  soit  possible  d'assigner 
quelque  cause  extérieure  à  ce  phénomène.  Suivant  son  opinion,  il 
sera  nécessaire,  dans  les  observations  futures,  de  soumettre  les 
erreurs  systématiques  à  des  épreuves  fréquentes,  et,  quant  aux 
anciennes,  il  est  d'avis  qu'il  faut  avant  tout  chercher  à  fixer  les 
époques  où  les  observateurs  ont  changé  leur  manière  d'observer, 
afin  de  déterminer  les  périodes  intermédiaires,  en  général  sans 
doute  courtes,  pendant  lesquelles  les  observations  de  chaque  obser- 
vateur peuvent  être  traitées  par  la  méthode  des  moindres  carrés  et 
ramenées,  par  exemple,  à  des  positions  normales,  en  tant  que  le 
mouvement  n'a  pas  été  trop  considérable.  En  se  guidant  sur  ces 
princi|)es,  l'auteur  fait  la  critique  de  toutes  les  observations  de 
Castor  à  lui  connues,  poui-  donner  une  réponse  provisoire  aux 
questions  suivantes  :  les  erreurs  systématiques  ont-elles  varié  pour 
chaque  observateur,  et,  dans  ce  cas,  quand  et  de  combien? 

Pour  ce  qui  regarde  le  mouvement  même  de  Castor,  il  na  pas 
été  possible  d'arriver  à  un  résultat  définitif.  La  lenteur  de  ce  mou- 
vement, qui  a  permis  d'utiliser  cette  étoih^  double  pour  la  critique 
des  erreurs  systématiques,  est  cause  qu'il  manque  encore  au  moins 
une  donnée  pour  la  détermination  des  sept  éléments  de  l'orbite. 
La  durée  de  la  révolution  peut  encore  être  choisie  arbitrairement 
entre  trois  cent  cinquante  ans  et  un  nombre  infini  d'années. 
L'auteur  a  adopté  sept  cent  vingt  ans-,  mais  il  va  sans  dire  qu'il 
considère  la  détermination  de  l'orbite  fondée  sur  cette  hypothèse 
comme  étant  seulement  analogue  à  une  formule  d'interpolation 
qui  représenterait  les  résultats  des  observations. 
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ZEUTHEN  (H. -G.).  —  Om  Flader  af  fjerde  Orden  med  Dobbeltreglesxit.  5i  p.  ('). 

Les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  une  conique  double  ont  e'ié 
étudiées  par  MM.  Kuinmer,  Clebsch,  Geiser,  Cremona,  Pv.  Sturm, 
et  comme  on  peut  déduire,  par  une  transformation  homographique, 
les  propriétés  des  surfaces  générales  de  celles  des  surfaces  anallag- 
matiques,  elles  l'ont  été  aussi  par  MM.  Moutard,  Laguerre,  Dar- 
boux  et  par  plusieurs  autres  savants.  L'auteur  y  est  revenu  en 
appliquant  à  l'étude  des  surfaces  de  nouveaux  moyens,  qui  font 
ressortir  très  simplement  les  propriétés  générales  (c'est-à-dire  celles 
où  il  n'est  pas  question  de  réalité)  étudiées  jusqu'à  présent,  et  qui 
servent  en  même  temps  à  résoudre  les  questions  de  réalité  et  à  dé- 
terminer les  formes  des  surfaces,  ce  qu'on  n'avait  fait  que  pour  les 
surfaces  anallagmatiques. 

Dans  la  première  Partie,  il  applique  à  l'étude  des  propriétés  géné- 
rales de  la  surface  la  circonstance  que  le  contour  apparent  de  la 
surface  projetée  d'un  point  de  la  conique  double  est  une  courbe  gé- 
nérale du  quatrième  ordx^e.  Les  propriétés  des  vingt-huit  tangentes 
doubles  du  contour  montrent  les  faits  connus,  que  la  surface  con- 
tient seize  droites  et  que  l'enveloppe  des  plans  dont  les  courbes 
d'intersection  sont  composées  de  deux  coniques  se  décompose  en 
cinq  cônes  (les  cônes  kummériens).  Les  projections  de  ces  coniques 
forment  dix  des  soixante-trois  systèmes  de  coniques  tangentes 
quatre  fois  au  contour.  Une  courbe  de  la  surface  aura  en  général 
pour  projection  une  courbe  tangente  au  contour  sur  tous  les  points 
où  elle  le  rencontre. 

Certaines  courbes  de  la  surface  se  présentent  plus  commodément 
lorsqu'on  la  projette  du  sommet  d'un  cône  de  Kummer.  Alors  le 
contour  apparent  sera  composé  de  la  trace  du  cône,  prise  deux  fois, 
et  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles,  tan- 
gente quatre  fois  à  la  trace.  Cette  représentation  conduit,  dans  la 
deuxième  Section,   à   la  construction  suivante  de   la  surface  (-). 


(')  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  une  conique  double. 

(-)  Si,  dans  cette  construction,  S^  est  une  sphère  au  centre  F,  elle  se  réduira  à 
celle  qu'indique  M.  Darboux  pour  une  surface  anallagmatique,  à  la  pa[fe  iii  de  son 
Ouvrafje  :  Sur  une  classe  remarquable,  etc. 
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Soient  T  un  point  fixe,  a-,  et  Jo  deux  surfaces  du  second  ordre, 
et  désignons  par  SS'  et  DD'  les  points  d'intersection  de  ces  sur- 
faces avec  une  droite  variable  par  T;  déterminons  ensuite  deux 
couples  de  points  de  cette  droite,  (iM),  JMo)  et  (M',,  M'^),  qui  sont 
tous  deux  liannoniquement  conjugués  par  rapport  à  DD',  tandis 
que  l'un,  (M|,  Mo),  est  liannoniquement  conjugué  par  rapport  à 
TS,  et  l'autre,  (M',  M2),  harmoniquexnent  conjugué  par  rapport 
à  TS'.  Alors  le  lieu  des  points  M  est  une  surface  du  quatrième 
ordre  ayant  pour  conique  double  la  ligne  de  contact  de  la  surface  d^ 
avec  son  cône  circonscrit  au  sommet  T,  ayant  le  cône  circonscrit 
à  02  au  sommet  T  pour  cône  kummérien,  et  tangente  le  long  de 
la  courbe  d'intersection  de  c,  et  ^2  ^  un  cône  au  sommet  T.  Les 
sommets  des  quatre  autres  cônes  kummériens  sont  les  sommets  des 
cônes  du  second  ordre  par  la  même  courbe  d'intersection.  On  ob- 
tient ainsi  une  représentation  de  la  surface  par  une  surface  double 
du  second  ordre  Co. 

Dans  les  troisième  et  quatrième  Sections,  l'auteur  s'occupe  des 
([uestions  de  réalité  et  de  forme,  en  y  appliquant  respectivement  la 
projection  d'un  centre  placé  sur  la  conicjue  double  et  la  représen- 
tation par  une  surface  double  c^  que  nous  venons  de  nommer.  Il 
fait  usage  alors  de  résultats  trouvés  antérieurement  j)ar  lui-même 
et  M.  Crone  sur  la  réalité  des  tangentes  doubles  d'une  courbe  du 
quatrième  ordre  et  des  systèmes  de  coniques  qui  y  sont  quatre  fois 
tangentes.  Il  trouve  que  les  surfaces  appartiennent  à  six  formes 
distinctes.  Dans  leur  énvimération,  que  nous  allons  reproduire 
ici,  l'auteur  dit  (avec  M.  Klein)  qu'une  nappe  d'ordre  pair  Q  a  le 
type  de  point  lorsqu'elle  ne  contient  aucune  branche  de  courbe 
d'ordre  impair  (exemple  :  l'ellipsoïde)  et  qu'elle  a  le  type  de 
droite  lorsqu'elle  en  contient  une  infinité  (exemple  :  lliyperbo- 
loïde  gauche),  et  il  indique  (avec  INIM.  Sehlalli  et  Klein)  la  con- 
nexion d'une  nappe  par  le  double  du  nombre  de  courbes  fermées 
de  la  nappe  qui  ne  la  décomposent  pas.  Ne  s'occupant  que  de  pro- 
priétés projectives,  il  n'a  pas  égai'd  à  la  décomposition  d'une  nappe 
par  le  plan  à  l'infini.  Un  cône  (ou  une  conique)  est  appelé  réel, 
lorsque  son  équation  est  réelle. 

yï.  Surfaces  à.seize  droites  réelles,  à  cinq  cônes  kummériens  réels 
et  à  dix  systèmes  réels  de  coniques  planes,  dont  chacun  contient 
quatre  couples  de  droites  réelles.  Les  surfaces  ont  une  seule  nappe 
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du  type  de  droite  et  de  la  connexion  6,  qui  se  trouve  au  dehors  de 
tous  les  cônes  kummériens. 

B.  Surlaces  à  huit  droites  réelles,  à  trois  cônes  kummériens 
réels  et  à  six  systèm(;s  réels  de  coniques,  dont  chacun  contient 
deux  couples  de  droites  réelles.  Les  surfaces  ont  une  seule  nappe 
du  type  de  droite  et  de  la  connexion  4^  qui  se  trouve  au  dehors 
de  tous  les  cônes  kummériens. 

C.  Surfaces  à  quatre  droites  réelles,  à  un  seul  cône  kummé- 
rien  réel  et  à  deux  systèmes  réels  de  coniques,  dont  l'un  contient 
deux  couples  de  droites  réelles  et  deux  couples  de  droites  imagi- 
naires conjuguées.  Huit  des  droites  imaginaires  n'ont  aucun  point 
réel.  Les  surfaces  ont  une  seule  nappe  du  type  de  droite  et  de  la 
connexion  2,  qui  se  trouve  au  dehors  du  cône  kummérien. 

D.  Surfaces  sans  aucune  droite  réelle,  à  cinq  cônes  kummériens 
réels  et  à  six  systèmes  réels  de  coniques.  Les  droites  n'ont  aucun 
point  réel.  Les  surfaces  peuvent  ou  avoir  une  seule  nappe  du  type 
de  point  et  de  la  connexion  2,  qui  se  trouve  au  dehors  de  trois  des 
cônes  kummériens,  ou  n'avoir  aucune  nappe  réelle. 

E.  Surfaces  sans  aucune  droite  réelle,  à  cinq  cônes  kummériens 
réels  et  à  deux  systèmes  réels  de  coniques,  dont  chacun  contient 
quatre  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées.  Les  surfaces  ont 
deux  nappes  du  type  de  point  et  de  la  connexion  o,  (|ui  se  trouvent 
au  dehors  d'un  seul  cône  kirmmérien. 

F.  Surfaces  sans  aucune  droite  réelle,  à  trois  cônes  kummériens 
réels  et  à  deux  systèmes  réels  de  coniques,  dont  chacun  contient 
deux  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées.  Les  huit  autres 
droites  n'ont  aucun  point  réel.  Les  surfaces  ont  une  seule  nappe  du 
type  de  point  et  de  la  connexion  o,  qui  se  trouve  au  dehors  d'un 
seul  cône  kummérien.  H.   Z. 


BURNUAM  (S.-W.).  —  Doublk  stars  observations  mauij  in  1877-78  witii 

ÏWV.   18  J    INCII    REr'RACTOIl  OF  THK    DeARBORN  ObSERVATORY    (Clllcago).    1   VOl . 

111-4".  Loiulon,  1880. 

AL  iMiinliam,  (jiii   s'occupt;  depuis  plusieurs  années,  et  avec  un 
succès  incoiiLesté,  de  l'obscrvalion   et   de   la  rccherclu!  des   étoiles 
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doubles,  publie  aujourd'hui  une  suite  importante  à  ses  précédentes 
recherches.  Les  observations  consignées  dans  le  Mémoire  actuel 
n'ont  point  d'ailleurs  été  faites  avec  le  6  pouces  de  sou  observatoire 
particulier;  par  suite  d'une  circonstance  heureuse,  il  a  eu  pour 
cette  série  de  mesures  la  libre  disposition  du  grand  équatorial  de 
18^  pouces  (o'",47o)  d'ouverture  installé  à  l'Observatoire  de  Dear- 
born  par  les  soins  de  la  Société  astronomique  de  Chicago, 

Cet  équatorial,  construit,  en  1864,  auK  frais  de  la  Société  astro- 
nomique de  Chicago  et  de  JM.  Y.  Scammon,  était  jusqu'ici  presque 
inutilisé,  malgré  son  pouvoir  optique  remarquable  qui  lui  permet 
de  dédoubler  des  étoiles  distantes  de  o",  aS  seulement.  Grâce  à  la 
singulière  puissance  de  cet  admirable  instrument,  JM.  Burnham  a 
donc  pu  mesurer  en  1877-78  des  étoiles  doubles  dont  la  dislance 
n'avait  encore  été  qu'estimée,  et  il  a  ainsi  recueilli  des  matériaux 
d'une  valeur  inestimable  pour  l'histoire  des  systèmes  stellaires  mul- 
tiples. 

Le  Mémoire  de  M.  Burnham  comprend  deux  Parties. 

La  première  est  un  Catalogue  d'étoiles  doubles  récemment  décou- 
vei'tes  par  lui-même  ou  par  M.  Al  van  G.  Clark  ;  il  fait  suite  aux  Cata- 
logues déjà  publiés  parl'auteur  danslesiï/o7if7//^^  jVoticeslt.  XXXIII, 
XXXiV  et  XXXV),  les  ylstroaoniisclw  Nachrichten  (n°'  2062  et 
2103),  V American  Journal  oj  Science  (juillet  1877)  ^^  enfin  les 
Mont  II  ly  Notices  (t.  XXXVIII). 

Les  étoiles  y  sont  numérotées  de  483  à  734;  parmi  elles  7.5  sys- 
tèmes ont  une  distance  comprise  entre  o"  et  1"  (plusieurs  sont  à 
une  distance  inférieure  à  o",3)  et  jp  sont  distantes  de  \"  à  1" . 

La  seconde  Partie  du  IMémoire  de  M.  Burnham  renferme  les  me- 
sures micrométriques  de  5oo  systèmes  doubles  déjà  connus  et  autre- 
fois observés  par  Herschel,  W.  Struve,  O.  Struve,  elc,  mais  jus- 
qu'ici rarement  observés,  en  sorte  qu'il  y  a  de  grandes  incertitudes 
sur  la  nature  réelle  de  leurs  mouvements.  G.  Ii. 
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HÂRNACK  (Ax.).  —  Ueber  die  Darstellung  der  Raumcurve  vierter  Ord- 

NUXG  ERSTER  SPECIES    IND    IHRES   SeCANTENSYSTEMS  DURCH    DOPPELT  PERIODI- 

sciiE  FuNCTioNE.N  (').  —  Bemerkungen  zur  Géométrie  auf  der  Linienflachen 
vierter  Ordnung  (^). 

Dans  le  plan  une  courbe  générale  du  troisième  ordre,  dans 
l'espace  la  courbe  commune  aux  surfaces  du  second  ordre  qui 
appartiennent  a  ua  même  faisceau,  constituent  les  figures  algébri- 
ques les  plus  simples  qui  puissent  servir  à  la  représentation  uniforme 
des  valeurs  d'une  intégrale  elliptique. 

Dans  l'élude  qu'il  fait  du  second  mode  de  représentation , 
M.  Harnack  prend  pour  point  de  départ  l'expression  dillérentielle 

U    =-- r-   , 

où  a\.  =  o,  <x].  =  o  sont  les  équations  de  deux  surfaces  du  faisceau, 
en  sorte  que  pour  les  points  de  la  courbe  on  a 

où  Uj:  =  o,  i'j^^  =  o  sont  les  équations  de  deux  plans. 

En  supposant  que  ces  deux  plans  se  coupent  sur  une  sécante  à  la 
courbe,  ou  plus  particulièrement  sur  une  tangente,  et  en  introdui- 
sant le  paramètre  du  faisceau  de  plans  qu'ils  déterminent,  on 
exprime  la  dillérentielle  elliptique  au  moyen  d'une  seule  variable 
indépendante.  L'invariant  absolu  du  faisceau  de  surfaces  est  aussi 
l'invariant  de  la  di/férentielle. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  le  faisceau  de  plans  soit  quel- 
conque, il  est  nécessaire  d'obteuir  les  quatre  valeurs  de  la  dilléren- 
tielle qui  résultent  de  la  rotation  infiniment  petite  d'un  plan  autour 
d'une  droite  quelconque  située  sur  lui.  La  résolution  de  ce  problème, 
qui  exige  l'élimination  entre  trois  formes  quaternaires  quadra- 
tiques et  une  forme  linéaire,  s'obtient,  à  proprement  parler,  sans 
calculs,  en  profitant  de  ce  que  l'on  connaît  le  système  complet  des 


(')  jyjat/t.  ^im.,  t.  XII,  p.  /(7-SG. 
(-)  Ihid.,  t.  XIII,  p.  1 9-5-2. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  169 

formes  d'un  faisceau  de  coniques  et  en  s'aidant  d'une  métliode 
symbolique  dans  laquelle  on  représente  une  forme  irréductible  au 
moyen  du  produit  de  faisceaux  linéaires  distincts.  Le  résultat  est 
une  équation  biquadratique  dans  laquelle  le  second  terme  manque 
et  qui  fournit  une  preuve  du  théorème  d'Abel. 

Pour  étudier  la  distribution  des  valeurs  de  l'intégrale,  en  sup- 
posant que  la  limite  inférieure  corresponde  à  l'un  des  seize  points 
où  un  plan  rencontre  la  courbe  en  quatre  points  confondus,  il 
convient  de  distinguer  quatre  cas  : 

i"  La  courbe  a  deux  traits  avec  deux  branches  paires.  11  y  a 
une  période  réelle  {p  =  w)  et  une  période  purement  imaginaire 
i^p'  =  w');  sur  l'une  des  branches  se  distribuent  toutes  les  valeurs 
comprises  entre  zéro  et  p.  Sur  l'autre,  les  mêmes  valeurs  augmentées 

p' 
de  —  •  A  des  points  imaginaires  conjugués  correspondent  des  argu- 
ments imaginaires  conjugués. 

2"  La  courbe  a  deux  traits  avec  deux  branches  impaires.  Il  y  a 
encore  une  péiiode  réelle  (/>  1=  w)  et  une  période  purement  ima- 
ginaire {p'  =  w').  Aux  points  des  deux  branches  correspondent 
des  valeurs  complexes  du  paramètre,  dans  lesquelles  les  parties 
imaginaires  sont  constantes  5  ces  valeurs  peuvent  être  obtenues  en 

ajoutant  pour  une  des  branches  5  p',  pour  l'autre  ^  p'  à  toutes  les 

valeurs  réelles  possibles  ;  les  points  imaginaires  conjugués  sont  de 

la  forme  a  -t-  -  //  -h  S  /,  5<  -h  -  // —  (3  i. 

3°  La  courbe  a  un  seul  trait  avec  une  branche  paire.  11  y  a 
une  période  réelle  [p  =  oj)  et  une  période  complexe  de  la  forme 

7/ = Aux  points  de  la  branche  réelle  correspondent  des 

2 

arguments  réels;  aux  points  imaginaires  conjugués  correspondent 
des  arguments  imaginaires  conjugués. 

4"  La  courbe  commune  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau  réel  est 
complètement  imaginaire.  H  y  a  encore  une  péiiode  réelle  et  une 
période  purement  imaginaire.  Les  points   imaginaires  conjugués 

sont  de  la  forme  ce  -+-  61  et  a  H St. 

2 

Ces  résultats  établis,  on  peut  démêler  entièrement  toutes  les 
propriétés  relatives  à  la  réalité  ou  à  la  non-réalité.  En  particulier, 
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on  obtient  ^tous  les  théorèmes  de  JM.  Cremona  sur  la  réalité  du 
tétraèdre  polaire  relativement  à  ses  faces  et  à  ses  arêtes,  de  même 
que  les  théorèmes  sur  les  cent  seize  plans  c|ui  passent  par  quatre 
dx5S  seize  points  fondamentaux.  La  représentation  du  paramètre 
conduit  en  outre  à  une  construction  nouvelle  de  la  courbe  gauche, 
ciuand  on  donne  deux  systèmes  correspondants  de  trois  points,  ana- 
logue à  la  construction  de  la  courbe  plane  du  troisième  ordre  quand 
on  donne  trois  couples  de  points  conjugués. 

L'ensemble  des  sécantes  de  la  courbe  forme  une  infinité  de 
surfaces  réglées  dont  chacune  s'obtient  en  établissant  une  relation 
entre  les  deux  arguments  qui  correspondent  à  cliacjue  sécante.  La 
loi  la  plus  simple  consiste  à  prendre  pour  ces  deux  arguments  u 
et  ±  u  -t-  C,  C  étant  une  constante  arbitraire  comprise  dans  le 
parallélogramme  des  périodes  :  en  prenant  z/et  —  zz  -j-  C,  on  obtient 
un  système  de  génératrices  rectilignes  d'une  surface  du  second 
ordre  ;  l'autre  système  de  génératrices  s'obtient  en  changeant  le 
signe  de  la  constante.  Ce  théorème  a  déjà  été  donné  par  M.  Kolling 
[Der  Flachenhuscliel  zweiter  Ord/iun^,  Dissert. ^  Berlin,   1878). 

En  prenant  pour  les  deux  arguments  u  et  -h  u  ±  C,  on  obtient 
des  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  rencontrent  le  tétraèdre 
polaire  en  quatre  points,  doatle  rapport  anharmonique  est  constant. 
Cette  surface  peut  donc  être  regardée  comme  l'intersection  d'un 
complexe  tétraédral  de  droites  et  du  système  de  sécantes  à  la  courbe 
gauche  \  elle  a  été  étudiée  par  M.  de  la  Gournerie  (7?ec/ze/t7/e^  sui'  les 
surfaces  réglées^  Paris,  1 867)  (  '  )  :  c'est  une  surface  quadricuspidale 
de  huitième  ordre  et  de  huitième  classe.  Toutes  les  propriétés  projec- 
tives,  la  position  des  quatre  courbes  doubles  planes  dans  les  faces  du 
tétraèdre,  la  discussion  de  la  réalité  et  de  la  non-réalité,  se  déduisent 
aisément  de  la  représentation  du  paramètre.  A  ce  système  de  sur- 
faces appartiennent  la  surface  développable  et  trois  autres  surfaces 
réglées  du  quatrième  ordre,  que  l'on  obtient  en  prenant  l'intersec- 
tion du  système  de  sécantes  de  la  courbe  gauclie  et  de  la  congruence 
de  droites  déterminée  par  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  polaire. 
Au  moyen  des  valeurs  du  paramètre  sur  la  courbe,  on  arrive  direc- 
tement à  une  représentation  des  génératrices  de  la  suifac*;  qui  con- 


(')  Il  y  a  lien  de  rappeler  aussi  les  belles  recherches  de  l\I.  La[;iieri'e  sur  le  iiièinc 
sujet  insérées  dans  le  Joiinial  de  Ltoiivillc,  i"  séi'ie. 
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duit  à  une  l'orme  canonique  pour  l'étude,  fondée  sur  la  théorie  des 
Ibnctions  doublement  périodiques,  de  la  géométrie  de  ces  surfaces 
d'espèce  p  =^  i.  Dans  son  deuxième  Mémoire,  l'auteur  traite  briève- 
ment de  c(.'tle  question  et,  finalement,  porte  ses  icclierches  sur  la 
figure  la  plus  simple  à  une  dimension,  d'espèce  p  =  i. 
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A  PROPOS  D'UNE  LETTRE  DE  FERMAT 
SUR  LE  FAMEUX  PROBLÈME  D'ADRIEN  ROMAIN,  RÉSOLU  PAR  F.  VIÈTE; 

Par  ,M.  FRÉDÉRIC  RITTER, 
In[;énieiir  en  clief  des  Ponts  et  Chaussées. 

Dans  la  Communication  si  intéressante  de  divers  documents 
inédits  faite  par  M.  C.  Henry  dans  le  BuUettino  di  Bibliugrafia 
e  di  Storia  délie  Scienze  mateinaliche  e  jislclie  publié  par  M.  le 
prince  B.  Boncompagni  (octobre  1879,  p.  73D-737),  se  trouve  une 
J.ettre  de  Fermât  à  lluygens,  traitant  du  fameux  problème  d'A- 
drien Romain,  résolu  par  François  \iète.  Importante  à  divers  titres, 
cette  Lettre  contient  cependant  une  allégation  inexacte  en  ce  qui 
concerne  la  généralité  que  le  géomètre  belge  aurait  voulu  donner 
à  la  solution  de  la  question  proposée. 

Le  texte  de  la  Lettre  tel  qu'il  a  été  publié  est  assez  incorrect  5  on 
V  relève  des  fautes  d'orthographe  et  de  ponctuation,  et,  ce  qui  est 
plus  grave,  des  fautes  dans  la  notation  algébrique,  qui  rendent  sa 
lecture  diflicile. 

Comme  un  grand  nombre  de  personnes  qui  cultivent  les  Mathé- 
matiques sont  peu  habiles  a  comprendre  les  textes  latins,  nous 
croyons  devoir  donner  ici  la  traduction  de  cette  Lettre. 

«   Pierre  Fermât,  du  Parlement  de   Toulouse,  à  très  excellent 
et  très  illustre  Christian  Hujgens. 

»  11  m'est  arrivé  l'année  dernière  d'examiner,  avec  plus  d'attention 
que  je  ne  l'avais  encore  fait,  la  fameuse  réponse  de  François  \  iète 
au   problème  d'Adrien   Romain.    Etant    tombé    sur  le  passage  du 
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SBiême  Oiapitre  <m  ce  mathématicien,  d^nn  esprit  si  péaétrant,  se 
demande  â  Adrioi  Romain  a  jamais  cherdié  à  connaître  la  loi  de 
formation  et  Jes  ^t»priét^  de  son  équation,  je  me  sois  demandé  à 
mon  tour  si  Viête  arait  trouvé  et  dcMiné  une  solution  snffisanunent 
générale  de  cette  fameuse  équation.  L'énoncé  d'Adrien  Romain, 
rectifié  par  Viête,  est  le  suivant  : 

*  Etant  donnée  en  nombres  al^ébriquef  l'équation 
45  I  -3795  3  --sp634^5  -ii385oo,7;^78ii375;;9Î 

—  3451207.5  { 1 1]  -*-  io53o6o^5  f i3î  —  232676280 „ i5} 

-  3SI9I2375  :  17  ;  —  48S4ç4i25  fig  ]  -^  48334i8oo  (21) 

—  37865SSoo^23:'  -^  236o3o652  [-îS]  —  i  i7679too([27| 
-7-469557€»o(^29j  —  i%|5o4o(3iî-ih  3764565  Ij^  33 1 

-  :  Ç4%;  35Î  HM I  i5o  ^^ 37  ],— i23oo  (39) -^  945î4i  1) 
-45  ,43; -^«[45) 

ésal  à  un  nombre  donné,  trouver  la  ^valeur  de  la  racine. 

»  La  traitant  par  sa  méthode,  Yiête  a  sans  doute  ramené,  d'une 
manière  aussi  él^ante  que  très  savante,  la  solution  de  cette  ques- 
tion aux  Sections  angulaires,  et  il  a  construit  avec  un  rare  bonheur 
la  Table  que  Ton  trouve  à  la  pag;e  3iS  de  Tédition  d^Elzevir  et  que 
Fcn  peut  étendre  aussi  loin  qu  il  plaira  par  la  méthode  qu'il  a 
em^dorée  et  qui  permet  de  recminaitre  a  quelles  Sections  angulaires 
se  rapportent  les  équations  du  même  type.  Si,  dans  la  série  cocres- 
pondant  aux  nond>res  impairs,  on  ^'end  Téquation  i  C  —  'iS  %al 
a  un  nomlive  donné  moindre  que  21,  la  question  est  ramenée  â 
la  trisection  d'un  an^e  |  ').  De  même,  la  résolution  de  l'équation 
iQC  —  3C-îr-SX  égal  k  un  nombre  donné  moindre  que  2  est 
ramenée  â  la  division  d'un  an^e  en  cinq  parties  %ales  j  enfin  celle 
de  Féquation  i  QQC  —  >QC  -H-  1 4^  —  7^  ^^  à  un  nombre 
donné  moindre  que  2,  est  ramenée  âla  division  d'un  angle  en  sept 
parties  égales.  Et  si  vous  [volongez  indéfiniment  la  Table  de 
\ieie  suivant  la  méthode  indiquée  par  lui,  Féquation  proposée  par 
Adrien  Romain  correspondra  â  celle  qui  occupe  le  rang  marqué 


{*)i  Tenaaa.  empifAe:  îei  la  BofaifMMi  âe  \ièie  qtû  âéaâpts  Vime&tinve  patr  ?£,  son  «arré 
par  Qy  «MB  eat&e  par  C,  ui  gwattiiéwe  fwissauioe  pwr  QQ.  «t  ainsi  de  saife. 
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par  le  nombre  45-  La  solution  de  la  question  serait  ainsi  rameDée  a 
la  division  d'un  angle  en  quarante-cinq  parties  égales.  Tonlefois^ il  j 
a  lieu  de  remarquer  que,  pour  toutes  ces  équations  on  ne  penl  faire 
usage  des  Sections  angulaires  et  delà  méthode  de  \  iète,  nous  TaToais 
déjà  dit,  qu'au  seul  cas  où  le  nombre  donné  qui  doit  être  ^alë  aux 
nombres  algébriques  ne  dépasse  pas  2,  Lorsque  ce  nombre  esl 
plus  grand  que  2,  le  mystère  des  Sections  angulaires  garde  le 
silence,  et  l'on  reconnaît  facilement  que  Ton  ne  peut  plus  en  faire 
usage. 

»  Cependant  Adrien  avait  posé  d'une  manière  générale  la  ques- 
tion: Etant  donné  le  dernier'  terme,  trouver  le  premier.  Ce  n'est 
donc  plus  à  \  iète  ni  aux  Sections  angulaires,  mais  à  d'antres^  que 
l'on  doit  demander  assistance.  Dans  le  premier  cas,  nous  l'avons 
déjà  dit,  lorsque  i  C  —  3N  est  égal  à  un  nombre  moindre  que  2,  la 
question  est  ramenée  à  la  trisection  de  l'angle.  Mais  si  iC  —  3N 
est  égal,  par  exemple,  à  4  on  à  tout  autre  nombre  plus  grand  que 
2,  les  analystes  ne  peuvent  trouver  la  solution  de  l'équation  pro- 
posée que  par  la  méthode  de  Cardan;  et  pour  tous  les  antres  cas 
en  nombre  indélini,  trouver,  si  c'est  possible,  une  solution  au 
moyen  de  Tex  tract  ion  des  racines,  c'est  ce  que  jusqu'à  ce  jour  ancnn 
analyste  n'a  encore  tenté  de  faire.  Mais,  très  illustre  Huvgens,  que 
tout  ce  qu'il  est  permis  de  découvrir  dans  cette  partie  de  l'Algèbre 
soit  placé  sous  vos  auspices,  vous  pour  lequel  tous  les  savants  ont^ 
et  avec  raison,  une  profonde  vénération,  vous  qu'ils  considèrent 
comme  l'homme  le   plus  émiaent   en  matières  scientifiques. 

»  Soit  donc  proposé  de  faire  i  QC  —  5  C  -f-  5  ÎN^  égal  au  nombre 
4  ou  à  tout  autre  nombre  plus  grand  que  2.  La  méthode  de 
\  iète  pour  ce  cas  reste  complètement  muette.  Cependant^  et  je 
l'altirme  hardiment,  on  peut  répondre  d'une  manière  générale  à  la 
question  d  Adrieu  pour  toutes  les  ét:juations  contenues  dans  laTable^ 
lorsque  le  nombre  donné  est  plus  grand  que  2,  et  l'on  peut  ton- 
jours  obtenir  très  commodément  les  solutions  des  équations  pro- 
posées. J'ai  en  etlet  remarqué  et  je  puis  démontrer  que,  pour  tons 
les  cas  dont  je  viens  de  parler,  les  équations  peuvent  être  résolues 
comme  les  équations  cubiques,  que  Ton  ramène,  par  les  méthodes 
de  Cardan  ou  de  \  iète,  à  l'extraction  de  la  racine  cubique  d'une 
racine  carrée,  savoir  :  les  équations  quadralo-cubiques  à  1  esrtrac- 
tion  de  la  racine  quadrato-cubique  d'une  racine  carrée;  les  équa- 
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lions  quadi'ato-fjiiadi'ato-cuLiques  à  l'exlraclion  de  la  racine  qua- 
drato-quadralo- cubique  d'une  racine  carrée,  et  ainsi  de  suite, 
d'après  la  même  loi. Soit,  par  excjnple,  i  C  —  3N  égal  à  4  '■,  personne 
n'ignore  que,  par  les  méthodes  dont  il  vient  d'être  parlé,  la  racine 
cherchée  est  égale  à  la  racine  cubique  du  binôme  i  -i-  \J^  -\-  la  ra- 
cine cubicjue  de  l'apotonie  2  —  \J\^.  ]Mais  que  l'on  propose,  comme 
dans  l'exemple  de  Yiète  et  d'Adrien  Romain,  de  faire 

iQC  — 5C  +  3N 

égal  à  4  ou  à  tout  autre  nombre  plus  grand  que  2  :  pour  ee  cas 
comuie  pour  tous  les  autres  compris  dans  la  Tal)le,  quelque  loin 
qu'on  la  prolonge,  en  repix'senlant  toujours  la  racine  ihcichée  par 

1  cet  artifice  fera  évanouir  tous  les  termes  homogènes  de  de- 

N 

gré  inférieur  qui  s'opposent  à  la  résolution  de  l'équation  par  l'extrac- 
tion d'une  racine.  Ainsi,  dans  le  cas  dont  je  m'occupe,  la  racine  cher- 
chée est  égale  à  la  racine  quadrato-cubique  du  binôme  Ci  -h  y/3  --h  la 
racine  cjuadrato-cubique  de  l'apotôme  a  —  y/3.  Si  c'est  l'équation 
I  OOC — 7QC+  14C  — 7A"  correspondant  au  nombre  y  dans  la 
Table  de  Vièle,  car  c'est  toujours  l'exposant  de  la  puissance  la  plus 
élevée  c[ue  l'on  doit  considérer,  c|u'il  faut  faire  égale  au  nombre  4, 
on  représentera,  comme  dans  le  cas  précédent,  la  racine  cherebée 

I  Q  H-  I  ...  r         '     ^  1-  • 

par 5  et,  par  cet  artilioe,  on  leia  également  disparaître  tous 

les  termes  homogènes  qui  s'opposent  à  la  résolution  par  une  simple 
extraction  de  racine,  et  la  racine  cherchée  sera  égale  à  la  racine 
quadrato-quadralo- cubique  du  binôme  ■>  -—  y 3  -f-  la  racine  qua- 
drato-quadrato-cubic[ue  de  l'apotôme  2  —  ^,'3.  Et  ainsi  de  suite. 
Un  savant  aussi  éminent  que  vous  le  l'econnailra  non  seulement 
par  expérience,  mais  le  démontrera  quand  il  lui  plaira  (k>  le  faire. 
C'est  en  ell'et  une  propriété  des  éf|ualions  qui  constituent  la  Table 
deViète  C]ue,  dans  tous  les  cas  où  l'iioinogène  de  comparaison  (') 
est  plus  grand  que  2,  la  solution  est  obtenue  par  une  simple 
extraction  de  racines.  11  se  présente  doue  trois  cas  :  ou  le  nombre 


(')  Honiogenriiin  coinparatiolits,  le  tci'iiio  connu.  Uc,mop;enen,  les  termes  lioniO[[ènos, 
ceux  qui   ronfernionl  nue  puissaiioo  do  l'inconniie. 


MELANGES.  17. 

donné  (|ui  doit  ùlrc  égala  l'expression  analytique  de  la  Table  est 
2,  ou  il  est  plus  petit  que  y,  ou  plus  grand  que  2.  Dans  îe 
premier  cas,  le  nombre  clierché  est  Je  nombre  2' lui-même -,  dans 
le  deuxième,  la  question  est  ramenée  par  la  mélliode  de  ^  iète  aiix 
Sections  angulaires  5  dans  le  troisième,  on  résout  facilement  la  ques- 
tion par  ma  méthode,  c'est-à-dire  par  une  extraction  de  racines. 
Si  donc  l'expression  analytique  d'x\drien  rapportée  plus  haut, 
45  (i)  —  379J  (3) -h  ...,estégdle  à  4:  la  racine  cherchée  sera  la  racine 
quarante-cinquième  du  binôme  2  H-  y/)  -+-  la  racine  quarante- 
cinquième  de  l'apotome  2  —  y'3.  Je  ne  crois  pas  devoir  m'arrcter 
plus  longtemps  sur  une  question  aussi  claire  et  aussi  bien  établie 
par  des  exemples  ^  je  dirai  seulement  que  l'extraction  de  la  racine 
quarante-cinquième  ou  la  recherche  de  quarante-quatre  moyennes 
proportionnelles  entre  deux  quantités  données  peut  être  obtenue 
facilement  par  l'extraction  successive  de  deux  racines  cubiques 
et  d'une  racine  quadrato-cubique,  ce  qui  est  suffisauiment  indiqué 
parles  deux  facteurs  5  cl  g  du  nombre  4^^  a  se  rapporte  en  elfet 
à  une  racine  quadrato-cubique  et  9  à  deux  racines  cubiques 
successives,  car  le  nombre  3  qui  est  l'exposant  du  cube,  multi- 
plié par  lui-môme,  produit  le  nombre  9.  On  satisfait  donc  à  la 
question  telle  que  je  l'ai  posée  en  cherchant  successivement  deux 
moyennes  proportionnelles  entre  deux  nombres,  puis  en  en  cher- 
chant quatre  autres,  ce  qui  revient  au  même  que  d'en  chercherqua- 
rante-quatre  entre  deux  nombres  (  '  ) .  C'est  du  reste  ainsi  que  \  iète  a 
trouvé  le  moyen  de  diviser  un  angle  en  quarante-cinq  parties  égales, 
qui  donne  la  solution  de  la  question  ou  de  l'équation  d'Adrien  eu 
la  ramenant  à  celle  de  deux  é{|uations  cubiques  successives  et  d'une 
équation  quadrato-cubique  correspondant  à  deux  trisections  d'angle:> 
et  à  une  quintusection.  Je  ne  dirai  rien  ici  des  solutions  multiples 

('")  En  effet,  on  a 

VT  N  :  r  ;  X-  ;  r'',     d'où     X  =  ^/^, 

•H- v^  :  ;■  tj)  ■  t.)%    d'où    ;•  =  V  y'N . 
-H-  V^  :z:z-':z':z':  s%    d-où    z  =  V  VV^ . 

On  obtient  le  même  résultat  avec  la  progression 

-H-  N  :  ?/  :  H=  :  ...  ;  n"  :  u^'  :  n".    d'où    «  ^    y  iN. 
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de  la  question  ou  de  l'équation  proposée  ;  je  n'en  ai  donné  que  la 
solution  qui  se  présente  la  première;  quant  aux  autres,  levxr  re- 
clierclie  est  beaucoup  plus  laborieuse,  j'en  parlerai  peut-être  ailleurs 
si  j'en  ai  le  loisir.  Adieu  donc,  très  illustre,  et  conservez-moi 
votre  amitié.   » 

Adresse  :  «  Pour  monsieur  Huygens.  » 

La  première  partie  de  cette  Lettre  renferme  une  assertion  qui  est 
détruite  par  l'énoncé  même  du  problème  tel  qu'il  est  donné  par 
Adrien  Romain  -,  c'est  lorsque  Fermât  se  pose  la  question  «  ^n 
ipseinet  J^ieta  œquationis  illiiis  fainosœ  satis  genei^aleiti  tradi- 
derit  et  invenevit  solationein  »,  et  plus  loin  lorsqu'il  écrit  «  Verinn 
observandinn  est,  i/i  Iiis  omnihus  œquationihus  contingere,  ut  lis 
soliun  ipsarum  casihus  inserviant  Sectiones  angulares  et  metliodus 
Vietœ  m  quihusnuineris  algehiicis  Tahulœ  tej'ininus  hinariuin  non 
cxcedit. . .  )),  et  enfin  «  Proposuerat  tanien  gêner  aliter  yldrianus, 
dato  tennino  posteriore  inveniendian  esse  prioreni  ». 

Si  nous  nous  reportons  à  l'énoncé  du  problème  d'Adrien  Romain 
rapporté  textuellement  par  Viète,  «  ne  imniutato  quideni  com- 
niate  »,  comme  il  le  dit  lui-même  dans  sa  réponse  :  ^4d  prohlenia  \ 
quod  omnibus  Matheniaticis  totius  orhis  |  construendum  propo— 
suit  I  Adricmus Romanus  \  Franscisci  \  T  ietœ  \  Responsum.  \  Parisiis  | 
apud  Jametium  Mettayer  |  Typograpbum  Regiumli5c)5  )>,  nous 
voyons  qu'à  la  suite  de  cet  énoncé  le  géomètre  belge  a  eu  soin  de 
donner  trois  exemples  avec  leur  solution,  exemples  qui  devaient 
mettre  les  mathématiciens  mis  au  défi  sur  la  voie  de  la  solution 
demandée  : 

«    ExEMPLUM   PRIMUM    DATUM. 

»  Sit  terminus  posterior  R  bin  i  -h  Rbin  2  -H  R  bin  1  -h  R  2, 
quœritur  terminus  prior. 

»  SoLUTio.  —  JJico  termiiium  j)riorem  esse 

R  biii2  —  R  bin  2  -f-  R  bin  2  +  R  bin  2  +  R  bin  2  +  R  3. 
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»    ExEMPLUM   SECINDUM    DATLM. 

«   Sif-  terminus  /)osteriof 

R  biii  3  -(-  R  bin  ■?.  —  R  hin  2  —  R  hin  2  —  R  bin  ?,  —  R  •a, 
{/iiœriftir  ici  minas  prior . 

»    SoLUTio. —  Terniinns  prior  est 

\\  bina  —  R  bin 2  H-  R  bina  -i-  R  bin  2  -1-  R  bina  -r-  R3. 

«    ExEMPLUM     TERTIl  M     DATUM. 

»  Sit  terminus posteiior  R  ])iii2-}-R2,  (jiuvritnr  terminus  prior . 

»   SoLrxio.  —  Terminus  prior  est 

R  bin  a  —  R  ([iiadrin  2  +  R  -^  -h  R  j|  +  R  bin  \  —  K-^^. 

»  Si  innumeris  nhsolutis  solinomiis  id proponerelihuerit ,  sit  pos- 
terior  terminus 

^^    4142.1350.2373.09^0.4880.1688.7242.0969.8078.569^.7187.5375 
1 .  0000 . uoou .  0000 .  0000 .  0000.0000.0000  .  0000 .  0000 .  0000  .  0000  0000 

quœritur  terminus  /n'ior. 

»  Son  TIC.  —  Terminus  priai-  erit 

27.4093.0490.8522.5243. ioi5.883r .2ii2.6S38.8i8o 
I . 0000 . 0000 . 0000 . 0000 . 0000 . oono . 0000 . 0000 . 0000 . 0000 ' 

>•>     ExF.MPLUM     OUKSlTl^r. 

«   Sit  poslerior  terminus 

Pi  îrinouiia  \\  —  R  -j^  —  R  bin  i  ^  —  R  |^, 

ipueritur  terminus  prior.  Hoc  exempluni  omnibus  matlienniticis 
totius  or  bis  ad  construendum  sit  propositum.  » 

Bull,  des  Sciences  mathém..,   ■>"  Série,  t.  IV.  (Mai  18S0.)  12 


» 
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L'énoiK(î  d'Adiic'u  llomaiii,  avec  les  exemples  qui  l'accompa- 
gnent, ne  peut  laisser  aucun  doute  sur  les  intentions  de  son  auteur. 
Jl  s'ai^it  d'un  exemple  particulier 5  il  en  demande  la  solution  et 
même  il  semLle  indiquer  que  cette  solution  drpeiid  d'une  construc- 
tion géométrique  [ad  constriieîidum  sit  jfropositiim)  et  non  de  la 
i-ésolution  de  l'équation  proposée.  11  eÙL  été  en  edét  puéril,  dans 
l'état  où  se  trouvait  à  cette  épocpie  la  science  du  calcul,  de  de- 
mander à  des  mathématiciens  de  résoudre  une  équation  du  quarante- 
cinquième  degré.  La  question  proposée  n'était  donc  qu'uTie  espèce 
d'énigme  qu'il  fallait  deviner;  et,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  et 
comme  nous  allons  le  démon trei",  Adrien  Romain,  au  moyen  des 
Irois  exemples  donnés,  mettait  tout  simplement  les  chercheurs  sur 
la  voie. 

A  cette  ('j)oque,les  mathématiciens, non  encore  en  possession  des 
icssourccs  de  l'Algèlire  mod(M'ne  cpie  ^  ièle  allait  mettn;  à  leur  dis- 
])osition,   étaient  obligés  d'étudier  cl  d'approfondir   cet  admirable 
dixième  Livre  d'Euclide,  ce  chef-d'œuvre    de  sagacité  dans   lequel 
le  géomètre  grec  a  posé  les  règles  pour  la  transformation  des  radi- 
caux carrés  et  bicari-és.  Sa  théorie  des   binômes  et  des   apotômes 
formait   alors  une  partie  très  importante  de  l'Algèbre   ancienne; 
elle   était   exposée,    développée  et  couimentée  dans  de  nondjreux 
Traités,  et  nous  la  tiouvons  eu  Occident  dès  le  xiii*^  siècle,  dans  le 
Livre  de  VAlxtcus,  de  Léonard  de  Pise.  Au  xvi''  siècle,  d'ailleurs, 
les  recherches  sur  la  quadrature  du  cercle  et  sur  la  détermination 
du  rapport  de    la  circonférence  au  diamètre  étaient  à  l'ordre   du 
jour,  et  nous  avons  établi  réeeunucnt,  au  Congrès  de  l'Association 
scientifique   tenu  à  Montpellier  en  1879,  la  priorité  de  François 
Viète  dans  la  détermination  d'une  valeur  de  ce  rapport  plus  appro- 
chée que  celle  d'Arcbimèdc.  Les  géomètres  connaissaient,  comme 
les  algébristes  modernes  connaissent   certaines  formules,  un  giand 
uombi-e  d'expressions    irrationnelles,   notamment  celles  qui  don- 
naient les  côtés  des  polygones  réguliers  obtenus  parla  bissectiou 
successive  des   arcs  des  polygones  de  4  ^'l  tle  6  cotés  et  leurs  cordes 
supplémentaires,    expressions    remarquables   sous    leur   forme  de 
radicaux  successifs,  ne  renfermant  que  le  nombre  2  pour  les  pre- 
miers et  les  nombres  2  et  3  pour  les  seconds. 

Dans  les  données  et  les  solutions  des  exemples  d'Adrien  llomain, 
il  ('tait  larilc  pour  eux  de  reconnaili-e  : 
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Dans  la  doiincc  du  preinicr  S 1 -\-\  -i -h  sji  -+-  sjy,  l'expression  de 
la  corde  supplémentaire  du  polygone  de  trente-deux  côtés,  sous- 
tendant  un  angle  de  i68°45'i  dans  la  solution 


Y2  —  V2+V2-f-  s'a  -f  v'3, 

l'expression  du  côté  du  polygone  de  quatre-vingt-douze  côtés  obtenu 
par  quatre  bissections  successives  de  l'arc  de  l'hexagone,  correspon- 
dant à  un  arc  de  'à° ^^' :^ 

Dans  la  donnée  du  second  y  2— Va  —  V2  —  V^  —  V^—  \Ji, 
la  corde  du  complément  de  l'arc  du  polygone  de  soixante-quatre 
côtés,  égal  à  quinze  fois  j''37'3o"ou  à  84°22'3o",  et,  dans  la  solu- 
tion y  2  —  Va-f-Va-l-  y  2  -h  V2  -f-  y'3  le  côté  du  polygone  de  cent 
quatre-vingt-douze  côtés  obtenu  par  cinq  bissections  de  l'arc  de 
l'hexagone,  correspondant  à  un  arc  de  i°52'3o"  ; 

Dans  la  donnée  du  troisième  y  2  4-s/2,  la  corde  supplémentaire 
du  côté  de  l'octogone,  sous-tendant  un  arc  de  1 35**,  et,  dans  la  solution 

y  2  -  ^2  +  y/A  +  \/tB  ^  \l  -^  \/^'  """  expression  dé- 
rivée  du  côté  du  pentédécagone  inscrit,  c'est-à-dire  le  côté  du  poly- 
gone de  cent  vingt  côtés  obtenu  par  trois  bissections  successives  de 
l'arc  du  pentédécagone  et  correspondant  à  un  arc  de  3°. 

Dans  chacune  de  ces  solutions,  l'arc  correspondant  au  côté 
donné  est  égal  à  quarante-cinq  fois  l'arc  correspondant  au  côté 
cherché. 

Enfin,  dans  la  donnée  du  problème  proposé, 


\/'hV^-\/'i-\/w 

une  des  formes  de  l'expression  du  côté  du  pentédécagone  inscrit, 
correspondant  à  un  arc  de  2/1°. 

Les  géomètres  provoqués  par  Adrien  Romain  devaient  donc  se 
demander  si  la  solution  ne  serait  pas   la  corde  de  l'arc  quarante- 
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cinquième  partie  de  l'arc  du  pentédécagone,  c'est-à-dire  de  l'arc 
de  32'.  Celte  corde  ne  peut  pas,  comme  dans  les  solutions  précé- 
dentes, être  exprimée  sous  forme  de  radicaux,  mais  elle  est  égale 
à  1  &\n^?ii' ^  et,  par  conséquent,  sa  valeur  est  calculable  au  moyen 
des  Tables  trigonométriques;  et  c'est  certainement  pour  indiquer 
ce  mode  de  solution  qu'Adrien  Romain  a  ajouté  dans  son  troisième 
exemple,  à  la  donnée  et  à  la  solution  sous  forme  de  radicaux, 
leur  valeur  en  nombres  {in  muneris  ahsniulis  solinoiniis). 

Telle  est, d'après  nous,  la  marche  qui,  dans  l'esprit  du  géomètre 
belge,  devait  être  suivie  pour  répondre  à  la  question  qu'il  propo- 
sait aux  mathématiciens  du  monde  entier. 

François  Viète  résolut  le  problème  d'une  autre  manière  et  à 
première  vue,  sans  être  arrêté  par  une  faute  d'impression.  «  Pro- 
hleina  Adriani  ni  legi  iiL  soh'i,  uec  nie  malus  ahstulit  eiror  », 
dit-il  en  tête  de  sa  ri'ponse.  11  avait,  en  ellet,  découvert  la  formule 
générale  de  la  corde  d'un  arc  sous-inultiple  d'un  arc  donné  en  fonc- 
tion de  la  corde  de  cet  arc  ;  en  jetant  les  yeux  sur  l'équation  pro- 
posée, il  reconnut  de  suite  le  cas  de  la  division  d'un  arc  en  quarante- 
cinq  parties  égales  et  dans  la  corde  donnée  le  côté  du  pentédécagone 
inscrit  :  il  put  donc  immédiatement  faire  savoir  à  Adrien  Romain 
que  la  solution  de  son  problème  était  donnée  par  la  valeur 
de  2  sini6'.  Mais  il  avait  également  découvert  qu'à  une  corde  donnée 
correspondaient  non  seulement  l'arc  sous-ti;ndu  par  cette  corde, 
mais  encore  tous  les  arcs  formés  de  cet  arc  fondamental,  augmenté 
d'un  nombre  quelconque  de  circonférences,  et  que,  par  conséquent, 
les  cordes  différentes  de  la  quarante- cinquième  partie  de  chacun 
de  ces  arcs  étaient  autant  de  solutions  de  la  cjuestion.  On  sait  que 
ces  cordes  sont  au  nombre  de  quarante-quatre,  dont  vingt-deux  po- 
sitives et  vingt-deux  négatives.  ^lais  ^  iète  n'envoya  à  Adrien 
Romain,  le  lendemain,  que  les  vingt-deux  autres  solutions  posi- 
tives, car  à  cette  époque  on  rejetait  sans  l'examiner  toute  solution 
négative. 

Les  circonstances  particulières  qui  se  produisirent  à  propos  de  la 
solution  de  ce  problème  par  F.  Viète  firent  grand  bruit,  et  elles  nous 
ont  été  conservées  par  Tallemant  des  Réaux  dans  ses  Historiettes. 
Nous  avons  rapporté  ailleurs  cet  intéressant  récit  ^  nous  nous  con- 
tenterons de  le  résumer  ici  en  quelques  lignes. 

Henri  W  faisait  à   Fontainebh\iu,  où  son  ('onscij  d'Kfat  l'avait 
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suivi,  à  l'ambassadeur  di's  Etats  de  Hollande,  les  honneurs  de  sou 
royaume,  en  lui  nommant  ses  hommes  les  plus  remarquables.  L'am- 
bassadeur ayant  fait  observer  qu'il  n'y  avait  pas  de  mathématiciens 
en  France,  puisque  Adrien  Romain,  dans  son  déli  aux  géomètres  du 
monde  entier,  n'en  nommait  aucun  (  '  ),  le  roi  lui  répondit  qu'il  en 
avait  un  et  très  excellent.  Il  fait  appeler  \  iète.  On  lui  présente 
le  problème  d'Adrien  Romain.  Après  l'avoir  lu.  il  en  crayonne 
immédiatement  une  solution  qu'il  remet  à  l'ambassadeur,  et  le 
lendemain  il  lui  en  envoie  vingt-deux  autres.  Adrien  Romain,  jus- 
tement émerveillé,  quitte  brusquement  Louvain  et  ses  affaires  pour 
se  rendre  à  Paris  et  faire  connaissance  avec  le  très  excellent  mathé- 
maticien du  roi.  ^  iète  était  parti  pour  Fontenay-le-Comte  :  Adrien 
Romain  l'y  suit  et  passe  un  mois  avec  lui.  j\ 'est-il  pas  évident  que, 
si  F.  ^  iète  n'avait  pas  résolu,  et  au  delà,  le  problème  tel  que  le 
géomètre  belge  l'avait  compris,  celui-ci  n'aurait  pas  tout  quitté  pour 
accourir  en  toute  h/ite  se  mettre  en  relation  avec  luip 

Pour  nous  il  est  donc  incontestable  que  l'assertion  de  Fermât  au 
sujet  de  la  généralité  du  problème  en  question  n'est  aucunement 
fondée.  H  y  a  plus:  la  solution  si  remarquable  du  grand  géomètre 
de  Toulouse,  il  l'avoue  lui-même,  ne  peut  s'appliquer  à  aucun  des 
exemples  donnés  par  Adrien  Romain  à  la  suite  de  l'énoncé  de  son 
problème,  car,  dans  tous,  le  terme  connu  est  une  corde  d'un  cercle 
dont  le  rayon  est  l'unité,  par  conséquent  plus  petite  que  2.  Or,  dans 
ce  cas,  la  solution  de  Fermât  conduit  à  une  expression  imaginaire 
irréductible,  quoique  toutes  les  racines  de  l'équation  soient  réelles. 
En  elïet,  sa  méthode,  basée  sur  une  propriété  de  l'équation  des  Sec- 
tions angulaires  qui  permet  d'appliquer  pour  la  recherche  de  l'une 
de  ses  racines  un  procédé  de  résolution  analogue  à  celui  des  équa- 
tions ix^ciproques.  consiste  à  poser  dans  cette  équation 

1  -  -f-  I  I 

ou       ) 


k 


En    désignant  par  p    le    terme    connu,  l'équation  transformée 


(')  II  serait  intéressant  de  connaître  la  liste  des  mathématiciens  du  monde  entier 
donnée  en  tète  du  défi  d'Adrien  Romain,  si,  par  un  hasard  heureux,  quelque  exemplaire 
de  ce  deli  se  trouvait  aux  mains  d'un  liibliopiiile  ou  dons  quelque  bibliothèque. 
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devieul        \ 


elle  a  pour  racine 


e 

.,''+1^=/,; 

Y  ■ 

=s/'^Wi-" 

"      P 

/'î-'-\/^-\ 

/f- 

d'où 


Or,  lorsque  p  <^  2,  la  valeur  de  x  se  présente  sous  la  forme  imagi- 
naire irréductible,  et  cependant  elle  est  réelle. 

Un  mot  seulement  sur  les  dernières  lignes  delà  Lettre  de  Fermât; 
nous  pensons  que  si  ce  grand  géomètfe  avait  tenté  de  chercher 
au  delà  du  quatrième  degré  les  autres  solutions  de  l'équation 
des  Sections  angulaires,  il  n'y  serait  pas  arrivé;  car,  après  avoir 
abaissé  le  degré  de  l'équation  au  moyen  de  la  racine  donnée  par  sa 
méthode,  on  retombe  sur  une  équation  ordinaire  d'un  degré  supé- 
rieur, compliquée  de  radicaux,  et  que  l'on  ne  peut  résoudre  que  par 
approximation. 


SUR  LA  LOI   DE  RÉCIPROCITÉ; 
Par  m.  KROWECKER. 

I. 

Soient  /•  et  s  deux  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  /,  ///,  // 
trois  nombres  impairs  5  soient  enfin  y  =  ±i,  J=^±i,  £:=^±i,les 
signes  étant  choisis  de  façon  que  yl^dm^  zn  soient  positifs.  Si  l'on 
pose,  en  généralisant  une  expression  donnée  par  Eisenstein, 

sm 


i-^'     i^  =n^T7  ['=-.'-. ■•■■H--.)]. 

A     sin 

n 

on  peut  remarquer  tout  d'abord  que  ce  produit  conserve  la  même 
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valeur  lorsqu'on  l'étend  à  tous  les  systèmes  dt  r;  ^  e/i  —  i"  nombres 
A,  qui  forment,  pour  ainsi  dire,  un  demi-système  de  résidus  relati- 
vement au  module  «,  c'esl-à-dire  dont  tous  les  restes,  pris  de  ma- 
nière à  être,  en  valeur  absolue,  moindres  que  —  ?  sont  dilVérents.  Le 

svmbolcl-  jî  délini  par  1  équation  («^l»),  jouit  des  propriétés  sui- 
>anles. 

1 .  Sa  valeur  est  zéro  ou  ±  i  :  elle  est  zéro  si  /■  et  n  ont  un  com- 
mun diviseur,  car  alors  un  des  facteurs  du  numérateur  s'annule 
évidemment  ;  elle  est  dz  i  quand  les  deux  nombres  /•  et  n  sont  pre- 
miers entre  eux,  cardiaque  facteur  du  numérateur  coïncide,  abs- 
traction faite  du  signe,  avec  un  facteur  dudénominateur. 

'2.   La  définition  conduit  iinuK-dialement  aux  relations 


si      r^^i'  inod.  // , 


Or,  comme  on  a 

-  =  I   I   2  ces >  A  =  I,    •!,    .  .  .  ,   1^  =  //  —  il], 

n  j       M-±-  n  ■■ 

k 

■?.k- 
le  nombre  des  facteurs  négatifs  cos- — ~  étant  l(  £«  ±  i)  et  avant  la 

même  parité  que  \[n-  —  i  ),  il  s'ensuit 

(| 

3.  La  remarque  faite  au  début  sur  les  systèmes  des  nombres  A 
montre  que  l'on  peut  écrire 

1  rsl-  - 
.  sm 

A     sm  • ■ 
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vi  par  suiLc^quc  l'on  a 

■4.   Eu  prenant  7=  m  cl  en  nieltanl  à  la  place  des  nombres  k  les 

nombres  ^  '  /?  -h  i  )/>,  il  \ient 

.    w/- 
sm 

n 


/,       SI  11 


où  les  A  l'ornienliin  demi-système  de  résidus  par  rapport  au  mo- 
dule n\  puis,  en  utilisant  les  relations 

,sill//<('  -f-w-         .      [  11-  \         .       lIlT.  \ 

O  — r —  ^=11  '-?-  5>in h  ''     2  Slll  I (■      , 

smc         -«A  \  m  I  \  m  ! 


h 


0' 


Il  '  \  Il 


I         \ 


oji  arrive  à  l'équation 

où  le  produit  s'étend  aux  ^{oni — i)  nombres  //  et  aux  ^{zn — i) 
nombres  k  qvii  faïuneut  les  uns  un  demi-système  de  résidus  par 
lapport  au  module  «?,  les  autres  un  demi-système  de  résidus  par 
rapport  au  module  Ji. 

L'équation  (il!))  subsiste,  il  convient  de  le  remarquer,  lors  môme 
que  m  est  un  nombre  pair  ;  toutefois,  il  faut  prendre  alors  pour  k 
seulement  des  nombres  pairs,  remplacer  h  dans  un  seul  des  deux 
facteurs  du  second  membre  par  |/7z,  et  enfin,  partout  ailleurs,  faire 
parcourir  à  h  dans  les  deux  facteurs  ^df?i  —  i  nombres  qui,  en  va- 
leur absolue,  soient  incongrus  entre  eux  et  avec  4'"  p^ii'  rapport  au 
module  m. 

De  l'écpiation  (iHi)  résulte  immédiatement  l'équation  de  l'écipro- 
cilé 
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5.   Eu  posant  I  z=  r  ■+■  mn  ou  /  =  /•,  selon  que  /■  est  pair  ou  im- 
pair, /  sera  impair  et  le  produit 

i:^)^  ""  («^)(7){7) 

sera  une  puissance  de  —  i  dont  l'exposant  sera 

de  même,  le  produit  ("llyjl-jlT)  sera  une  puissance  de  —  i 
dont  l'exposant  sera 

\[l  —  I  )  (  //«  4-  «  —  -2  )  4-  |(  7  —  I  )  (  <■?  -1-  £  —  2  ) . 

La  ditlerence  des  deux  exposants 

{^/—  l)(//i  —  l)(«  — i]  -^l(y  —  l)(r;— i].:e  —  i) 
élaut  paire,  on  a 


et  par  conséquent 
(C) 


mil  /        \  ni  I  \  Il  I 


^V  "■"' 


tnn  J        \m /  \ii 


6.  Les  nombres  A  formant  un  demi-système  de  résidus  par  rap- 
port au  module  «,  à  chaque  nombre  A'  correspond  un  nombre  A' 
pour  lequel  on  a 

/■/  ^  dl  /i'      ^mod.  //), 
et  par  suite 

.     "?.  rk  77 

sin 


.     -2  /  '  - 

SI  11  
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De  là  lésullve 


Jl/J--!-)  î  g/      imoù.n] 


k 


Si  n  est  un  uonibrc;  premier,  le  piodiiil  ÏIA  n'est  pas  divisible  par  //, 
et  dans  ce  cas  on  a,  par  conséquent, 


'D]  \-\=r'  fniod.  «). 


Cette  dernière  congruence  montre  que,  si  ii  est  un  nombre  pre- 
mier, lesvmbolel-j  défini  par  l'équation  (^l,)  coïncide  avec  le 
symbole  de  Legendre,  et  ensuite  il  résulte  de  l'équation  (C)  que, 
si  /^  est  un  nombre  quelconque,  le  symbole  I  -  j  est  identique  avec 
celui  qu'a  introduit  Jacobi  en  généralisant  le  symbole  de  Legendre. 

II. 

m  et  n  étant  supposés  premiers  entre  eux,  l'interprétation  arith- 
métique de  l'équation  (oA.>)  donne  la  généralisation  du  lemme  de 
Gauss,  qui  a  été  communiquée  par  M.  Schering.  Si  en  elFet  les 
nombres  â'.  A",  .  .  .  Ibrment  un  demi-système  de  résidus  relative- 
ment au  module  «,  et  que  l'ou  ait  toujours  pour  ce  module 

rk'~r/h",      rk"  ^EB  o"  k'" ,      ...       ,p'  =  i±:i,      p".-=zti,       .  .  .  ), 

l'équation  (4,)  donne  pour  le  symbole  (- )  la  définition  arithmé- 
tique 

i.v)  (:-)^n.- 


entièrement  équivalente  à  celle  qui  apparaît  d'abord  sous  une  forme 
transcendante. 

L'interprétation  aritliméti(pie  de  l'équation  (i)]»  1,  si  l'on  prend 

/(  __  I  ,    2 ,     .   .   .  ,    I     rull  I  ^  ,         /,    =Z1  l,    ■?.,      .   .    .  ,    l  [cfl I  ] , 
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pcimel  de  déliuii'  le  signe  de  (  —  j  par  le  signe  du  produit 


ri(: 


(  h'-     r-'- 
III-     Il 


h,  h 

ou,  si  l'on  veut,  par  les  conditions 


«    /  X  J.  \  OUI         îii  1 

h,  I.     ' 

Si  l'on  suppose,  comme  on  le  fera  désormais  pour  plus  de   sim- 
plicité, /«et  n  positifs,  le  signe  de  (  —  j  est  le  signe  de 


où  le  produit  s'étend  aux  valeurs 

/i  =  I,  ?. ^   m  —  i),      /=  I,  2,  .  .  . ,  ^[n  —  i). 

Le  prodviit  (oPo'),  ainsi  que  celui  qui  figure  dans  l'équation  (Db), 
s'annule  si  m  et  n  ne  sont  pas  premiers  entre  eux  ^  de  même,  la  dé- 
finition du  symbole  (  -  j  donnée  par  l'équation  [^-X!)  peut  être  énoncée 

dételle  manière  que  la  coïncidence  avec  celle  quirésultedel'équation 
(X)  soit  encore  conservée  quand  /'  et  n  ne  sont  pas  premiers  entre 

eux.  La  définition  arithmétique  du  symbole  I  -  )  donnée  par  l'équa- 
tion (  JL')  conduit  aussi  immédiatement  que  la  définition  (=l>)  aux 
projiriétés  qu'expriment  les  équations  (A)  et  (A')  ;  d'un  autre  côté, 
la  définition  arithmétique  (ijl)')  met,  tout  aussi  bien  que  la  défini- 
tion (iJ'o),  l'équation  de  réciprocité  (B)  en  évidence  :  en  sorte  que, 
pour  lier  aux  définitions  arithmétiques  (-1,')  et  (aJÎ)')  toute  l'analyse 
déduite  dans  le  §  I  des  définitions  correspondantes  (d,)  et  (i'Ij),  et 
pour  constituer    de  cette  manière  la  théorie  complète  du  symbole 

(  -  ]  )  il  ne  manque  plus  qu'un  procédé  purement  arithmétique  pour 

passer  de  l'une  à  l'autre;  on  y  parvient  aisément  comme  il  suit. 

Dans  la  définition  (-^'),  prenons  pour  les  nombres  Â',  /.",  ...  les 
nombres  impairs  positifs   moindres  que  n  —  i  ;  chaque  produit  Â/// 
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n. 


sera  congru  suivant  le  module  7i  à  la  valeur  positive  ou  négative  de 
l'un  des  nombres  A  suivant  que  la  partie  entière  E  (  —  j  de  (  —  j 

sera  paire  ou  impaire.  Par  suite,  h;  symbole   (  — J  représente  une 
puissance  de  —  i  dont  l'exposant  est 

et  cette  somme,  en  vertu  de  la  relation 

peut  être  remplacée  par 


a  <C  "  ;  1 


I ,  ?, ,  -■ 


')]. 


Or  c'est  évidemment  cette  même  puissance  de —  i  qui  détermine 
lesigne  du  produit  (iii>'),  puisque  El  —  j  est  le  nombre  de  valeurs 

de  //  pour  lesquelles est  né^ralil". 

Ce  passage  de  la  définition  (c.1)'}  à  la  définition  (i)',')  remplace,  au 
point  de  vue  arithmétique,  le  passage  de  la  définition  (.1.)  à  la 
définition  (ilb)  obtenu  par  la  méthode  d'Eisenstein  au  moyen  de  la 
formule  qui  donne  sin  nw',  de  même,  il  remplace  chacune  des  diflé- 
rentes  déductions  qui,  partant  dulemmede  Gauss,  conduisent  à  la 
loi  de  réciprocité.  Mais  le  nœud  de  toutes  les  démonstrations  de  la 
loi  de  réci])rocité  qui  rentrent  dans  cette  catégorie  apparaitra  plus 
nettement  encore  en  laissant,  comme  nous  le  ferons  désormais,  le 
lemme  de  Gauss  de  côté  et  en  s'arrêtant  à  la  définition  (^li/). 

III. 

Le  symbole  (  —  ]  relatif"  aux  nombres  positifs  impairs  m,  /z  étant 
délini  par  le  signe  de 

/,       /,  \ 


II 


//       -  I  ,   2 ,   .  .   .  ,    :î-  I  ///    —  I  ) 
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léquatidn  de  réciprocilé 


n  I  \m  ' 


résulte  immédiatement  de  cette  définition,  ainsi  que  la  relation 

(^)=-,;-(^)   [*  =  ,,,...«„-, )1. 

De  là  résulte  aussi  que,  pour  les  nombres  posilifs  impairs  /  et  ///, 
congrus  entre  eux  suivant  le  module  n  et  par  suite  suivant  le 
module  2//,  on  a 

7 


mais,  dans  le  cas  ou  /=  — m  'mod.  //),  on  aura 


/\         (,n\  '2-il 


Si  maintenant  ou  a  hni  =  zh  /»'(mod.//),  en  désignant  les  nombres 
A'  ou  ti  --  Ji'  suivant  les  deux  cas  par  /",  on  aura 


E     =/E    —     -HE 


et 


E 


a)-['-^i— ^ 


^  lhlm\  (fi,n\  ( k'l\       ,        .     , 

et  par  suite 

(■''  .    l")=Ç')(^)- 

En  appliquant  à  chacun  des  trois  symboles  l'équation  de  réciprocité 
(a  )  et  en  permutant  /  avec  n^  on  parvient,  comme  dans  le  §  J,  5,  à 
la  relation 
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qui  mon  Ire  ^  c|ue   \c  symbole  défini    précédemment  sera  identique 
avec   celui  de   Legendre-Jacobi  si,  pour  le  nombre  premier  /z,   le 

symbole  (  —  ]  est  H-  i  ou  —  i ,  suivant  le  caractère  quadratique  de  m 

par  rapport  au  module  n.  Or  l'équation  [y),  pour  iti  =  /,  jointe  à 
l'équation  ((3),  montre  d'abord  que,  pour  tout  résidu  quadratique 

/  de//,  on  a  en  cHet  |  -  J  =  i  •  si  maintenant  pour  un  seul  nombre 


/// le  symbole  I  —  )  est  négatif.///  sera  nécessairement  non-résidu, 

et  le  symbole  sera  —  i  pour  tous   les  non-résidus,  ainsi  que  cela 
résulte  des  équations  (,6)  et  (y),  qui  montrent  qu'alors  on  aura 

si  /  est  résidu  quadratique  :  or  ////  peut  représenter  tous  les  non- 
résidus.  Il  ne  reste  plus  qu'à   prouver  que  pour  tout  nombre  //  il 

existe  un  nombre  ni  qui  satisfait  à  l'équation  I  —  ]  =^  —  i .  Soit  d'a- 

bord//^s — I  (mod.  4)',  ilsuit  de  l'équation  (j3')  que  pour /?*  ^=  2// —  1 

le  symbole  (  —  |  est  négatif;  si,  en  second  lieu,  //  heseS  (mod.  8)  et  si 

l'on  prend  ///  =-|(//  -j-  i  ),  on  aura,  à  cause  de  (|3'), 


et  par  suite,  à  cause  dv.  (  a  ), 


En  troisième  lieu,  si  le  nombre  //  est  de  la  forme  8  v  -h  1 ,  suppo- 
sons que  pour  tous  les  nombres  inférieurs  à  //'  existent  des  noinl)res 
///satisfaisant  à  la  condition  imposée:  les  développements  précédents 


prouvent  l'identité  du  symbole  (- j  avec  celui  de    Legendre-Jacobi 

pour  tous  les  nombres  m  et  n  inférieurs  à  //'.  Or  le  tbéorème  de 
Gauss  {Dis(/u.  arkhin.,  sect.  lY,  art.  129)  montre  qu'il  y  a  toujours 
au  moins  ///?  nombre  premiei"  m  inférieur  à  r>.  y^par  rapport  auquel 
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//est.  nou-rt'sidu  quadratique  :  dès  lors,  les  deux  nombres  positifs  m  et 

/                 ,           .    c   •            -     I    ( "'  —  im\  .  ,        .  ,     , 

n  —  2m  étant  nilerieurs  a  n  .  ( 1  est   identique  au  symbole 

de  Legendre-Jacobi,  et  par  conséquent  négatif,  et  l'équation  ((5) 
donne 

///—  o.m\        (  n'\ 


et  enfin,  en  vertu  de  l'équation  de  réciprocité,  on  aura 


L'existence  de  ce  nombre  //?,  pour  le  nombre  //,  complète  la 
démonstration,  par  voie  d'induction,  de  l'idenlitédu  svmbole  défini 
par  le  signe  du  produit 

n/ ■^ _ ^ \    r //  — : I ,  ?.,  . . . .  J- : /«  —  I ) "I 
\ ///     Il I    \/,  —  i ,"?.,...,  ^\/i  —  1 1  j 

avec  le  symbole  de  Legendre-Jacobi, 

Les  d(;veloppements  qui  précèdent  constituent  donc  une  démons- 
tration de  la  b)i  de  réciprocité  qui  appartient  essentiellement  à  la 
même  catégorie  que  la  troisième  et  la  cinquième  démonstration  de 
Gauss.  Elle  a  cela  de  commun  avec  la  première  démonstration  de 
(iauss  qu'elle  ne  sort  point  du  domaine  de  la  proposition  à  démontrer; 
elle  lui  emprunte  en  outre  son  principal  point  d'appui,  à  savoir  le 
tbéorème  de  l'article  129  des  Disquisitiones  arilhnielicœ,  et  aussi, 
du  moins  en  partie,  sa  inarclieinductive.  Naturellement  la  troisième 
et  la  cinquième  preuve  de  Gauss,  et  toutes  celles  qui  rentrent  dans 
cette  catégorie,  peuvent  être  établies  de  la  même  façon  cjue  les 
développements  précédents  et  débarrassées  du  lemme  del'article  108 
des  Disquisitiones  arilhmeticce.  Si  l'on  voulait  se  rattacber  à  la  cin- 
quième démonstration  de  Gauss,  il  faudrait  faire  abstraction  du 
^I,  utiliser  seulement  le  contenu  du  §11,  où  l'équation  de  réci- 
procité (a)  est  établie  en  regardant  le  symbole  I  —  )  relatif  à  deux 

nombres  premiers  entre  eux  /n,  n  comme   défini  par  le  signe  du 
produit  des  résidus  par  rapport  au  module  //,  pris  en  valeur  absolue 
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moindre  auv  -i  des  nombres 

/;/ ,   2 ni ,    3 m,  .  . ,  l-{n  ■ —  i  ]  - 


De  cette  définition  du  symbole  (  —     résultent  inniiédiatenienl  les 

équations  d^),  (,6'),  (y),  et  l'on  a   tout  ce  qu'il   faut  pour  établir 

comme  plus  haut  l'identité  du  symbole  1  —  j  avec  celui  de  Legendre- 

Jacobi,  sans  avoir  besoin,  comme  dans  l'article  1  de  la  cinquième 
preuve  de  Gauss,  d'invoquer  le  lemme  de  larticle  106  des  Disquisi- 
lioiies.  Or,  à  la  place  de  ce  lemme,  on  utilise  la  plus  inq)ortante  des 
propositions  sur  lesquelles  s'appuie  la  première  preuve  de  Gauss. 
Que  ce  soit  justementcette  proposition  àl'aide  de  laquelleon  puisse 
éviter  les  congruencesde  degré  supérieur  qui  figurent  dans  lelemme, 
cela  me  semble  éclairer  une  fois  de  plus  le  caractère  profond  de  cette 
déduction  si  singulière  et  si  cachée  qui  a  conduit  pour  la  première 
fois  à  la  démonstration  rigoureuse  de  la  loi  de  réciprocité  et  qui, 
tendant  directement  au  but  en  surmontant  tous  les  obstacles,  se 
présente  comme  une  épreuve  de  force  du  génie  de  Gauss. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  193 


COMPTES  RENDUS  ET    ANALYSES. 

HABICH(E.-J.).  —  Études  clnématiques.  Paris,  Gauthier-Villars,  1879.  In-8", 
95  pages. 

Sous  ce  titre  M.  Habicli  vient  de  publier  trois  Mémoires,  dont  le 
premier  est  relatif  au  principe  des  aires,  le  second  à  la  courbe  de 
poursuite  et  le  troisième  aux  accélérations  d'un  ordre  quclconcpie 
dans  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  Le  sujet  du 
premier  Mémoire  est  d'étudier  les  droites  qui,  en  accompagnant  un 
point  dans  son  mouvement,  décrivent  des  aires  proportionnelles 
aux  temps  entre  la  trajectoire  et  leurs  enveloppes  respectives,  et 
de  démontrer  que  l'accélération  ne  peut  coïncider  avec  une  de  ces 
droites  que  dans  le  cas  où  elle  passe  par  un  centre  fixe.  On  pourrait 
arriver,  comme  l'indique  M.  Habicli,  à  ces  résultats  en  partant  du 
théorème  fondamental  très  simple  que  le  point  de  contact  avec 
son  enveloppe  d' une  droite  perpendiculaire  au  rayon  de  courbure 
de  la  trajectoire  et  tracée  par  le  point  dont  la  distance  à  la  tra- 
jectoire est  inversement  proportionnelle  à  la  vitesse  se  trouve  sur 
la  direction  correspondante  de  V accélération . 

Dans  sou  étude,  que  M.  Habicli  étend  aux  trajectoires  quel- 
conques, il  emploie  des  coordonnées  particulières,  auxquelles  il 
donne  le  nom  de  tangentielles  polaires,  et  qui  sont  une  généralisa- 
tiou  des  coordonnées  polaires  ordinaires,  généralisation  qui  consiste 
à  supposer  que  le  rayon  vecteur,  au  lieu  de  passer  constamment 
par  un  centre  fixe,  reste  tangent  à  une  courbe  donnée. 

Le  second  Mémoire,  relatif  à  la  courbe  de  poursuite,  a  pour  objet 
de  donner  une  solution  générale  de  cette  question,  à  quoi  se  prêtent 
exceptionnellement  les  coordonnées  de  M.  Habich. 

La  question  est  de  déterminer  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  trajectoires  parcourues  par  deux  mobiles  dont  les  vi- 
tesses et  les  angles  de  relèvement  sont  liés,  à  chaque  instant  du 
mouvement,  par  des  relations  connues. 

Par  l'angle  de  relèvement,  terme  de  marine,  ou  comprend  l'angle 
formé  par  la  droite  qui  unit  les  deux  mobiles  avec  la  direction  de 
leurs  vitesses. 

M.  Habich  fait  voir  que  la  question  revient,  dans  le  système  tan- 
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gentiel  polaire,  à  la  transformation  définie  par  les  deux  relations 


où  n  et  Tii  sont  les  longueurs  des  normales,  et  y.  et  ix\  les  angles  de 
relèvement  ou  leurs  compléments. 

Le  cas  de  la  courbe  de  poursuite  ordinairement  considéré  est  com- 
pro    dans  la  forme  particulière 

F,(;^,,.)=o,  ,,=^. 

M.  Habicli  donne  plusieurs  applications  et  étudie,  en  outre,  la 
couj'be  du  chien  d'une  manière  plus  générale  et  difîérente  de  ce 
qu'on  fait-,  il  donne  le  moyen  de  trouver  son  équation  entre  le 
rayon  de  courbure  et  l'angle  de  déviation. 

Parmi  les  diverses  questions  traitées  dans  celte  étude,  nous  re- 
marquerons particulièrement  le  théorème  qui  a  pour  objet  de  dé- 
terminer le  point  de  contact  avec  son  enveloppe  d'une  droite  qui 
coupe  deux  courbes  données  sous  des  angles  fx  et  fti,  liés  par  une 
relation  quelconque 

f{:j.,  a^)  =o. 

En  posant 

ciui  '  du. 

nous  énoncerons,  d'après  M.  Habicli,  le  théorème  suivant  : 

Pouî'  avoir  le  point  de  contact,  d'une  droite  mobile  MM<  (jfui 
rencontre  deux  courbes  (T)  et  (T<)  (fleurs  normales)  sous  des 
angles  liés  par  une  relation  quelconque,  on  abaissera  du  centre 
de  courbure  Ki  de  la  courbe  [T ^  )  une  perpendiculaire  Kj  P  sur 
la  droite  IMINI,  et  on  la  prolongera  de  manière  à  rencontrer  en  lî 
la  droite  tracée  par  le  point  M)  parallèlement  à  la  normale  en  ]M 
à  la  courbe  (T).  Portant  maintenant  à  pai'tir  du  /ned  P  de  la 
perpendiculaire,  dans  le  sens  PH  ou  en  sens  oj}posé,  suivajit  que 
a^o,  une  longueur  PI  =  a.VW,  on   déterminera   un  point  I  tel 
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que  la  droite  qui  le  réunit  avec  le  centre  de  courbure  K  de  la 
ligne  (T)  rencontre  la  droite  mobile  MM,  au  point  de  contact 
cherclié. 

L'auteur  donne  de  ce  théorème  une  démonstration  géométrique 
très  simple  et  l'applique  à  plusieurs  cas  particuliers. 

Le  troisième  et  dernier  Mémoire  a  pour  objet  l'étude  des  accélé- 
rations des  divers  ordres  dans  le  mouvement  d'une  figure  plane 
dans  son  plan. 

Comme  introduction,  M.  Habicli  étudie  les  conditions  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  d'un  point  M  soumis  à  l'action  des  forces 
proportionnelles  aux  distances  aux  centres  fixes  et  inclinées  sur  ces 
droites  d'un  angle  constant.  Il  démontre  que  la  question  de  l'équi- 
libre se  ramène  à  considérer  le  point  M  comme  soumis  uniquement 
à  deux  forces  proportionnelles  aux  distances  à  deux  centres  parti- 
culiers ^r  et  O^,  et  dirigées  la  première  suivant  Miî^  et  la  seconde 
perpendiculairement  à  MO^,  et  que  par  suite  le  centre  de  l'équi- 
libre fl  se  trouve  sur  la  circonférence  tracée  sur  iî^^/»  comme 
diamètre,  etc.  Dans  l'étude  du  mouvement,  qui  se  réduit  à  celui  qui 
serait  produit  sous  l'action  d'une  force  proportionnelle  à  H^I  et 
inclinée  d'un  angle  constant  sur  cette  droite,  sont  compris  coinme 
cas  particuliers  tous  ceux  qui  se  produisent  sous  l'action  des  attrac- 
tions et  répulsions  proportionnelles  aux  distances  aux  centres. 

A  la  fin  de  l'étude,  M.  Habich  ajoute  des  observations  sur  le  cas 
général  du  mouvement  d'un  point  soumis  à  une  force  quelconque, 
mais  qui  forme  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur  partant  du 
pôle.  Il  étudie  avec  beaucoup  de  détails  la  spirale  logarithmique, 
qui  est  une  solution  particulière  (intégrale  particulière),  dans  le 
cas  où  la  force  est  proportionnelle  à  une  puissance  quelconque  de  sa 
distance  au  centre. 

Passant  à  la  question  du  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan,  qui  revient  au  roulement  d'une  certaine  courbe  (C^  )  du  plan 
mobile  sur  une  courbe  (C)  du  plan  fixe,  M.  Habich  commence  par 
le  cas  simple  du  mouvement  que  M.  Resal  appelle  géométrique  et  qui 
est  caractérisé  par  la  vitesse  angulaire  constante.  Dans  ce  cas,  les 
positions  des  centres  instantanés  des  accélérations  ne  dépendent 
que  des  relations  géométriques,  des  rayons  de  courbure  successifs, 
des  lignes  (C,  )  et  (CJ  correspondant  au  point  de  contact,  et,  par 
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conséquent,  ces  centres  persistent  dans  leurs  positions,  quelle  que 
soit  la  relation  de  l'angle  de  rotation  avec  le  temps,  si  les  courbes  (C,) 
et  (C'J  et  leurs  positions  relatives  restent  les  mêmes. 

Passant  maintenant  au  cas  général  où  la  vitesse  angulaire  est  va- 
riable avec  le  temps,  IM.  Habicli  démontre  que  l'accélération  d'un 
ordre  quelconque  d'un  point  M  de  la  figure  mobile  dépend  de  la 
position  des  centres  instantanés  du  mouvement  géométrique  et  de 
la  relation  qui  lie  l'angle  de  rotation  avec  le  temps,  et  il  résume 
cette  dépendance  comine  il  suit  : 

L'accélération  de  l'ordre  n  d'un  point  ^l  de  la  Jigure  mobile 
est  la  résultante  de  n  composantes  lelatii^es  aux  centres  instan- 
tanés géométriques  jusqu'à  l ordre  n  inclusivement,  ces  compo- 
santes étajit  proportionnelles  aux  distances  du  j)oint  M  à  ces 
centres^  et  leur  direction  perpendiculaire  ou  parallèle  à  ces  droites 
suivant  que  le  centre  est  d'ordre  impair  ou  pair. 

Par  ce  tliéorème,  la  question  des  accélérations  se  trouve  ramenée 
à  celle  des  forces,  étudiée  dans  l'Introduction. 

Comme  application,  M.  Habicli  considère  les  accélérations 
ordinaires  (du  second  ordre)  et  donne  comme  exemple  spécial  le 
mouvement  conclioïdal. 

Nous  citerons  ici  le  cas  particulier  du  mouvement  d'une  di'oite 
qui  représenterait  le  rayon  vecteur  d'une  courbe  et  qui  satisferait 
dans  son  mouvement  au  principe  des  aires.  M.  Habich  arrive  dans 
ce  cas  à  une  nouvelle  expression  de  l'accélération  centrale, 

où  C  est  la  vitesse  aréolaire  constante,  /■  le  rayon  vecteur  et  /  la 
longueur  de  la  tangente  menée  du  point  mobile  M  à  un  cercle  par- 
ticulier. Ce  dernier  a  pour  diamètre  la  longueur  de  la  normale  po- 
laire de  la  courbe  lieu  de  l'extrémité  N  de  la  sous-normale  de  la  tra- 
jectoire, prise  sur  la  direction  delà  normale,  mais  symétriquement 
par  rapport  au  point  N. 

En  terminant  ce  résumé  de  la  publication  de  M.  Habicli,  nous 
exprimons  le  r<'gret  que  ces  intéressantes  et  originales  études  n'aient 
pas  été  revues  sur  les  épreuves  par  leur  auteur  et  ainsi  n'aient  pu 
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échapper  à  certaines  erreurs  de  détail  qui  ne  se  rencontrent  pas 
dans  les  originaux  espagnols  ('  ). 


MASCIIKE.  —  Ueber  ein  dreifach  orthogonales  Flachensystem   gebildet 
Aus  Flachen  dritter  Ordxung.  Inaugural-Dissertation.  Goettingen,  1880. 

Dans  le  Tome  82  du  Journal  de  Borchaj'dt,  M.  A.  Wangerin 
s'est  occupé  du  système,  connu  depuis  longtemps ,  formé  de  cy- 
dides  liomofocales.  11  en  a  découvert  une  propriété  nouvelle  et 
fort  importante  en  prouvant  que  l'on  peut  obtenir  une  infinité  de 
solutions  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d-o       (P'j       d-'j 
Ox^       ôv-        âz^ 

de  la  forme  ^ f  [p) f\{p \)  fi{pi) •>  où  p^  /5),  p^  sont  les  paramètres  des 
trois  familles  de  surfaces,  où  jN  désigne  une  fonction  de  p,  p^ ,  Oo,  et 
oùJ'[p)^J'i[pi),J'2{p2)  sont  trois  fonctions  devant  satisfaire  à  des 
équations  linéaires  du  second  ordre  qui  contiennent  une  même 
constante  arbitraire.  M.  Darboux,  après  avoir  vérifié  ce  résultat 
par  une  méthode  qui  lui  est  propre,  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  s'est  proposé  de  rechercher 
tous  les  systèmes  orthogonaux  jouissant  d'une  propriété  analogue, 
et  il  a  vu  que  ces  systèmes  devaient  avoir  comme  première  pro- 
priété que  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  fût  donnée 
par  une  expression  de  la  forme 

ds^=^_[  Si  82^,0'-  -i-  SS.^o'^  +  SSi  do\  ] , 

où  Si  désigne  une  fonction  ne  dépendant  pas  de  la  variable  p,.  En 
d'autres  termes,  le  système  triple  orthogonal  devait  être  composé 
exclusivement  de  surfaces  susceptibles  d'être  divisées  en  carrés  infi- 


(*)  Kous  apprenons  par  .M.  Gauthier-Villars  que  l'auteur  a  envoyé  un  erratum  qui 
sera  joint,  et  qu'il  se  propose  de  continuer  la  publication  de  ses  études  cinéma- 
liques. 
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niment  petits  par  leurs  lignes  de  courbure.  Or,  dans  un  beau 
Mémoire  inséré  au  J ournal  de  Liouville  en  i844  (t-  IX,  p.  124), 
M.  Berti^and  avait  reconnu  que  cette  propriété  géométrique  appar- 
tient nécessairement  à  tous  les  systèmes  isothermes,  ce  qui  avait 
conduit,  en  1866,  M.  Darboux  h.  rechercher  tous  les  systèmes 
orthogonaux  formés  de  surfaces  pouvant  être  découpées  en  carrés 
infiniment  petits  par  leurs  lignes  de  courbure.  Le  beau  théorème 
de  M.  A.Wangerin  donnant  encore  plus  d'intérêt  à  la  question  que 
s'était  proposée  M.  Darboux,  ce  géomètre  a  repris  en  1878  sa  pre- 
mière solution  restée  incomplète,  et  nous  avons  indiqué  (  ^  )  les  ré- 
sultats qu'il  a  obtenus. 

Dans  sa  Dissertation  inaugurale,  M.  Masclike  s'est  proposé 
l'étude  géométrique  de  l'un  des  systèmes  trouvés  par  M.  Darboux, 
celui  pour  lequel  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  est 
donnée  par  la  formule 

les  constantes  7«,  /i,  /7,  . . .  satisfaisant  aux  conditions 

m  -h  llli  -h  lil^^n  (), 
//  -4-  //,  -I-  //j  =:  0, 
J>  H-  P\  -+-  P-=  o- 

La  marche  suivie  par  l'auteur  est  synthétique;  il  remarque  qui" 
l'on  connaît  déjà  un  système  triple  orthogonal  formé  de  surfaces  à 
lignes  de  courbure  plane,  et  que  dans  ce  système,  dont  ou  doit  la 
connaissance  à  M.  Darboux,  les  trois  quantités  H,  H,,  H2  de  Lamé 
ont  pour  expressions 

"  =  -7 

VP 

VPi 

H.=  -^ 

\lp,        (p  -f-  pi  H-  Oo)  slp.2 


R  H-R, +  R2 

(P   +Pl  +  P2)v/p 

R  +  R,  +  R, 

(p  +  P1-+-P2)  y/pi 

-4- 

R-h  Ri-f-R, 

5 

(')  Ihillciiii,  111,,    124  et  suiv. 
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où  R,  désigne  une  fonction  do  p,,  tandis  que  les  coordonnées  rec- 
tangulaires sont  données  par  les  fonnides 

p  -+-  0[  -t-  02  J         \p 

R  +  R,  +  R2       -        /*^ii^i 

0  -+-  p,  -4-  p.  ^      VPi 

R-l-Ri-fR.      ,-       r^.jhi 

z  = =  2  y/o.,  -1-   I        /^  ' 

p  -\-  pi  -4-  p2  '  "       J       V  ,"2 

et  il  se  propose  de  chercher  si  l'on  ne  peut  pas  disposer  des  fonc- 
tions R,  R),  R2  de  telle  manière  que  ce  système  formé  de  surfaces 
ù  lignes  de  courbure  planes  devienne  identique  à  celui  qu'il  s'agit 
d'étudier.  Cette  recherche  est  couronnée  de  succès,  et  l'auteur  ob- 
tient ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour  étudier  le  système 
triple  orthogonal  en  question 5  cette  méthode  est  tout  à  fait  dilïé- 
rente  de  celle  qui  a  été  suivie  par  M.  Darboux  dans  son  ^Mémoire. 
Après  avoir  obtenu  toutes  les  formules  nécessaires,  M.  Maschke 
étudie  les  propriétés  géométriques;  il  montre  que  le  système  ortho- 
gonal est  identique  à  celui  qui  a  été  étudié  par  M.  W.  Roberts 
[Journal  de  d'elle,  t.  62)  et  dont  l'existence  résulte  du  théorème 
suivant  : 

Si  l'on  mène  d'ini  point  déterminé  de  l'un  des  axes  d'un  sys- 
tème de  surfaces  Jiomofocales  du  second  degré  des  plans  tangents 
à  ces  surfaces,  le  lieu  des  points  de  contact  est  une  cyclide  de 
Dupin  du  troisième  degré.  Si  le  point  décrit  l'axe,  on  obtient 
une  famille  de  cjclides.  Les  trois  familles  correspoTidantes  aux 
trois  axes  se  coupent  à  angle  droit. 

Ce  théorème  remarquable  a  déjà  été  l'objet  des  études  de  diffé- 
rents géomètres,  et  il  a  été  établi  géométriquement  par  M.  A.  Picard 
dans  les  Nouvelles  annales. 

L'auteur  fait  ensuite  connaître  quelques  propiûétés  géométriques, 
et  il  recherche,  en  terminant,  si  le  système  jouit  d'une  propriété 
analogue  à  celle  qui  a  été  signalée  par  M.  A.  Wangerin  pour  le  sys- 
tème des  cyclides  générales.  11  arrive  à  cette  conclusion  qu'il  y  a 
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sculcniL'iil  luiit  fonctions  de  Ja  forme 

N/;p)/,(p,)./;(o,) 

satisfaisant  à  l'équation  aux  dérivées  pattielles  du  potentiel. 


MÉLANGES. 

DEUX  NOUVELLES  LETTRES  MATHÉMATIQUES  INÉDITES  DU  P.  JAQUEMET, 
DE  L'ORATOIRE,  DE  LA  MAISON  DE  VIENNE  (DAUPHINÉ); 

Publiées  p\r  ARISTIDE  MARRE. 


Lors  quune  équation  na  pas  alternativement  -f-  et  —  dans  tous 
ses  termes  ou  ce  qui  est  la  mesme  cliose  lors  quelle  na  pas  -f-  dans 
tous  ses  termes  impairs  et  —  dans  tous  ses  termes  pairs,  on  demande 
une  métliode  générale  pour  pouvoir  luy  donner  cette  forme.  Pour 
cela  1°  je  remarque  quune  équation  ayant  cette  suite  alternative  des 
signes  -h  et  —  dans  tous  ses  termes,  si  on  augmente  chacune  de  ses 
racines  d'une  grandeur  positive  quelconque,  lequation  transformée 
qui  en  proviendra,  aura  encore  la  mesme  suite  alternative  des  signes 
-h  et  —  dans  tous  ses  termes  comme  il  est  évident  par  loperation 
mesme  etc.  Cela  posé  2°  soit  lequation 

—  î'-^ n* ,ï:^~'*  -^  z'' n^ x-~^ —  z^n^x^~^  .  .  ., 

laquelle  a  la  disposition  la  plus  opposée  à  celle  qu'on  demande, 
puisqu'excepté  le  premier  terme,  elle  a  +  partout  ou  elle  devroit 
avoir  — ,  et  —  ou  elle  devroit  avoir  +  5  3°  je  remarque  que  lequation 
F  est  le  produit  de  x  H-  e/i  par  lequation 


1' nx- 


,0„  ^c-2 


I 

3-4 


.1     ,,-    *y.t  —3 


trx"'^ £-/2'\r^~* -4- 
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dans  laquelle  la  disposition  des  signes  est  telle  qu'on  la  demande, 
et  par  conséquent  que  les  racines  de  lequation  F  sont  lune  la 
grandeur  négative  —  zn  et  les  autres  les  mesmes  que  celles  de 
l'équation  C.  Cela  estant  4*^  si  on  augmente  chaque  racine  de 
lequation  F  de  la  grandeur  positive  H-  e/i  on  aura  lequation  trans- 
formée B  dont  les  racines  seront  l'une  — zn-\-  tn  =  o  et  les 
autres  les  mesmes  que  celles  de  lequation  C  augmentées  chacune 
de  la  grandeur  positive  +  tn,  5°  or  je  dis  que  cette  équation  B  aura 
la  suite  alternative  des  signes  que  Ion  demande  excepté  au  dernier 
de  ses  termes  qui  sera  zéro,  car  par  i*'  et  3°  sup.  si  on  augmente 
chacune  des  racines  de  lequation  C  de  la  grandeur  positive  -t-e«, 
on  aura  une  équation  G  dont  tous  les  termes  auront  alternativement 
-t-  et  — ,  mais  multipliant  lequation  G  par  son  inconnue  +  ou  — 
zéro  ou  simplement  par  son  inconnue,  ce  qui  ne  change  rien  à  la 
suite  des  signes,  on  aura  une  équation  dont  tous  les  termes  auront 
alternativement  4-  et  —  excepté  le  dernier  terme  qui  sera  zéro,  et 
cette  équation  sera  lequation  B  par  4°  sup.  puisque  ses  racines  sont 
lune  zéro  et  les  autres  les  mesmes  que  celles  de  lequation  C 
augmentées  chacune  de  la  grandeur  positive  -\-  tn  donc  etc.  6°  On 
peut  voir  dans  Schooten  sur  le  troisième  livre  de  la  géométrie  de 
INI,  Descartes  lettre  H  {*)  la  manière  de  se  servir  de  l'équation  F 


(')  Si  l'on  compare  la  lettre  du  P.  Jaquemet  au  passage  de  Schooten  auquel  il 
renvoie  son  correspendant,  on  est  conduit  à  la  proposition  suivante  : 
Considérons  une  équation  algébrique 

(F)  x"-!-...   —  ApX"-''-!-...   —  A^x"-' -!-...=  0, 

dont  nous  n'écrivons  que  les  termes  négatifs.  Pour  trouver  une  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  cette  équation,  comparons-la  à  la  suivante, 

(A)  x" —  ajr"-' —  TK/'x"-^ —  n'v.'x^'^  — . .  .=  o, 

qui  n'a  qu'une  racine  positive  dont  la  valeur  est  n  k.  Tout  nombre  supérieur  à  tia. 
rendra  le  premier  membre  de  (A)  positif,  et  il  rendra  aussi  le  premier  membre  de 
(F)  positif  si  l'on  a 

Ap  <  n»-'  «P,     A,  £  ni-'  a?,     

Si  donc  on  considère  les  quantités 


£,  =  Ç'«A,,     ^A, 
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comme  dune  règle  ou  dune  formule  pour  connoitre  quelle  doit  être  la 
valeur  de  n  dans  la  grandeur  positive  -\-zn  dont  il  faut  augmenter 
chaque  racine  dune  équation  afin  quelle  ayt  la  suite  des  signes  -\- 
et  —  dans  tous  ses  termes.  7"  On  pourroit  prendre  lequation 


<1>     .r'  +  Il  x^ 

Z  —  I  £  —  2  9.  £-+-3 


X X  ^ n'x' 


3  ~i— 3 


I  2  o 

£  I  £  2  £  — ^3  3£  4 


c  1  £  2  £  3  £  4^  4=  5       „ 

X X  ^T-  X  —A  X  ^—z —  rv-T} 


1234 


laquelle  est  le  produit  de  ^  -}-  e/z  par  lequation  H  x  —  e/i  et  sen 
servir  comme  dune  règle  ou  dune  formule  comme  de  lequation  F. 
8°  Si  on  compare  ensemble  ces  deux  formules  on  verra  que  dans 
l'une  et  dans  lautre  les  premiers  et  deuxièmes  termes  sont  les 
mesmes,  que  depuis  le  troisième  degré  lequation  ^  a  le  troisième 
terme  plus  grand  mais  les  termes  suivans  plus  petits  que  lequation 
F,  dou  Ion  peut  connoitre  que  Ion  ne  doit  se  servir  de  la  formule  C> 
que  lorsque  la  plus  grande  valeur  de  n  est  donnée  par  le  troisième 
terme  soit  par  exemple  P  x'^-\-ix'^ — i^ojr -h  36o=  o.  Par  la 
formule  F  on  aura  1°  n  =  2,  2"  37^-=  170  et  Ji  entre  7  et  8,3° 
c)ii^  =  36o  et  n  entre  3   et  4?  ce  qui  donne  8  pour  la  plus  grande 


la  plus  grande  de  ces  quantités  sera  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
l'équation  (F). 

Cette  rèfîle  est  semblable  à  celles  que  l'on  attribue  à  Maelaurin.  Dans  les  deux  cas, 
le  nombre  que  l'on  détermine  dépend  exclusivement  de  la  valeur  et  de  la  place  des 
coefficients  négatifs,  et  il  est  supérieur  au  plus  petit  nombre  qui  rendrait  positif  le 
premier  membre  de  l'équation  auxiliaire 

x"—  ApX"-P—  A^a:"-'  — .  .  .=  0, 

et  par  conséquent  aussi  le  premier  membre  de  l'équation  proposée. 

Le  P.  Jaquemet,  au  lieu  de  chercher  une  limite  supérieure  des  racines  positives, 
détermine  une  limite  inférieure  des  racines  négatives;  mais  on  sait  que  l'un  de  ces 
problèmes  est  équivalent  à  raiitro.  G.  D. 
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valeur  de  n.  Par  la  formule  $  on  aura  i"  n  =  2,  2"  5/î-  =  170  et  n 
entre  5  et  6,  3°  3«"  =  36o  et  n  entre  4  et  5,  ce  qui  donne  6  pour 
la  plus  grande  valeur  de  Ji.  Ainsi  la  grandeur  4-  £«  scroit24  par  la 
formule  F  et  elle  n'est  que  18  par  la  formule  ^  ce  qui  est  un  peu 
plus  simple,  mais  comme  il  n'y  a  que  le  troisième  terme  seul  qui 
soit  avantageux  àla  formule 'l'on  peut  dire  que  généralement  parlant  la 
formule  F  est  la  plus  simple.  9°  Ayant  Px^  -1-20:- —  iyox-\-'66o  =  o 
si  a  a:  on  substitue  lyo  -h  i  —  y  on  aura  une  transformée  dont  les 
racines  positives  seront  les  négatives  de  P,  et  les  négatives  les  posi- 
tives de  P  augmentées  cliacune  de  +  171  et  dont  tous  les  termes 
auront  alternativement  -f-  et  —  ;  et  si  on  avoit 

P     .v^  —  2  a?"^  —  1 70  j:  —  36o  =  o 


il  faudroit  par  cette  méthode  substituer  a  a:  36o -H  i — y  ou  au 
moins  170  +  2  -+- 1  — j  ,  au  lieu  que  dans  lun  et  lautre  cas  il  ne 
faut  substituer  a  x  que  j  —  3x8  ou  niesme  y  —  3  X  6  ce  qui  est 
bien  plus  simple.  10°  M.  Descartes  dans  le  cas  particulier  de  la 
formule  F  pour  le  sixième  degré  demande  une  autre  condition  qui 
est  que  le  coefficient  du  troisième  ternie  soit  plus  grand  que  le 
quarré  de  la  moitié  de  celuy  du  second,  ceste  condition  se  trouve 
lousjours  remplie  dans  la  transformée  de  lequation  B  et  par  con- 
séquent dans  celle  de  lequation  P  pourvu  1°  que  la  valeur  de  e  soit 
au  moins  3,  et  2°  que  le  coefficient  du  second  terme  de  Pnayt  point 
le  signe  —  car  pour  lors  elle  peut  netre  point  remplie.  Soit  par 
exemple  Px^  —  i8x- — i2x  —  36o  =  o.  La  seule  valeur  de  ^z  et 
par  conséquent  la  plus  grande  est  7i  =  2  que  donne  3  7i-  =  1 2.  On  a 
donc  £,7=3X2  =  6,  et  dans  la  transformée  de  P  le  coefficient  du 

troisième  terme  est  3i2  <<i  36  quarré  delà  moitié  de  celuy  du 
second.  Mais  ayant  une  équation  dont  tous  les  termes  ont  alternati- 
vement -f-et — ,  comme  A  x' — 7ix^~*-{- px^~- — ...siln^'^p^our 
avoir  une  transformée  ou /?^{/z-  il  n'y  a  qua  augmenter  les  racines 

de  A  cliacune  de  la  grandeur  positive  H —  cela  suffira  tousjours de- 
puis le  troisième  degré  inclus  car  on  aura  pji-  pour  quarré  de  la 

3            3 
moitié  du  coefficient  du  second  terme,  et- «' 71- -h-  ppour  coeffi- 
cient du  troisième  terme  ce  qui  est  plus  grand  que  71^. 


2o4  PREMIÈRE  PARTIE. 

Je  vous  souliaitte  les  bonnes  festes  et  la  bonne  année,  souvenez- 
vous  de  la  cheminée  (*). 

II. 

Je  viens  de  recevoir  votre  lettre  montres  clier  ami,  je  vous  suis 
obligé  de  ce  que  vous  me  mandez  du  Mansjescriray  au  p.  —  suivant 
ce  que  vous  me  mandez,  jescriray  aussi  à  Lion  pour  scavoir  quand 
la  loterie  se  tirera,  je  vous  remercie  de  la  cheminée  etc.  je  lentend  a 
peu  près  mais  japprehendeque  les  massons  de  ce  pais  nelentendent 
pas  assez  pour  lexecuter,  si  on  en  fait  imprimer  la  description, 
vous  aurez  la  bonté  de  me  l'envoyer.  Vous  me  remerciez  de  mes 
lumières  mais  elles  sont  si  ténébreuses  dans  votre  lettre  que  je  ne 
les  reconnois  point,  elles  supposent  dites  vous  le  calcul  différentiel 
quon  ne  peut  point  rendre  facile  a  concevoir  sans  figures  et  sans 
géométrie,  je  crois  vous  avoir  desja  mandé  que  ce  quelles  supposent 
de  ce  calcul  na  besoin  ni  de  figure  ni  de  géométrie  pour  être  faci- 
lement entendu  il  me  sera  aisé  de  vous  le  faire  voir  quand  vous  le 
souhaiterez,  il  s'agit  de  trouver  les  limites  des  racines  des  équations 
mesmes  ou  les  racines  sont  incommensurables,  etdontles  différences 
peuvent  être  si  petites  que  Ion  voudra,  il  faut  donc,  quelque 
méthode  dont  vous  vous  serviez,  que  vous  alliez  jusquaux  difierences 
indéfiniment  petites,  or  cela  me  suffit.  Mais  vous  ne  voyez  point 
dites  vous  que  les  racines  de  B  soient  celles  de  A  augmentées  ou 
diminuées  de  la  difî'erentielle  de  chaque  racine  de  A,  je  ne  le  vois 


(')  Cette  lettre  a  pour  suscription  : 

j4u  Révérend  Père 
Le  Révérend  père  Reyneau 
prêtre  de  loratoire  rue  du 
louvre 

à  Paris. 

Le  P.  Reyneau,  né  à  Brissac  (Anjou),  en  i656,  mort  en  1728,  auteur  de  V Analyse 
démontrée,  2  vol.  in-4°,  et  des  Éléments  de  Mathématiques,  1  vol.  in-4°,  professait  les 
Mathématiques  à  Angers.  11  se  trouvait  alors  à  Paris,  à  la  maison  de  l'Oratoire  de  la 
rue  du  Louvre,  qu'habitaient  les  PP.  Malebranche  etBizance.  Voir,  dans  le  Dullettino 
di  Bibliografia  e  di  storia  délie  Scienze  matemaliche  ejtsictie  du  prince  Balthazar  Bon- 
compagni,  t.  XII,  p.  886-89'!,  une  autre  Lettre  autographe  du  P.  Jaqueniet  au  P.  Bi- 
zance,  datée  de  Vienne,  26  janvier  1690,  et  la  Notice  consacrée  à  ces  deux  matlieniali- 
cicns  de  l'Oratoire  par  Aristide  Marre.  A.  M. 
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point  non  plus,  mais  je  vois  ce  nie  semble  quelles  sont  les  racines 
de  A  augmentées  ou  diminuées  d'un  multiple  de  la  dilierentielle  de 
chaque  racine  de  A,  cela  me  paroit  fort  différent.  Vous  ajoutez  que 
vous  ne  trouvez  point  que  la  racine  qui  reste  dans  A  et  qui  nest 
pas  dans  B  soit  moyenne  entre  la  plus  petite  des  positives  et  la  plus 
grande  des  négatives  de  B,  vous  trouvez  au  contraire  que  si  elle  est 
positive  elle  doit  surpasser  toutes  les  positives,  et  si  ell(^  est  néga- 
tive elle  doit  surpasser  toutes  les  négatives.  Ces  paroles  «  la  racine 
qui  reste  dans  A  et  qui  nest  pas  dans  B  »  font  apparemment  votre 
dilîiculté,  mais  ces  paroles  sont  elles  de  moy  ?  je  suis  au  moins  très 
assuré  que  ce  nest  point  ce  que  jay  voulu  dire,  mais  le  voicy  :  soit 

A       x'-'  —  ^\.i-^ -h^3'2.r--\-  '2.lS8x±q=  O, 

B     .r^ — 33.7" -h  ii6x' -h  5'-ji  =  o. 

Les  racines  de  B  sont  —  2,-f-  i3,-4-  22  or  cela  estant  je  dis  1°  que 
deux  racines  de  A  sont  nécessairement  positives  l'une  plus  grande 
ou  au  moins  égale  a  -j-  22,  lautre  plus  grande  ou  au  moins  égale  a 
+  i3,  2''  quune  racine  de  A  est  nécessairement  négative  et  quelle 
est  ou  plus  petite  ou  au  moins  égale  a  —  2,  3°  qu'il  reste  encore  ou 
qu'il  y  a  encore  une  racine  de  A  qui  doit  être  moyenne  entre  —  2 
et  -4-  i3  ou  égale  ou  à  —  2  ou  à  -f-  i,3,  et  que  cette  dernière  racine 
a  ne  considérer  que  lequation  B  peut  être  ou  positive  ou  négative, 
mais  quelle  est  positive  ou  négative  selon  que  q  aura  le  signe  ou 
—  ou  -h  respectivement,  et  quelle  sera  zéro  si  q  est  zéro,  voila 
sûrement  ce  que  javois  dit  mais  ce  nest  point  ce  que  vous  me  faite 
dire.  Javois  dit,  sil  men  souvient  bien,  «  la  racine  réelle  quil  y  a  de 
plus  dans  A  que  dans  B  »,  mais  cela  veut  dire  seulement  que  dans  A 
il  y  a  une  racine  réelle  de  plus  que  dans  B  ce  qui  me  paroit  incon- 
testable. Il  meseroit aisé  dajouter  «  le  aplus  forte  raison»  sur  ce  quil 
y  a  des  imaginaires  dans  une  équation  dont  le  deuxième  terme 
manque  et  dont  le  troisième  a  H-  mais  cela  est  inutile,  vous  en  avez 
une  autre  raison  et  je  vous  remercie  de  me  lavoir  communiquée,  je 
passe  à  la  formule  de  M.  Descartes  laquelle  ne  vous  paroit  point 
générale.  Vous  voyez  bien  dites  vous  quelle  aura  son  eifet  dans 
toutes  les  équations  représentées  par  celle  qui  sert  de  formule  mais 
les  coefficients  de  cette  formule  étant  des  puissances  exactes  dune 
mesme  grandeur  ont  des  limites,  et  ainsi  la  formule  ne  représente 
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pas  toutes  les  équations  possibles  dans  chaque  degré.  Voilà  votre 

difficulté,  mais  cette  difficulté  sera  levée  si  vous  voulez  bien  remar- 

: 6 

quer  i"  quej>^ — 6ji  =  x^  (vo3ez  M.  Descartes  pag.  79)  a  dans  tous 
ses  termes  la  suite  alternative  des  signes  telle  quon  la  demande,  2" 

que  +  7iX7  — 6n  , —  6ji-Xj  —  i^n  ,  etc.  ontcliacun  dans  tous  leurs 
termes  des  signes  opposez  a  ceux  qu'on  demande,  3°  que  dans  chacun 

G 

des  termes  de  la  transformée  le  signe  dej — 6«  ,  qui  est  celuy  quon 
demande  subsiste  et  reste  après  la  soustraction  des  coefficients  qui 
ont  un  signe  opposé,  4"  dou  il  sensuit  qua  plus  forte  raison  ces 

signesdej)^ — 6n  subsisteroient  dans  la  transformée  si  dans  la 
formule  un  ou  plusieurs  ou  mesme  tous  les  coefficients  etoient  plus 
petits  quon  ne  les  suppose,  ou  bien  encore  à  plus  forte  raison  si 
un  ou  plusieurs  ou  tous  les  coefficients  de  la  formule  etoient  zéro. 
ou  bien  encore  à  plus  forte  raison  si  un  ou  plusieurs  de  ces  coeffi- 
cients avoient  un  signe  opposé  à  celuy  quon  leur  suppose  dans  la 
formule,  car  alors  leurs  signes  seroient  favorables  au  lieu  d'être 
contraires,  mais  5°  cest  ce  qui  am-ive  dans  la  manière  dont  on  se 
sert  de  cette  formule  pag.  2y4-  ^°  Oii  J  néglige  les  termes  de  la  pro- 
posée qui  ont  des  signes  dilferens  de  ceux  de  la  formule,  et  cela 
parce  que  ces  signes  sont  favorables  au  lieu  detre  contraires.  2"  On 
y  prend  la  plus  grande  des  valeurs  de  n  données  par  la  comparaison 

-; — 6 

des  autres  termes  et  pour  lors  j^  —  6n  suffiroitpourdonner  la  suite 
alternative  des  signes  à  la  proposée  quand  mesmes  tous  ses  termes 
auroient  les  mesmes  signes  et  les  mesmes  grandeurs  proportionelles 
que  ceux  de  laformule,  donc  a  plus  forte  raison  etc.  On  j^eut  appli- 
quer la  mesme  preuve  à  l'autre  formule  etc.  Je  vous  escrivis  di- 
manchepassé  une  leltredanslaquclle  je  vous  mande  unedifficultésur 
cesparoles  de  votre  livrepag.  69  lig.  1 2  «  comme  on  le  suppose.  »  Je 
scais  bien  quon  suppose  que  dans  la  proposée  les  imaginaires  ne  pa- 
roissentpoint,  mais  jene  voispointquil  soitclair  quedanstouteequa- 
tion  ou  il  y  aura  au  moins  quatre  imaginaires  on  puisse  tousiours 
trouver  une  équation  de  second  degré,  formée  par  quelques  deux 
imaginaires,  dans  le  second  terme  de  laquelle  les  imaginaires  dis- 
paroitront,  on  le  pourra  dans  plusieurs  cas  mais  il  faut  faii-e  voir 
que  cela  se  peut  tousjours,  et  cest  ce  qui  me  paroit  difficile  a 
prouver,  au  lieu  que  ce  quon  veut  prouver  par  la,  se  prouve  bien 
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plus  facilement  sans  cela,  Je  suis  etc.  Mes  respects  sil  vous  plait  au 
R.  P.  Malebranche  (<). 


CONSIDÉRATIONS  SUR  QUELQUES  FORMULES  INTÉGRALES 

DONT  LES  VALEURS  PEUVENT  ÊTRE  EXPRIMÉES  EN  CERTAINS  CAS 

PAR  LA  QUADRATURE  DU  CERCLE. 


MEMOIRE   DE   LEOXAnD   EULER, 
PUBLIÉ   CONFORMÉMENT   AU   MANUSCRIT   AUTOGRAPHE  ; 

Par  m.  CHARLES  HENRY. 


Le  manuscrit  que  nous  publions  est  conservé  à  la  Bibliothèque  natio- 
nale de  Paris  sous  le  n°  14-730  du  fonds  français;  il  compte  seize  feuillets 
écrits  au  recto  et  au  verso  et  relies  entre  six  et  quatre  feuillets  de  garde. 

Une  note  écrite  sur  le  troisième  feuillet  de  garde  du  commencement 
nous  apprend  qu'il  a  appartenu  à  Lagrange,  qui  le  donna  à  Lacroix. 
Celui-ci  en  lit  hommage  à  la  Bibliothèque. 

Ce  Mémoire  n'est  pas  mentionné  dans  le  Catalogue  des  Œuvres  inédites 


(')  Celte  lettre  était  fermée  d'un  cachet  de  cire  rouge,  portant  l'empreinte  de  la 
couronne  d'épines,  etc.  (cachet  de  l'ordre  de  l'Oratoire}. 
Elle  a  pour  suscription  : 


Le  Révérend  Père 
Rejneau  prestrc  de 
loratoire  rue  du  Louvre 
etc. 


Au  Révérend  Père 


a  Paris. 


et  l'on  y  a  ajouté  un  peu  plus  tard,  entre  la  première  et  la  deuxième  ligne,  ces  deux 
mots,  de  Vienne,  qui  indiquent  le  lieu  de  provenance  de  la  lettre;  et  en  effet  cette 
lettre  et  la  précédente  sont  deux  précieux  autographes  du  P.  Jaquemet,  que  le  bibliothé- 
caire actuel  de  l'ordre  de  l'Oratoire,  le  R.  P.  Ingold,  a  eu  l'aimable  obligeance  de  me 
communiquer.  A.  M.    . 
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d'Euler  rédigé  par  Fuss  (  *  )  ;  mais  Libri  fait  sans  doute  allusion  à  cet  écrit 
dans  le  passage  suivant  :  «  Il  existe  à  Paris  différents  Mémoires  inédits 
d'Euler;  un  de  ces  Mémoires  se  trouve  à  la  Bibliothèque  royale  (^).  « 
Les  autres  Mémoires  sont  probablement  ceux  qui  sont  conservés  à  la  Biblio- 
thèque de  l'Institut  parmi  les  manuscrits  de  Lagrange  [^). 
En  empruntant  à  ce  travail  la  formule  suivante, 

_i.'î...{n  —  i]       A^-^tt'^-i 
~  ««-1  V  n         ' 

Lacroix  ajoute  :  «  Ce  beau  théorème  se  trouve,  mais  sans  démonstration, 
dans  un  Mémoire  inédit  d'Euler  que  M.  Prony  m'a  communiqué  (*).  » 
Toutefois,  ce  n'est  j)as  là  le  seul  emprunt  de  Lacroix;  on  s'en  convaincra 
si  l'on  prend  la  peine  de  comparer  les  pages  qui  suivent  avec  les  n°^  1169 
et  suivants,  1190,  1196  et  suivants  du  troisième  volume  du  Traité  de 
Calcul  différentiel  et  intégral. 


(')  Correspondance  mathématique  et  physique  de  quelques  géomètres  du  xvill*  siècle, 
t.  I,  p.  cxix.  Il  est  si[;nalé  pour  la  première  fois  dans  l'introduction  des  Commenta- 
tiones  arithmeticœ  coUectœ,  p.  xi. 

(')  Journal  des  Savants,  année  i8(4,  p.  38g,  note  i. 

(')  Le  tome  II  des  manuscrits  in-l'olio  de  Lagrange  renferme  (f°  io8)  un  extrait  de 
la  théorie  d'Euler  sur  la  précession  des  équinoxes  (t.  XIII  des  Novi  Commentarii 
de  Saint-Pétersbourg). 

Le  tome  IV  des  manuscrits  in-4°  renferme  les  écrits  suivants  : 

Folio  110.  Sur  l'arrangement  des  verres  dans  les  lunettes  pour  faire  disparaître 
les  couleurs  d'Iris. 

Folio  5o.  Considérations  sur  la  sommation  de  certaines  séries. 

Folio  170.  Construction  d'un  télescope  sans  verres. 

Folio  62.  Détermination  de  ma  méthode  générale  de  déterminer  le  mouvement 
d'une  corde  quel  qu'ait  été  son  état  initial. 

Folio  i32.  Méthode  pour  rendre  les  lunettes  à  plusieurs  verres  aussi  parfaites  qu'il 
est  possible. 

Folio  68.  Des  microscopes. 

Folio  148.  Moyens  de  perfectionner  les  lunettes  à  4  verres  en  y  ajoutant  encore 
quelques  verres. 

Folio  ii5.  Recherches  sur  le  lieu  de  l'œil  qu'exige  le  champ  apparent. 

Folio  92.  Recherches  sur  les  moyens  de  perfectionner  les  lunettes  astronomiques. 

Folio  i63.  Recherches  sur  les  moyens  de  délivrer  les  télescopes  et  les  microscopes 
de  la  confusion  causée  par  la  différente  réfrangibilité  des  rayons. 

Folio  47.  Lettre  à  BernouUi,  1778.  (Extrait  par  Lagrange.) 

Folio  !\-'i'\,  folio  40-46.  Lettres  à  Lagrange. 

(*)  Traite  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  t.  III,  p.  480.  Paris,  1819. 
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Ce  Mémoire  a  été  publié  en  1862  par  l'Aeadémie  des  Sciences  de  Saint- 
Pétersbourg  (');  cependant  nous  n'bésitons  j)as  à  le  réimprimer  d'après 
l'autographe,  vu  l'intérêt  tout  particulier  de  la  matière  et  l'absence  com- 
plète de  la  publication  dans  les  bibliothèques  publiques  de  Paris. 

C.   H. 


MANUSCRIT  (-). 


1.  Toute  iormulc  clillijrentielle  ratioiielle  peut  être  intégrée  par 
\c  moyen  des  logarithmes  et  de  la  quadrature  du  cercle.  Or  ces 
intégrales  sont  pour  la  plus  part  renfermées  dans  des  formules 
d'autant  plus  compliquées,  plus  la  variable  contient  de  dimen- 
sions :  cependant  quand  on  donne  à  la  variable  après  l'intégration 
une  certaine  valeur  déterminée,  il  peut  arriver  que  les  intégrales, 
quelques  compliquées  qu'elles  soient,  se  réduisent  à  des  formules 
assés  simples,  qui  semblent  mériter  une  attention  tout  particu- 
lière. Il  y  a  aussi  des  formules  intégrales,  qui  en  gênerai  surpassent 
toutes  les  quadratures  connues,  et  qui  cependant  en  certains  cas 
sont  réductibles  à  la  Cjuadrature  du  cercle.  Je  me  propose  ici  de 
considérer  quelques  unes  de  ces  formules,  et  d'examiner  les  consé- 
quences, qu'on  en  peut  tirer  pour  l'avancement  de  l'Analyse. 

2.  Je    commencerai    par    considérer    cette    formule    intégrale 

-,  en  clierclianl   son  intégrale  dans  le  cas,  où  l'on  pose 

après  l'intégration  .x-  =  co  ayant  pris  l'intégrale  en  sorte,  qu'elle 
évanouisse  en  posant  x  =  o.  Dans  ce  cas  on  trouvera  que  la  partie 
de  l'intégrale,  qui  dépend  des  logarithmes  évanouit,  et  que  l'autre, 
(jui  dépend  de  la  quadrature  du  cercle  se  réduit  à  une  expression 
fort  simple.  Car  posant  7r  pour  la  demi-circonférence  d'un  cercle, 
dont  le  rayon  est  =  1,  de  sorte  que  tî  naarque  en  même  tems  la 
mesure  de  deux  angles  droits,  on  trouve  en  posant  après  l'integra- 


(')  Opéra  postuma  Leonhardi  Euleri  mathematica  et  phjsica,  t.  I,  p.  4f>8-438. 
(-)  Euler  écrit  presque  toujours  si  au  lieu  de  sin,  tag- a.\ec  un  signe  abréviatif  sur 
l'rt  an  lieu  de  ia//g. 

Bull,  des  Sciences  mathcin.,   2"=  Série,  t.  IV'.   (Juin   18S0.)  l\ 


aïo  PREMIÈKE   PARTI  F., 

tion  jr  --  ïc   : 

/flx              TT                  r     d.v       2  7r  r  .vfl.r             2- 

I  +  ■^■>-  ~  2  "  J   I  +  -^^  ~  3  v/3  '  J  •  -i-  •»■'  ~  3  \/3  ' 

n     dr      _      T.             r   .rd.T     _-  r  .r.rd.r  _     - 

J    I  _^  ,i-i  —  2  v/2  '  J     I  +  -^^           4  '  J      '  +  •^■'  ~  2V  2  " 

rd.v            77                 r  .rdx              T.  Ç  xx  dx         t. 

.      l+.r""~37^'         J7T^~3' 

3.  Les  cas  particuliers  semblent  déjà  suffisans  pour  pouvoir  en 
tirer  par  la  voye  d'induction  une  conclusion  plus  générale  :  car 
dans  les  cas  du  dénominateur  i  -\-  oc"^  le  radical  \j'S  fait  voir  que  le 

sinus  de  l'angle  ^  y  entre;  et  dans  ceux  du  dénominateur  i -h  x'* 

le  radical  Ji  y  est  sans  doute,  puisque  si  y  =  -^  :  ce  même  soupçon 

4         \/2 

se  confirme  par  les  cas,  où  le  dénominateur  est  i  4- a".  De  là  nous 
pourrons  conclure  qu'il  v  aura 


/. 


dx 


et  ciuoie  plus  généralement 

-'  d.i 


f 


n  SI  — 
n 


.  11177 
«  SI 


pourvu  que  le  nombre  m  ne  surpasse  pas  n.  Car  dans  les  cas  où 
m  ^  n  on  sait  d'ailleurs  que  ces  formules  demandent  un  dévelop- 
pement particulier,  puisque  leur  intégrale  renferme  alors  une 
partie  algébrique. 

4.   Cette  conclusion  se  trouve  tout  à  fait  confirmée,  quand  on 
se  donne  la  peine  de  développer  l'integi'aledes  formules     /  — -, 

/x  dx  f*  .rxdx 
.  ■)      I  — --— .    etc.    de   sorte    qu'il    ne   sauroit  rester  aucun 
t  —  X'       J    I  _^  x^ 
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doute   là  dessus.  On  remarque  encore  un  parfait  accord  dans  les 

cas,  où  ni  •:=■  71,  car  puisque  alors  si  — '-  =  sir:  =  o,  l'intégrale  dans 

le  cas  X  =  2C   devient  effectivement  intiui  :   ce  qui  est  évident; 

=:=  -Ifi  -h  x").  et  posant  :r  =  00  ,  la  valeur  de  l'inle- 

grale  devient  infinie.  Le  même  accord  s'observe  lorsque  Ji=^  ini, 

.m-          .  TT             ,.       ^^            1   .               r.r"'-^f/x         - 
et   partant  si  —  =  si  -  =  i .  Car  il  est  clair  que    /   = 

n  9.  t/     '  -^  ■'"'"        2  w 

en    posant   a;  =  co  .    On   n'a    qu'à    mettre    0:'"=},    pour    avoir 

r-  =  —   /  ^—  =  —  A  tàg  7   :  maintenant  posant  a:  =  a; 

i+.r^'"        m  J    !-!-,);>'         m  ^-^  *■ 

et  partant  aussi  j' =  00  ,  à  cause  de  Alâgsc  =-,  l'intégrale   sera 
Ce  sera  donc  une  vérité  sufûsamenl  constatée,  que 


0.111 


P 


i  -r-  x"                .  m  7: 
n  SI 


en  posant  après  l'intégration  ,r  =^  ce  pourvu  cjue  m  ne  soit  pas 
plus   grand  que   n. 

o.   Cependant  cette  vérité  se  peut  aussi  déduire  de  l'intégration 
indéfinie  de  la  formule 


/■^ 


I  -i-  .T" 

dont  l'intégrale  se  trouve  exprimée  en  sorte 


X  si  - 
m-      I                         T.               \         9.      .  niT.                             11 
cos   Il  —  2.r  cos  -  -\-  xx\  -. —    SI  —   A  tae: 


I  —  X  cos- 

.377 


1  ?>}V-      [       ■  3  77  \  2      .   3  W  77 

-  COS I     I  —  9.  .r  cos  • h  XX    H SI  A  tac 


377 

I  —  .rcos — 


.577 

I  5m-     (  5 77  \        n    .  5/11-        ,  n 

—  cos  1     I  - —  0.X  cos \-  rx     -i SI \  taL' 

//  //        \  //  /        n  n  ^  577 

1  —  .rcos 


■iri  PREMIÈRE   PARTIE. 

^  ,  ^'  si  - — 

I         l'n-    (  nn  \       "^    ■  7  '"  ^  .  . ,  '' 

COS  ~ 1     1  —  "^-^  COS  ~ !-  X.r      H-  -  SI A  tAg  

«  «         \  n  n  n  n- 

I  —  X  fOS-^^ — 

n 
etc. 

et  il  faut  continuer  ces  formules  jusqu'à  ce  que  1  angle  —  ?  où  i 

marque  un  nombre  impair  quelconque,  commence  à  surpasser  t:. 
Or  quand  n  est  un  nombre  impair  et  que  dans  le  dernier  membre 

on  a  i  =  72,  et  partant  cos  —  =  —  i ,  il  ne  faut  prendre  que  la  moitié 


lit 
n 
du  dernier  membre  ou  mettre  1  f  i  -h  a-  )  au  lieu  de  1  (  H-  20?+  xx 


6.  Tirons    de   là   les    intégrales   pour    les    cas   particuliers,   et 
d'abord  si  Ji  =  i  et  m  =  i  nous  aurons 


!■ 


I  -f-  :>■ 

II.  Soit  «  r^  2  et  nous  aurons 


fdx            1    .  iz        ,           .r  si  77 
1=  -  si  -  A  tag 
I  -r-  nrx          11                                      tz 

/.r.d.r  I 
:=  -  I 
I  -4-  -l'x         1 


1 

i  -\-  xx). 


Tll.  Soit  n  =^  3  et  nous  aurons, 

si   1)1  z=:  l. 


f 


d.r  I  TT 

=  —  TT  COS  :r  M  1  —  IX  COS  -  +  XX 

I  +  .r*  3  3      \  3 


•?■  SI  - 
:>.    .  TT  ^    ,                 3  I         3  -  , , 

_s.-3Atag .^__cos-I(,-f-j; 

1  —  .r  cos  - 


SI  m  zz=  2, 

■r  dx  I 


|"^::^  =  _^c..~i|,-,xc„s  ;;+...« 


-f'  SI  — 

2    .  2r                          3  I         b-,, 

-I-  -  SI   —  A  tag ~  -  cos  — -  1  (  n- 

I  —  X  cos  - 
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si  m  =r  3. 

/  '  x.r  dx  I         3  - 

cos  -^r-  •  I  I  —  0.  r  cos  —  -+-  x.r 


i-+-.r*  3  3       \  3 


..  X  SI  - 

2.3-.,  3  !         q- 

_  SI  —  A  tag -  3  <^"s  ^  •  i  '  -+-  -^ 

I  —  a-,  cos  — 


3-  QTT  .377 


OU    bien    a   cause   de   cos -^r  =  — 'i   cos"4--=:  —  i:    si— -  ::=  o,    et 

3  3  3 


cos- 


/ 


xxclx  I  II 

■r.r)  H- -l(l  H- -^j  =  ô '(•  +  •^*)- 


1  +  .r^^        3    ^  ■  ;    ■    •.    \      ■       ;        3 

7.  Dans  tous  ces  cas  particuliers,  il  est  aisé  de  voir  que  posant 
jT  =  Qo  les  intégrales  deviennent  parfaitement  d'accord  avec  la 
lormule  générale  donnée  cy  dessus.  Mais  pour  démontrer  sou 
accord  en  gênerai,  il  faut  faire  voir  que  toutes  les  parties  logarith- 
miques se  détruisent  nécessairement  et  que  les  autres,  qui  ren- 
ferment des  arcs  de  cercles,  se  réduisent  à  - — '- — ■'  Pour  cet  effet,  il 

.  /«7T 

n  SI 

n 

faut  ici  distinguer  deux  cas  selon  que  n  est  un  nombre  pair  ou 

impair-,  soit  donc  premièrement  n  ^^  2  A,  et  posante  =  co  ,  puisque 

tous    les   logarithmes   deviennent  égaux,    il  faut  montrer    que  la 

somme  de  cette  progression  est  égale  à  zéro  : 

m  77  3  m  77  5 11177  (  2  /-  —  5  )  m  77 

cos r  -f-  cos ; 1-  cos  • ,—  •  •  •    -r  COS  -^ 

2  /■  2  /•  2  A-  2  k 

ilk  —  3  1  /?2  -  {lk  —  i]m77 

-f-  cos ■ h  cos 


lk  2  / 

ni   étant  un  nombre  entier.    Posons    pour  abréger  — '-  =  9,  et   il 

2  n 

s'agit  de  démontrer 

coso  H-  cos: 

8.   Posons  pour  chercher  la  somme  de  cette  progression 

S  :=:  cos  o  -+-  cos  3  y   -t-  COS  5  i*  -f-  .  .  .  +  COS  [lk  —  I  )  ç> 


■21  ',  PUE.MIEUE   l'AHTIE. 

et  multipliant  par  siiis  à  cause  de 


SI  'j  cos  «  0^  =: SI    «  —  I  l 'j  H SI  (  «  H-  1 


nous  aurons 


I    .  I    .  ,  i    ...  '    w     /  \  '    •     / 

S  SI  'j  =  -  SI  2  'i-  -i SlA  '->  -1 •'"'10'+' .   .   .  -f    -  SI     2  A-   —    2     y  H SI  2  /  y 

'2  '  2  2  2       ^  '  '  2 

si2'j  —  -  si 4'-^ si6$.  .  . si(  2X- —  2)0 

2  '  2  2  1 

et  puis([ue  tous  les  termes  h.  l'exception  du  dernier  se  detriiisenl 

'      •       ,  1  ^  Si2/>'p 

S  sin  s  =:  —  SI  2  /  o     donc  S  = -. —  • 


'"'••11-  7  • 

Or  ayant  o  =: — -5  il    devient   aho  -~  7m: ^    et   puisque   m   est  un 


m- 

nombre    entier,  si  2/.  9  =  si/?z7:  =  o ,  de   sorte  que   la  somme  de 
la  progression  proposée  est  elfectivement  =  o.  Si  le  nombre  /i  est 

,  IU77  •}    r  1 

impau"  =  2  A~  -h  I ,  posant  — =  ï.  il  tant  démontrer  que  : 

COSa  -i-  COS  'j'J.  .  .-\-  cos  !  2  /'  —  I    Ctf  H C()S//i-  =  0. 

l  •2 

..  1  •  I  812/3       I 

Or  par  la  sommation  précédente  cette  somme  est  — -. i — cos/?/- 

'-  ^  2  SI  il  2 

si  2  f<  'j 


= '-  H —  cos  (  2  A'  -f-  I  )  (P  ;  et  à  cause  de 

2  Sl'J>  2  ~  '  ' 

si 2 /•  o  -=  si  (  2  /•  +  I )  'j  cos o  —  cos  (  2  /i  +  I  )  a  si© 

si  (  2  /•   +   I  ]  »  cos  '+>        T.  T     -  .  /        /  A 

cette  somme  sera  =:  — ^ — r— ^ -•  Mais  puisque    2A  4-'  )cp^="'7:, 

2  SI  a  J.  i        \ 

il  est  évident  que  cette  somme  est  égale  à  zéro. 

9.   Ayant  donc  démontré   que  posant  x  z=:^  ^    les  jiarties  loga- 

r.r"'-^d.r 

ritlimiques  de   notre    intégrale    /  — ■ —  se    détruisent,    il    faut 

clierclier  la  valeur  totale  des  parties  qui  renferment  les  arcs  de 

cercle.    Or  chacun    de    ces    arcs  étant  compris   dans  cette  forme 

.     ,         j:  si  o 

A  tas 5  on    voit  que  posant  a:  =  o  ces  arcs  evanouïssenl 

I  —  X  cos  »  n.        r 
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comme  la  condition  de  l'integralion  exige  5  ensuite  en  augmentant 
a:  jusqu'à  devenir  a:  =1 >    cet    angle  devient    droit    et    si  l'on 

augmente  x  au  delà,  il  faut   qu'il  devienne  obtus.  Donc  posant 

.     ,         ,T  siy              .     ,     —  si'j 
j:  =  ce  ,  on   aura  A  tas; '■ =  A  tacr ~  =z  -  —  o.   et    par- 

tant  toutes  les  parties  qui   renferment  des   arcs  de    cercle,  prises 
ensemble,  seront 

2      l   .  mr.  .   inir:  .  5in-  .  -  m—  \ 

-  77    SI h  SI -f-  SI 1-  SI  ~ etc.  ) 

n      \       n  II  n  n  I       ^ 

7.-  [   .m-  m-        ^    .>ii~  .ni-  \ 

si 1-  3  si h  5  SI  —  -<-  7  si  — -  etc .     , 

un  \       n  II  II  n  J 

il  s'agit  donc  de  trouver  la  somme  de  ces  deux  progressions. 

10.  Soit  premièrement  n  un  nombre  pair  ou  n  =  2A,  et  posant 

m- 

— Y  :^  çj,  la  première  progression  sera 

si o  -!-  si  '5  ù  -t-  si  5  o .  .  .  H-  si  2  /.  —  '  )  ?  ^  ^' 

qui,  étant  multipliée  par  sio  donne 

'I  II  I 

COS  l'j COS  li'j COS  O  1- .  .  . COS  2  A  'J 

2  2  '22  '  2 

o    •       ,     '  I  r  ^         r 

:^=  b  SlO  -i COS2  C9  -i COSi'^  H COSOo.  .  .  , 

2  '22 

1 ,    ,  , ,  .       „         I  —  COS  2^0        I  —  COS  m  - 

d  ou  1  on  tire  o  = -. '-  =- 

2  SI  o  .  m  - 

2  SI— 7- 

ik 


Or  ayant  trouvé  cv  dessus  : 

ces  o  -1-  COS  3  0  -f-  COS  5  o  -t-  .  .  .  -|-  ces  [lh  —  I  )  î'  ^=^ 

la  dili'erentiation  donne 

si  ç/  -H  '3  si  '3  o  H-  j  si  5  o .  .  .  -i-  '  ik  —  i  )  si  (  2  /i  — 

2/c()S2Xî>  si  2  /  o 


si  2  /  i> 

2  si--> 


2  SI  5/  2  si  '^- 
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1»  -^  m-  ,  ,  ,  -. 

Fosons  inainLenant  c:  =  — •>  cL  a  cause  de  2h  =  //,    nos  deux    pio- 

UTessions  seront 


■).  -     I  —  cos///-         i  - 


2  SI  


//COS///77  si  m  77       ~1 

.   //i  77  '                .    /   /?/  77  \   -     I 

a  SI  — •         i>,  SI     )     I 

n  \  "   J  J 


dont  ]a  réduction  donne 


77  /  siwr7 

.  ///  77  .  ni-   ]  .  m  T. 

n  SI \  /?  SI /         //  SI 

//  \  // 


à  cause  de  sin//i7r  =r  o. 

La  même  valeur  se  trouve  quand  //  est  un  nombre  impair. 


\\.  Voilà  donc  incontestablement  démontré  que  l'intégrale  de 
notre  lonnule  diderentielle ?  en  posant  a:-  =  oo  ,  est  = '- —  i 

J    -\~  .>:"■  ^  '  .  ///77 

n  SI 

/t 

tout  comme  nous  avons  déjà  conclu  par  induction.  La  même  valeur 
auia  donc  aussi  lieu  de  quelque  manière  qu'on  transforme  la  for- 
mule différentielle:  posons  donc  .r  =: ■>  où  l'on  remarque 

que,  posant  ^  =r  o,  il  devient  aussi  x=  o,  mais  x  croit  à  l'infini 

,                      dz                                      I 
en  posant  s  :=  i  et  nous  aurons  ax  — ?  i  -+-  -r"  = • 

'  "//,  ^n  \n+l  I  —  z" 

,-.  f/x  dz  .r"'--^d.r  z"'-^dz 

Donc 7=  et 


1  4-  .c"         '^/{  I  _  -«  )         I  +  ^"  '^(  I  _  ,"  )  '« 

Par  conséquent  posant  après  l'intégration  z  =  i^  ayant  pris  l'inté- 
grale en  sorte  qu'elle  évanouisse  au  cas  zr  =  o,  on  aura,  pourvu  que 
m  ne  surpasse  pas  ;;, 


.  ///77 

n  si  — 


l'2.    JJc   là   nous   lirons  ])()ur  des   cas    [)ai  liculiers  les   suivantes 


.M  ÉLAN  G  i: s. 
valeurs  intégrales  quand  ou  met  a[)rès  l'intégration  c  =  i   : 

dz  T. 


-"] 


0.  SI  - 


2 

dz  T.  r*      zd: 


V{^~^)     ^.^1       /vC- 


3si^  f  V['-^'r        3si^ 

3        ,/  3 


^3  77  /*         33 /-/s 


dz  Tz  r*       zdz  - 


f('-^')      5si^  i'['--'r      5si^ 


r    dz 


>         -3 


-J'dz 


V[y-=^Y      5siijl' 


6sii    j  ;/(—)'    e^l^ 

Ces  intégrales  sont  d'autant  plus  retnarquables,  qu'il  nous 
manquent  encore  des  méthodes,  pour  les  ti^ouver  asséspromtemenl 
car  la  sommation  des  progressions,  dont  je  me  suis  servi,  paroitun 
peu  trop  étrangère  à  ce  sujet. 


13.  Puisque  donc  — - — -  est  égale  à  cette  intégrale 
n  si  — 


/•    z"'-^dz 


posant  ^  =  I ,  cherchons  la  valeur  de  cette  intégrale  par  une  série, 
qui    a    cause   de   (  i  —  z"  ) : 

fournira  pour  — cette  série 


qui    a    cause   de   (  i  —  z'n =  i  H 3"  H ^ z-"  -h  etc 


irnz 

/zsi 

n 


etc. 


«  SI 


///77       m       «(/«-+-«)       n  .'2.n'[m -\- 2/1)        /i  .2.n . 'in[m -h  in ^ 


Ensuite  la  même  formule  intégrale  pouvant  être  exprimée  par  le 
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produit  d'une  infinité  de  facteurs,  nous  aurons  aussi 

77  I  nn  ^nn  C)7iit 


.ni-        n  —  ni    m  [in  —  ///  )    [tn  -{-  n]  [  '3  n  —  )n)    (  m  -^y.n]  (  4  "  —  "' , 
n 


etc. 


l'une  et  l'autre  expression  étant  continuée  à  l'infini. 

De  là  prenant  m  =  i  et  n  =  i  à  cause  de  si  -  =  i ,  nous  tirons 
d'abord  l'expression  de  Wallis  pour  la  quadrature  du  cercle 
77        2.2    4-4    ^^  •  6   '^  •  ^    I  o .  I  o 


.3   3.5   5.7   7.9    9. 


etc. 


.77        I 
Or  mettant  m  =  1  et  7i  =  6  à  cause  de  si  ;^  =  -•>  on  aura 

o        2 

77   I  6.6  12.12  18.18  24.24 
3   5  i.ii  7.J7  i3.23  19.29 
ou  bien 

16  6.12  12.18  18.24  24.30 


7.11  13.17  ig.23  25.29 


etc. 


14.  Ces  produits  étant  les  mêmes  que  ceux  que  j'ai  trouvés  dans 
mon  Introduction  (  '  ),  nous  voyons  déjà  une  autre  route,  qui  nous 
pourroit  conduire  à  la  découverte  de  ces  intégrales.  Or  j'avois 
trouvé 

.     m-K        mr.   i  mm\   /  mni\   /  m)n 

n    \  nn  j  \  [^nnj  \  9^"'; 


\  /            nwi  \ 
sin  ^ —  =  Il I  I  I  —  -; —  1(1 _  I  (  1 TT^  1  etc. 


et 


77277         /          '\nun\  (          Lmm\  i          ^inni\  , 
cos  ■ =  (  I  —  ~ 1  {  I  —  ~ 1(1  —  ^ —  I  (  ï  —  -, )  etc. 


j  \  977/2  J  \  i5nn  I  \  [\.^nn  J 

dont  la  première  donne  : 
îr  I  nn  [\nji  9/7/7 


^  etc , 


.rrnz         m    [n  —  777 W 77  +  /77 1    (2/7  —  777  )  (  2 /7  H-  777  )    (  3 //  —  7/7 )  (  3 /7  -t-  777 
77  SI 


(')  liilioductio  in  AnaJrsiii  Jii fiiiiioi  um.   Lausumnv,  1758.  :>  vol,  111-/1°. 
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où   si  nous  mettons  n  —  ///    au  litni  de    ///,  puisque; 


SI  ^ — 


nous  aurons  : 


^  ^ etc. 


//  SI 


/;/-        //  —  fil    m  [in  —  mj    {in-+-/i)[3n  —  /n  j    [iit -^  m]  [^/i 


qui  est  la  même,  que  celle  que  nous  venons  de  trouver.  Nous 
serions  donc  parvenu  aux  mêmes  intégrations,  si  nous  avions 
d'abord  cherché  une  formule  intégrale,  dont  la  valeur  dans  un 
certain  cas  seroit  égale  à  ce  produit  inlîni  de  facteurs.  Or  j'avois 
autrefois  donné  une  méthode  d'exprimer  la  valeur  de  quelques 
formules  intégrales  en  certains  cas  par  de  tels  produits;  et  il  ne 
s'agit  à  cette  heure,  que  de  renverser  cette  méthode  et  de  passer 
de  tels  produits  à  des  formules  intégrales. 

15.   Or  j'avois  démontré  que  posant  après  l'intégration  x  =^  i 
il  y  aura  : 

J 

I     y.  (  a  +  V  )      2  a  (  «  -T-  V  H-  w  )         3  _(/  (  «  -I-  v  H-  2  ;/  , 
V    a  (  y.  -4-  V  )    (  «  H-  j/.  )  (  2  a  +  v  )    (  k  +  2  (a  )  (  3  îa  -(-  v  y 

Ensuite  j'avois  aussi  exprimé  le  rapport  de  deux  formules  inté- 
grales, par  un  tel  produit  j  et  posant  après  l'intégration  x=  1 ,  on 


f 


x'^'^dx[  I  —  x'n    :'■ 


P 


'^~^ dx[  I  —  x'^\    V- 

C  (  «  H-  V  '     10-+-  y.  )  '  a  -t-  V  -A~  y.         o  -(-  2  y.  ,  ,  «  +  v  -f-  2  7. 


etc. 


V       '  y.  H-  'J.    !  'j  +  V  --  7.         a  -f-  2  7. 1  (  ô  4-  V  -1-  2  a 


220  PREMIÈUE   PARTIE, 

et  encore  plus  généralement 


i'^-^  dxll  —  .ri'-)    1^ 


1    §  (■  a  -f-  V 1  f  )>  -4-  a  )     I  Ç  H-  7.  W  a  +  V  +  a  I  (  /  -h  9.  a 


V    a  (  Ç  -t-  ).  )  (  V  +  a  )     (  y.  +  y.  )  (  S  H-  >.  -f  a  )  (  v  H-  "2  ^a  ) 
('  6  +  2  y.  )  (  «  -f-  V  -f-  9.  7.  U  ).  +  'i  1^1 

X  '—, ■ — ^— etc. 

(  y.  -+-  2  u  )  (  6  -f-  A  -1-  2  y.  ]  [-J  -h    >y-  ) 

Donc  un  tel  produit  étant  proposé,  on  pourra  reeiproqnenient 
trouver  une  formule  intégrale,  on  le  rapport  de  deux,  dont  la 
valeur  au  cas  x  =  i  lui  soit  égale. 


16.   Soit  donc  proposé  ce  produit  h  l'inlini 

/;//  2  n  ."^.n  3  // .  'i  ii 


etc. 


m  [in  —  in'j    [ m  -I-  //.  j  [on  —  ///  j    [m  -h-  ^./i]  [^/i  —  m 
dont   nous  savons  Ja  valeur  = ?  que   nous   comparerons 

.     inr:        ^  *• 

//  SUl 

// 

avec  celui-cy  . 

V,  '  V.  -f-  V  )       2  a  '  V.  H-  V  -f-  u.  \  \  'j.{  a  -|-  v  -\-  lu.) 

'—; •  - — '— —  ■  , — '— ^ — -. '—^  etc . 

K  '^  w.  H-  V  )     (  a  -f-  y.  j  (_  2' o.  H-  V  j     [  X  -t-  2  il.  ][6i).-\-'j] 


fa:'- 


dont    la    valeur    est    =v   \  x'^    Ulx[\  —  x'^)   v-     au   cas  jr  =  i ,    et 

puisque  l'accroissement  des  facteurs  est  là  =^  /^,  et  ici  =p,  nous 
aurons  d'abord  [j.  =  n  :  donc  a  -f-  v  =  /?  ;  et  pour  le  dénominateur 
ou  a  =  m  et  [j.  -h  v  =  2 «  —  Jii  ;  ou  u  -i-  v  =  ni  et  oc  =  in  —  m.  Au 
premier  cas  nous  avons  ce  =^  ni:^  ix^=.  n\  v  --  n  —  ///,  et  à  l'autre 
V.  =z  m  —  VI  \  [J.  ■=  u  -,  V  =  ///,  —  «,  de  sorte  que  nous  ayons 
ou 


.  hit: 

n  si 

n 


i  x"'-^d.i 
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li  —  m   T 

:r=     /?2  —  n] 


I  x-"-"'-i  r/.i 


W77 


«si  —  [i  —  x"  j    " 


dont  celle-cy  ne  sauroit  avoir  heu  tant  que ^  i    ou    //  ^  ///, 

puisqu'alors  l'intégrale  renferme  encore  une  partie  infinie. 

17.   \  (jilà  donc  une  autre  roule  pour  montrer  que  la  valeur  de 

1         r    ■r"'-^ff.r-  T. 

cette  inteorale    / —  au  cas  x  =  i  est  = 


.  hit: 
Il  SI  


1/ 


D'abord  par  la  réduction  des  intégrales  à  des  produits  infinis, 
on  aura  à  cause  de  a  =  m  \  y.  =  //,  v  —  u.  ==  —  ni,  ou  v  =  /?  —  ///. 

v"'~^d.v  I  nn  ^.n.^.n  3/i.3/i 

etc. 


,  —        n  —  m    in[in  —  m  ]    [  m  -i-  //  j    3  «  —  ///        ///  4-  ?.  «  1  (  4  /'  —  m  ] 

t  — x«)"  ^  '    ^  '  -  '  ^^ 

Ensuite  j)ar  la  resolution  générale  en  facteurs,  que  j'ai  enseignée 
dans  l'Introduction    à    l'Analyse   on   voit  que    c(;  même    produit 

exprime  la  valeur  de •  Si  nous  mettons;?  —  ni  au  lieu  de  /;/, 

n  SI  — 


nous  aurons 


Â 


e/.r  I  f//i  Â/i/i  <Ann 

—  ^  •  -etc. 


M  \      Il 


m    lin  —  mm    l\nn  —  mm    q/in  — 


////Il 


m  77 


et  par  conséquent,  a  cause  de  si —  =  si  —  > 


r  .T"'-^ilr  r.r"-'"-^d.r     _         i7 

I  y^  /  """  nir' 

J  [\  —  ./;«  j"        J   ( I  —  J:" )    "  "  ^'  — 


Posons =  s,  ou  x"  =  — - —  5  de  sorte  fine  .r  =  i .  si  -  =r  oo 

"    f .  n  I   -4-    -,"  ^ 

V('— ■'     ;  '^-' 


cl  nous  aurons  en  posant  après  l'intégration  ^=^00 

"•_«  — 7«  — 1  ff-  „ 


J  TTl^- j^ 


n  SI 


18.   Mais  voyons  aussi  comment  ce  même  produit  infini 
nn  4  ""  9  "" 


etc. 


/i/i  —  /)i/ii    [^nii  —  mm    Ç)/i/i  —  diiii  .  mi: 


n  Si 


puisse  être  exprimé  par  le   rapport  de  deux  formules  intégrales. 

-n        •^    c  ê(«  -4-  v)  lin  „ 

Pour  cet  etfet  il  laut  poser  u.  ^^  ?i.  et  ■ — ;;: = Donc 


lin  —  mm 


o  ^  «  5  a  -h  V  .-=:  /^  ;  a  ^=  «  —  m  et  ê  -H  v  =■  «  -f-  m.  ;  d'où  l'on  tire 
a  --  n  —  m  ;    6  ^rr  /z-    y  zizzz  m  et  [j.  ^=  n\  et  partant  : 


P 


''d.r[l—.x"]     " 


n  SI 


.t:"-^d.r{i  —  .x")    " 


Mais  le  dénominateur  étant  ici  integrabie,  son  intégrale  donne 


I 


m 


pour  le  cas  a:  =  i  ;  de  sorte  que  celte  intégration  se  réduit  à  la 
précédente.  La  l'ormule  plus  générale  ne  mené  pas  à  d'autres  inté- 
grations ^  cependant  il  y  a  d'autres  moyens  de  rendre  ces  intégra- 
tions plus  générales. 

19.  Multiplions  deux  formules  intégrales  en  gênerai,  et  dans  le 
cas  a?  =  I,  la  valeur  de  ce  produit 


V  u   I  .r"-'  d.r  (  i  —  .v"  )    "    •    j  -^"~'  d. 


ri  —  .x" 


sera 


nn  [k  -\-  -j]  [n  -[-  n  ]  ^nn  \  rj.  -^-~  -j  -\-  n\\v.  -\-  u  -f-  u \ 

: Ti ~  ■  — etc. 

y. .  (i   -J  -\-  n      II  -f-  //        a  H-  n      n  -^  ti  \  •  v  +  •.>.  n  W  u  -i-  111 
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lequel  soil  posé  égal  à  celui-rv 

nn  ^nn  m  t. 

~ -•  ; : r    etc.  =  , 

[n  —  m\  I  II  -I-  /«     (  2 «  —  in\\in  A-  m]  .  /» - 

/?  SI  

n 

Soit  pour  cet  ellet  :   y.  =::i  n  —  /«  ;    a  =-.  /i  -i-  ?n  ;    et  posons   outre 
cela  :  of  +■  V  =  V  -h  //.  —  tn  --  a  -^//-^  u  -\-  a  =~  n~T~/i-h  m  =  y  -f-/?,  d'où 

nous  tirons  y  —  //  =  m.  Soit  donc  y  ==  A  -+-  -  ni   et   //  =  k in\ 

2  2 

et  nous  aurons  en  prenant  pour  A  un  nombre  quelconque  : 

kf,-  —  -  mm  I    1  .r"-'"-'  flr.  (  i  —  .r")        2'/  '"^ 


x/. 


•2/,—m-în 


.  m  T. 
n  SI  — 
n 


20.   Voilà  donc  un  produit  de  deux  formules   intégrales,  qui, 
dans  le  cas  où  l'on  met  x  =  i  après  l'intégration,  devient 


et  partant  on  pourra  prendre  A  en  sorte  que  l'une  de  ces  deux  for- 
mules   devienne    integrable    et   alors   l'intégration   de    l'autre    se 

réduira  à  l'expression 

^  .mit 

n  si 

// 


...  po..   ...„,....   _./...-...^ 


-\-  m 


et  A  A  —  -T  mm  ^=^n(n-\-m\.  on  aura 

4 


/m 
r"-"'-'rf,r(i  —  .r")""  = 


.  niT: 
n  SI 


Or  si  l'on  prend 

2  X-  =  /w  -i-  4  "  » 


puisque       ^ 


"  +  '"-' f/rfi  —  .r")  = 


lu.  «./    ^  I    —    .*.       ; 


//  H-  in         2  //  H-  m  ^  «  H-  /«  i  ^2  //  -f-  ///  j 

et 

/A-  —  -  mm  =:  2 //  f  m  -V-  •?.«), 

4 


ou  aura  : 


2  ////      /^ 

I  r" 

«  4-  m  J 


■j^^iL  m  T. 

-"'-1  clx  (  I  —  x"  )    "     z= 

.1)1- 


Doue  posaut  aussi  n  —  m  à  la  plaee  de  jji  ou  aura  : 

r         //  r  'ji        n      r  '-^-^ 

'- =  —    1  .r"-'"  -'  dx  (  I  —  .r'>  )  "  —   /  .r'"->  lir  f  i  —  x"  )    " 

.  ///  77        //?  J  II  —  m  J 


et 

irin  r  ,        ,  .^^^ 

"'-'"-'«',/;    I  —  x"  \    " 


m  77        m  [^  Il  +  ///  j 


J- 


(^ «  —  m)  (  2 «  —  ?» ) 
!21 .   Or  puisque 


1  .r'"-'r/.r(i  —  j;")    2" 


/  .7;"'-i  dx    t  —  J?" 


si  uous  substituous  eette  valeur,  uous  aurous 


•jk—m  —  ^n  _ 

j;"'-  •'  r/.r  '  i  —  .r"  )        ^  «         _ ï 

'  .  nir: 

«SI 

n 
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et  celte  valeur  demeure  Ja  meine,  quoiqu'on  écrive  // — ni  au  lieu 
de  ///.  Soit  m  ■=  i  et  /;  =  2,  et  on  aura  : 


;*-i) /''•■--•""■'•/ 


2  /.- .-, 


où  il  est  remarquable  que    cette    égalité    a  lieu,   quelque;  nojnbre 

(ju'on    mette    pour  le  :   soit  par   exemple  A  1=  i  ;    (ui  A  =^;  2  et   ou 

aura  : 

I     r      <l.r  r       d.v  __  - 

I 

et  posant  A  ^=  — h  \/9, 

Cette  égalité  est  remarquable  à  cause  des  exposans  irratiouels 

22.   On  peut  encore  transformer  en  plusieurs  manières  les  for- 
mules, que  nous  venons  de  trouver;  car  posons  i  —  x"  =  j-" ,  de 

sorte  que  x  =  '{'{i — j-")  et  d.x  =  — Q.j-"~^dj{i — j-")  "  ,  les 
termes  de  l'intégrale,  qui  étoient  auparavant  x  =  o  et  x  =  i  sont 
à  présent  renversés  savoir  7  :r::  i  et  r  =  o,  ce  qui  revient  au  même. 
De  là  nous  concluons  : 


:  Çf-''-"'-'dy[ 


m—n  _ 

.111  — 
n  SI ■ 


quand  on  aura  misj'=:=:  i  après  l'intégration,  ou  bien 

/m 


■k'- 


m 


.  m  T. 

n  SI 

II 
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par  la  réduction  de  ces  intégrales.  Donc  si  /;/  =  i    et  ;/  =  9.    nous 

aurons 


et  partant  si  A  ^=  i 


Jv,'-J-')Jv'(i-j'')""4* 


23,    Or  puisque    l'angle  — ^  dépend  du  seul  rapport  des  nom- 

brcs  771  et    //,  nous  aurons  sni —  =  i  si  771  =  -  ii -^  sans  qu  on  ait 
'  n  'J- 

besoin  de  déterminer  n.  Soit  donc  /7i  =  -  «,  et  pour  éviter  les  Irac- 

2. 

tions  2A=  771  -h  ?',  d'où  nous  tirons  ce  tlieorcme 
ou 

De  ineine  posant  plus  généralement  2/t=  X  -f-  /«  on  aura 

r_iii      /»  »i-ii  — 


-?. }.  n  SI  • 


'•  *^  /  ft  (  /  -r-  2  m)  si  — ^ 


ou  le  nombre  X  est  arbitraire,  de  sorte  qu'on  lui  puisse  même  donner 
une  valeur  irrationelle.  Soit  m  r=  aA  et  //  =  v  A  et  on  aura 


P  >.+.,/,  _i,,^,;(,__^.2vA-)     ;.    A 


^-1,/v^I—    )-2''/'-|      V    ' 


•î.  ),v  /•  si 


.MÉLANGES.  227 

ou 

^  "^  /v{).  +  -iptA)  si  ^ 

24.  Posons  de  plus  2A  =  a  pour  avoir  cette  égalité, 

*'  '■  l-j  Â  si  — - 

dont  on  aura  ces  cas  principaux  : 

25.  Comme  l'expression  infinie  du  sinus  nous  a  conduit  à  ces 
intégrations,  traitons  de  la  même  manière  l'expression  trouvée 
pour  le  cosinus^  qui  se  réduit  à  cette  forme  : 


77277        in  —  o.  m^  I // -h ->. m)    (3//  —  rtni]{3rt  -\-  o.m)    (5/7  —  i ni^  {^ /? -\- o  n/ 
cos  - —  = • 5 5 • etc. 

77  7/  .  //  6//  .  ^n  5  77  .  5  77 

où  puisque  ni  les  numérateurs  ni  les  dénominateurs  contiennent 
(les  facteurs  selon  la  progression  i,  2,  3,  4?  5,  etc.  nous  n'en  sau- 
rions exprimer  la  valeur  par  une  seule  formule  intégrale.  Cher- 
chons donc  deux  formules  dont  le  rapport  exprime  cette  valeur,  et 
l'on  voit  d'ahord  qu'il  faut  mettre  a  =:  2//.  Soit  donc 


ç^ 


^  77  —   2  777  ^  77   +   U  777 
77  .77 
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(;t  nous  aurons  a-=-n^  Zr=n  —  y;  et  ^j-=--  2  7//^desorle  que  ê  =  /z  —  iin. 
Par  conséquent  en  posant  après  Tintegration  x  =  i  nous  avons  : 


x"-h/^ 


m  — Il 

„2«  \~"rt 


mr:         .  [  n  —  im]T: 
cos =  SI  ■ ■ 


.    V  —  9,  y.  I  - 
SI  ' 


/  .r"-^'"-'r/.r(l— .r- 

Donc  posant  m  =  l[x  et  7i  =:  lu  nous  aurons 

/  .ï:''''— '  (I.r  i  I  —  x-'''  )  ~ 

1  '  y.- 

— ^ ;^  :=  COS  - —  = 

/  .r'--'-^'--^-'  dx  [  I  —  .r-'-'  )'~ 

26.   Considerous-cn  les  cas  les  plus  simples 

I  X  dx  f  I  —  X*  j     "2 

I  xdxil  —  X*]    ^ 

o-  '  /  77  I 

III.  Si  w  =  -»      n^^-i,    ^— r =  cos "7  =:  — ; 

1  xdx[i  —  X*)    *  ^ 

,  f:i-dx{i-x')~^  ^ 

IV.  Si  m  =  --,      /.'  =  3,  •:-— r  =  cos^.  =  —  : 


1.      Si  /»  =  I,      Il  z=  "2.,      '    ^.  , p  =  cos  -  =  o; 


rdxl\  —  x'^)    "* 
II.     Si  m  =:  1 ,      ri  =--  3,   - — -; 7-  =  cos-  =  -: 


I  xdx[ 


I  — .r° 


De  !a  seconde  nous  tirons  cette  égalité 


J  ;/{l-a:xy-  ""  ^  j  \/[l-^-'Y 


La  troisième  se  réduit  à 
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cl  la  quatricme  à 


r         dr.  _  3v/3    Ç         d.r 

J  ^(.--^)^  ~  X  j  ;/(!-. 

27.   Ces  formules  peuvent  être  changées,  de  sorte  que  la  condi- 
n  demeure  la  même.  Ainsi  on 

r         dx  __   I     r        d.r 


,3)5 


tion  de  l'intégration  demeure  la  même.  Ainsi  on  trouve 


en  posant  x'  au  lieu  de  1  —  xx 


en  posant  x'  au  lieu  de  1  —  x" 

/dx  _         r         d.r  r         dx  r         dx 

et  partant  nous  aurons  ces  égalités  : 

r    dx     _  3  r    ^/.i-    _  3  /^    dx     _  3  r    ^/.^ 

r         r/.r  r       r/.r         _  3v/3    /^         ^.r         _  3v/3    /^         r/.r 

28.   Par  la  même  transformation  nous  trouvons  en  gênerai  : 


x"-^dx  I       /»   .r"'-'r/7 


n—ni 
^ill  \      Il 


I   X' 


nj:         r*   .r"--'"-'r/.r 


1  ;»  77         /         .r"'    '  a.x 
=  -cos- /    ^^ 

2  Ut,  /- 
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et  parlant 

^■"'-'  d.r 


/x"'-^dx                 DIT.       r         J 
=  cos j   .,- 


r  .r"'-^d.r 

Donc,  puisque  la  formule    /  — —  est  la  plus  simple  comme 

ne   renferiuant  que  le  signe  l'aclical  quarré  nous  aurons  ces  réduc- 
tions pour  le  cas  x  =  i . 

r        x"-^d.r.  I     Ç  x"'-^d.r 

hJii-  ^"  ] 


^[l—.r. 


ta  \ II—  lit  2 


r  x"--'"-ujx     _      r       r  x"'-hir 

r         .r"'-^dr  _         T  r    x"'-^dx 


dont  la  première  est  évidente  d'elle  même,  mais  les  deux  autres 
renferin(;nt  la  nature  des  cosinus. 


29.    J'ai    aussi   trouvé  dans   mon   Introduction   (  '  )   ce  produit 
infini 


2  /i        m  {9./1- —  m]     (  2  «  -+-  m  )  (  4  "  —  "0    [^'t  -\~  ni)  [6/i 


./.•77         /.-[■zn  —  A)      (2« -(-  /-jf^w  — /.•)      [/^n  -\-  A-){6/i  —  /i) 


etc. 


SI 

■J./1 


(ju'on  peut  réduire;  à  un  rapport  de  deux  Ibrmulcs  intégrales.  Pour 
ci'l  elli't  il  faut  poser  u.=  2/;,  et 

ê  f  y  H-  V  )         ))i  [in  —  m 
v.yr>  -\-  -J  ]  /■  I  2  n  —  /.  ) 


(*)  liiti  odnvlio  in  luia/ys/ii  liijunloruin ;  l.aiisaiilia".    17.J8.    >  vol.  in-')" 
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ce  qui  se  peut  faire  en  quatre  manières  : 

I.  'j.:=i  k\  f:  z=s  m;  ■j:=in  —  m  —  /.  ; 

II.  a  ::=  /  ;  6  =  2 rt  —  r/i  ;  v  z=  m  —  /  ; 

III.  a  =  2  A/ —  /  ;  Ç  =  /?i  ;  v  =  /  —  m  ; 

IV.  v,z=-2.ii  —  A  ;     Ç  =  2  «  ^ —  in\    •j-=z  m  +  /.■  —  2 //  ; 
d'où  nous  aurons  : 

r  ,izi^       .  ///  - 

j  .r**-  '  (Ix  (  I  —  .!:'•'■      'f-  SI  • 

/  ^  •>  // 

'   ^     ;      ^     'ât. 

\:'J-'^d.v[\ — x^]    f-  SI 

in 

et  par  la  transformation 

r»  a  —  -t. 

x'"^  dx'l  X'-^  :    ■■'■ 


V 

— 

tj. 

tti 

—  / 

•J. 

■y.n 

V 

— 

■J. 

m 

— 

/,— 

•> 

// 

y. 

in 

V 

— 

u. 

/• 

— 

m  — 

'ï 

« 

P- 

in 

"J 

— 

y. 

m 

-1- 

h  — 

4 

/i 

i 


A 


.r''~^  f/.c  (  I  —  x'f-  ]    -f-  SI  


J  2/^ 

30.  Cette  dernière  formule  fournit  les  réductions  suivantes  : 

.  /,  -       r    .r*"-'"-^-'f/.r  .  W7T       r    x-"-'"-'--'^rIr 

.  /-TT       r       .r"'-<-'^/.r                   .m-      /"    jr'^-'^-V/.r 
si  —  •    / :=  si j   — 5 

m  J  2'^,  ,  ,  _  ,.2«j2«-/.-  in    J  -'('|i_.^2'0"' 

/■TT  r    x''-'"-'^<lx  ftlTT  r  x''-"'-hh- 

si  —  •   /  - — — =-  si .   / » 

A  77      rx"'-^''--"-\/r  .m-      /'.r"'+^-2"-i,/.r 

si  ^ —  '   I   =  SI  ■ •   I   ■ • 

^"  J    'y.i—^--")''  ^"    J   "v/\i  — ^■'")'" 

Or  je  ne  m'arrête  pas  à  donner  des  exemples  ^  il  est  aisé  de  voir 
qu'on  en  peut  tirer  des  réductions  asses  remarquables  5  comme 
si  A"  =  «  —  /??,  on  aura 

I =  tâg /  • 

J  2'(/(,  _  ^2"  )«+'"  ^  in     J  ^'^^j  _  ^.i"    in-m 

31.  Considérons  encore  un  produit  intini,  que   j'avois    trouvé 
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pour  la  langi'iilc  (11111  angle, 

m  -  ///  -  I  (  •>.  n  —  m  \    3  f  '?.  '/  -(-  m  \    3  f  4  "  —  '"  ^ 

'  ^  2  //        2  ^  «  —  m]     i\ji  -\-  m)     2  (  3  /<  —  m)    4(3//+///) 

et  que  nous  représentons  en  sorte 

m  Tz  2  // .  2  u[n  -V-  m  )  (  3  //  —  ni\    [\n  .^n['in  -A-  m][\'Mi  ~ 


mv:        II. '6  II  [i  n  —  //i  1  (  2  //  H-  ///  ]    3  // .  5  //  (  4  '^  —  m]{A.n-+-  m 
2'//  — w    tàg —  ^  '^  ^  ^^  ''^ 

9.n 


etc. 


qu'on  peut  réduire  à  un  produit  de  deux  formules  intégrales,  qui 


étant  en  gênerai 


n—m 


■j  II    I  ./;"'-  i^/.r  (  I  —  x-i^  )    '^  :•    I  .r"-^  dx  (  1 

a  ///  (  a  H-  V  )  (  r/  -(-  //  )        2  \j.  .  2  ///  (  «  H-  v  -f-  w.  )  (  (7  -I-  7/  +  ///  ) 


etc. 


où  l'on  voit  d'abord  qu'il  faut  prendre  u.  =  ///  =  2«,  et  ensuite  il 
reste  à  rendre  : 

f  //  -J-  ///  )  (  3  /?  —  ///  ■  I  C<  -+•  V  )  '  c/  -+-  //  "i 


Il  .'à  II  [nu  —  /7Z  ]  (  2  //  -t-  ///  )         «  «  (  a  +  v)  i  m  4-  «  1 

Qu'on   prenne   donc    a.  -\~  v  =^  n  -\-  ni    et  «  -h  z<  ^  3  /i  —  m   et  on 
trouvera  les  quatre  solutions  suivantes  : 

I .  -j  z=z  m;  uz=  —  m;  u.:^^  fi  ;  a  =^  3/r,  y.  =  2  //  ;  ///  =  2  /? . 

II,  V  = /// ;  11^=11;  a  =^  Il  ;  {/:=■?.  n — ///;  y.  =  2. // :  l>l  =  2/l. 

III .  V  =  —  //  ;  11:=:  —  l/l  ;  v.  =z  1  /I  ^  lU  ;  n  ^  3  H  ;  y.  =  2  /?  ;  m  =  in. 

IV,  V  =:  —  // ;  u=^  ii\  v.  =:  1 1l  -h  m  ;  a  =z'2.n  —  m;  w.  =  2 //  ;  m^in. 

32.   V^oilà  donc  les  quatre  réductions  qui  s'ensuivent. 

r         .r'^-^d.r                C        .r3"-ir/.r                            -n                    nnz 
.    / = :  cot , 

J  2'^/(,  _.r2«)2«-/«    J  2/^^j__^2„^2„+,„        o.m[in  —  ii]  in 

r         x"-^dx  /'.7-2"-"'-'r/r 


J  VI 


77  niTz 

: r  cot  ; 

111  [  Il  —  ///  2  // 


r  x-"-^'"-^dx  r        .7-3«-if/.r                          TT                   niTv 

1 •     I ■ :=  ■ — —, cot  i 

J  -'J/li ,r-"  V*"  /  -'{  j  I  ^f-iiiyi.'i+iii         i/il  II  —  ///  I  m 

r  .r^"+"'-'r/.r  r  x^"-"'~^  dx                            un:                  inr. 

j .    I =:  ■ :  cot : 

J  2'^( ,_..,. S"  j-:i«  J  -y/|i  —  j-^"]'i               inn[ni  —  n  ,         m 
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où  il  faut  l'cniarqucr  que 

r  r^  «  -  '  (It  ^—  n    r       .r"  -  '  rU 

J  2'^(,  _  ^^■iay.,,+,n  —     m   J  2«  (,  _  ^^„yn 

cl 

J  -'^/[  1  —  .r2«  )^«  ~      "      ,/  Vl  I  —  •^"'  ) 

33.   Ces  substitutions  nous  fournissent  les  formules  suivantes  : 

r  .r"-^dr  r       .r"-^(U        _  r 

J   %"[  I  —  .r2«  i2''-"'  '  J    "'^( I  —  .r-"  )'"         in[n- 

r  .r"-^d.r  r.r-"-"'-^d 

j   '^yii._,^,-2uY2n-m    J    ^  (  1  —  .c'"  ] 

/.r"'-^d.r  r       .r"-'^dr 

\/(«--'^'"J  'j    "v'/(,_a:-" 

/.r"'-'r/.r  r.T^"-"'-^dv 

qui  se  réduisent  à  ces  formules  plus  simples 


r  COt • 

m)        in 


'      '  dr  77  ///  TT 

=:  —, r  COt : 

1ii\  Il  —  ///  2  H 


77  W77 

=  ; r  COt : 

in  \iii  2/1  {  /l  —  m  III 


dx  77  m  77 

nnin  —  ///  2  n 


li:  r  d.T  n-  111- 

=  — :   COt ; 


Ç  dx  rx-''-"'-^dx 

J  -';/[i  —  xxY'^-"''j  v(i  — -^'"j 


77                         W77 
— — T  COt 

lin  —  m]         in 


r  x'"-'dx  r       dr        _       77 


r    .7-'"-»r/.r  r x''-'^-'"-^  dx 


W77 
=  — r  COt 

^/    "^'^(i—rr-V"        l[n  —  m]         in 


cot 


in   n  —  m  1  n 


34.   Or  par  des  substitutions  ultérieures  on  trouve 

/dx  r   x"'-^dx 

-'{/[l-xxY'^-'"  ~  "J   ^[i—x^'^V 

r       dx  _     rx-"-"'-^dx 

de  sorte  que  toutes  nos  formules  se  r(;duisent  à  la  dernière,  qui  est 
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la  plus  simple,  puisqu'elle  ne  renferme  que  le  signe  radical  quarré, 
laquelle  si  nous  posons  ut  ^n  — h  se  change  eu  cette  forme  assez 
remarouable  : 


77       ,     /,r. 
= tag  — . 


d  ou  si  A  =  o  a  cause  tas,  —  =  —  •>  on  obtient 

in        m 


J    v/(  l  —  .'■'"  )    J    \l  •  —  •'""  )  ~  4  «" 

35.  Considérons  quelques  cas  particuliers. 

r  fl.r  r  fl.r.  7T77 

3  I  r  rr/.r  f  fl.r  9.  TT     ,     7T  ?.7r 

IL  Si«  =  -;  /-=-, -• jr  =— -tag-:  =  ,— -; 

/. IX  fl.r  r         rl.r  T.      ,    r:       - 

VI'  — •^■*)  J  \/i>  — -^  /       4      4    4 

5  I  /^       .rxd.r  r       xclx  O.iz     ,      - 

IV.  Si  //  =^  -  ,    k  r-.  -  , . =  —   tâg—  i 

5  3         /•      .rV/.r  r         (Ix  -?.-    ,     377 

r.r^  d.r  r        .vd.r  —      ,      77 

/x*  d.r  r        d.r  77      ,     77 

T                 i          /*      .r^d.r            f       x'^  d.r  1t.     ,      t. 

Vm.      Si/.  =  -^;  A=3-, --,'\-, r=—  tâg  — ; 

7  3  Z'      .T*  dx  r        xd.r  9.77     ,     377 

IX.  Si  «  =;  ^  ;    A-  =r:  -  ,         /    — r^  •     f     — ^.   =  tag  —  • 

2  ■>.        j     ^\\—X']     J     V'I'— -^    )  21  14 

^  ..  -  5  f         .r^rf^  r  dx  -277       ,       577 

X.  hl  //  =  ^  :    A-  =:  -  ,        / —  .    /    — —  =  rrE  tiig  —?  'i 

2     J   Vl»  — -^'l   J    vi»--^')      ^5     °  i4' 

,,,  .  ,  r        r' d.r  r        .r-d.r  77       ,      77 

XI.  Si//-.  4;   /,  =  I,  — .   /    — -  -   tâi,'-; 
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XIV.     Si  «  =  ^';  A-  =  -,      /  — -  . =  -jT  tâg  —  : 

0,7  r        X' dx  r  dx  277       ,       '"77 

2  2      JvV  — -^iJ    vV  — -^l       ^*3     °  ib 

XVI.  Si  /?  =  5  ;  A  =  2,        / -—-  •   / —  :=  —  tûg  -  ; 

,         C  X^dx  r  dx  77  2  77 

XVII.  Si  //  =:  5  ;  A-  =  4  :   / /  — ,  =  -J-  tâg  —  -, 

/*        X^dx  (*        x'*dx  77       ,        77 

XVIII.  Si  n  =  6;   A  =.  I  :   / — • rrr  -  tâg  —  ; 

J    Vl'— -^      )    J    Vil— '^      )  12       °  12 

^         ,  .         /•       ./lO^.r  f  dx  77        ,       5  77 

XIX.  Si  /i  1=  6  ;  /  =  )  :   / •       — r^  =  —  Ulg  —  • 

oo.  La  loiniule  I  -r |  ^—  =  — .—  que  nous  avons 

trouvée  cy-dessus  (§  24)  a  avec  celles  ct  un  grand  rapport;  pour  le 
développement  duquel  écrivons  .râla  place  de  j  et  posons  a  =^  n 
pour  avoir  : 

rx^^"-^dx      r    x}-^dx     _    77 

j    ^/{i  —  x'-")'J    v\i  — •^"')  ""^^t' 

Or  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  étant  : 

/X"+''-W/x  r    T"-''-^dx     _        77  ,        /77 

y/\l  —X'"')  '  J     y'i  I  —  .r-'M  ~  2^Â  '     ''^  2^ 

si  nous  posons  À  =  /r  nous  aurons  : 

Cx'^-'-^dx  r     x'-^dx         __      ,       A  71 

et  si  nous  posons  À  ==  n  —  /. 

r  x"+''-^dx        r. ,:-"-'-'  dx  _ii  —  A    ,     A7T 
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37.   Or^  pour  rendre    ces    réductions    plus    générales,     posons 
y  =z  X"-  pour  avoir  suivant  le  §  24, 


\  n-  \  l         — •— 1 

r  '^  d.r       1     X  "        d.r: 


2  \  nn 


Soit  —  =  A'  et  nous  trouverons  la  même  formule  que  cy-dessus,  et 

la   position  —  =  n  —  h  ne    produit   rien  de    nouveau    non   plus. 
Voyons  donc  quelques  cas  particuliers  : 

I.  Soit  71  =  I   et  A=  o  : 

/r/.r  r       .rdx  tt 

^(l  —  XX-)   '  J    y'(l  —xx)~i 

TI.   Si  «^  -;    /,  =  -; 

2  2 


r        dx  r         a^.  ïi  1 

JW=^''JM^         .T  =  tas.  =  -... 


dx  TV  T 

6^73 

et  l'autre 


/xdx  r  xdx^x  ,    T.  2 

III.   Si  «  =  2,   A'  =  I  : 

r     dx  r    dx  _  ,  T.  _ 

/xxdx  r     XX  dx  ,     TV 


(;t  l'autre 


/dxsj'r  r       dx  ,    TT 

/xdx\Jx        r  xxdx  ^x  ,    77 
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et  voilà  encore  quelques  autres  : 


■:    — -=     tâg  — : 

/xrd.r  r  jr^d.rJ.r  ,    ,      -r. 

r     dxjx            r        d.r  ,    r 

/  -^— T  '■     1 =      tag-, 

./  Vil  — •^•"']  J  sj[i  —  .^-'}  5 

/XxdXyJx  r       .i 


r^dx  3    ,    77 

—    —  —  ta"'  —  • 

•■'  -20 


rxdx  r        dx  ,     it 

r   x^dx       r   x^dx     _     ,  77 

/xxdx  r         dx  ,     TT 

/x'ulx             C      x^dx  „     ,     TT 

— :    /  ■  =  3  tag  K  ' 

r      .r'rfr  r        dx  .      -K 

J  VI' --^"iJ  vl'--^"")  •« 

/.r'  rf.r  r     x^  dx       r    '      " 

/x*6?.r  r        dx  .77 

I -^  :  1  — TT  =  5  tag  —  • 

38.   Ces  formules  sont  semblables  par  rapport  à  la  forme  à  eelles 
qui  ont  été  trouvées  cy  dessus  §  34:  toutes  ces  formules  étant  com- 

/,i"'— 1  dx 
— -— —  •  Mais  cy-dessus 

c'étoit  le  produit  de  deux  telles  formules,  dont  j'avois  assigné  la 


3   .    77 
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valeur,  pendautque  nous  avons  ici  des  quotiens,  qui  résultent  de  la 
division  de  l'une  par  l'autre.  IMais  dans  l'un  et  l'autre  cas  il  est 
évident  que  l'intégration  de  l'un  se  réduit  à  celle  de  l'autre. 
Puisque  la  plupart  de  ces  réductions  sont  tout  à  fait  nouvelles,  il 
vaudra  bien  la  peine  de  les  considérer  plus  soigneusement;  pour 
«et  elï'et  je  les  distribuerai  en  classes  selon  l'exposant  de  la  va- 
riables derrière  le  signe  radical,  met  Ji  étant  des  nombres  entiers. 


I.   Réduction  des  formules    | 


9.-    ,     -         ?.  r 

^  T  *"^'  (î  "^  3V3 


/.rd.r  r         r/.r 

/./'"'-•r/.r 
-,  • 
\^- ■>■■*] 

/.r.r    .r  P         f/.r  t    ,     tt         tt 

^'[^ -■'■';  J  \'[i -■'■')  "  4  ^^'^ 4  "'"  4 

/.r"'-^d.r 
~rj r>  '■ 
V  ('ï  -  -^"J 

/xxdx  r      .rd.y  '^■'^    .      t. 

/.r^  r/.r  f*        dx  O.T.    .     3  - 

r  x'"-'^dx 

/X^dx  r  xdx  7T      ,       77 

/x'*dx  r        dx  Tz     ,     t: 

J^*      .rr/.r  /*       <^/.r  ,     t 

r      x^dx      _    r       r^rfr        __         ,^7r 


IV.   Réduction  des  formules 
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'- —  : 

V'il-.r') 


J  s;'  — -'M  J  s;'  — ■^'V  ~  7  /^^  «4 

r./;*  cl.r          f      X  dx  i-k         3  t 
_  .   1 _  =r  —  tag  — , 
,    S  ^  —  •^••j  J  v'V  — •'^'1       21       14 

/.r' dx  /"        rf./'  ^t  77    ,     5  77 

v'^i  — -^'i  J  VI'  — •^■'j  ~  35  '''  i4 

/.r"''r/.r 
~  : 
v^i  — x«l 

/.r*  dx  Ç*     XX  dx  ~    ,     77 

/.r'c^.r  Ç      xd.r  -     ,     77 

r     .r;V/x  /"        ^/.r  _   77      ,     3îr 

/xxdx         r        tic  ,     77 

v/(7^:r^V  vv -•-'')'" ''^«' 

-^ '  V  : 

/X*  dx  r       X^  dx  2  77      ,        77 

/*        .V^dx  r       X^dx  2  77      ,      77 

/X^dx  r         xdx  O.TZ      ,      577 

/x"^  dx  r        dx  ^  ~    ,     7  77 
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N             ,                                         r  ,r'"-if/,r 
VJlf .   Roduclîon  des  formules    / -- 

1  d\l  —  .r'" 


=  tag  — . 


tag^, 


r   x^dx       r    .r-d.v    _  -  r    T. 
J  v/(i^^^^) '  j  VI'--")  "  ^  '""  5' 

/x' dx  r       xdx  T.      ,3- 

r      .rSr/.r  Ç         dx  _    tt      ,^  27r 

j  ^(i-.r'")'j  vi« -■'•'")  ~  4^  ^'^^  "5" 

j  v'(l-.r'\!"j  VI '-•'■"' 

/xxdx  r       xdx 

\/i'-'^'"i'J  vii--^'"-'i  ^ 

fx^dx  r      x^  dx  ,    ,      77 

r   x^dx       r   x^dx     __3  ,^77 

39.  En  combinant  les  quotients  avec  les  produits  de  chaque 
classe  on  en  peut  former  de  nouveaux  produits,  ce  que  je  ferai  voir 
en  gênerai  :  car  ayant  ce  produit 

r  x"+'-^dx       r  x"-'^-'dx    _    T.      ,  Jît: 

J  \/[^--'-'"yJ  vi> -•'■'")  "~^'*''^'^ 

et  outre  cela  ces  deux  quotients  : 

r  x"-'^^dx       f*    .;■«-» /-/.r  «tt 

I-        I   -, r->  :   /  ^  =  tii!4-  —  , 

J    V^i '  —  •'')   J  Vl'  — •'•""]  '  2// 

r  x"+''-'dx       rx'-"-''~'dx         n—h         b-K 

combinons  le  produit  avec  le  premier  quotient,  en  posant  a  =  /z  —  A 
et  nous  aurons  en  les  multipliant 

/x"+''-^dx       r       ,r/'-i         _     77 
Vl  •-•'•'")     J    V  i '  —  ■'•'")  ~   2//// 
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Ensuite  pour  le  second  quotient  posons  b  =  // — A,  et  en  multi- 
pliant nous  aurons  : 


n-/.-l^/,, 


in  [Il  —  k  \ 


qui  ne  diiiere  pas  du  précèdent.  Ainsi  pour  chaque  classe  nous 
avons  deux  produits  généraux  : 


r  .r"+''-^dx      r    x''-^dx 


— rtag  — 
)        "Xiik         0.11 


dont  le   dernier   convient  avec  ceux  f[iie  j"a\ois  déjà    demonti-és 
autrefois. 


40.  Développons  ces  produits  pour  quelques  cas,  ou  //  et  h  sont 
des  nombres  entiers;  et  nous  aurons  les  réductions  suivantes  pour 
le  cas  jc  =  I . 


/.r.r  —  dx       r        dx  t.     ,     r.        ~ 

rx"'—^dx 
~ — r 

/X^  dx  r       xdx  TT     ,     7:  - 

/X''dx  r  dx  77,7:  77 

v/(i  — x«i'J  \/[\-x^)  "^T^^^^s^lTs' 

/x^  dx  r        dx  77 

^{l~x']'J   v/(i  — .r«!  ^  6' 

/.r^rfx  r       xdx  77 

^(,_^fi|    J    ^(l  —  .r-»)""  1-2' 
flw//.  c^ef  Sciences  iriatli.,  -î*^  sériée,  t.  IV.  (Juin  iSSo.)  iG 
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JJJ.  Produits  de  Ja  forme    /  -: 


^^^H' 


/'     .7:'*  d.r  r    .r-  d.r 

/,r*  (^,r  /^       d.r 

./  VI'— -^^ 


X  dx  Tz 

y  ^  1  —  ./;='  j  1  6 


IV.  Produits  de  la  forme 


r     .r'"'  dx  r     ^^  dx  TT 

J  VI'  —  •^''^  )  J  V 1 1  — ^■'^  ■'     ^4 

/^   .r"'-'r/j.- 
,/  VA  '  —  -^     i 
/^      x'-'  dx  r      x^  dx  rr      ,      tt 

J  vA'-'^-'"j\/  VI '--^  "  ^  ^''^^^  »^' 

/.r*"  dx  r      X-  dx  TV     ,     TT 

/"      .r"f/.r  /"       xdx         _   TT      ,      377 

j  7(7^r-^- j  ^\i-x^^)  -  3o  '"^'t;:' 

/.r^f/a;  r        dx  77     ,      2  77 

r   x^  dx       r     dx  77 

j  vil --'")' j  v.'-^^")  "" '^' 
r     .r^dx  r      xdx       _  - 

/*     ,r"  </.r  Z'      .X'-  <^/.r        77 

/.r^  ^.r         ,  /^     x^  d.x        77 

41 .  Après  res  intégrations  des  formules  qui  sont  toutes  comprises 
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dans  cette  générale    |  x'"    '  Jx(i — x"  )*,   et  qu'on  peut  noninier 

alyebri(|ues,  puisque  cLxj  est  multiplié  par  une  fonction  algébrique 
(le  X,  je  passe  comme  je  nie  suis  proposé  à  considérer  encore 
quelques  formules  intégrales,  où  le  dill'erentiel  dx  est  multiplié 
par  une  fonction  transcendante  de  x,  et  dont  l'intégrale  dans  un  cer- 
tain cas  se  peut  exprimer  ou  algebi^iquementoupar  la  quadrature  du 
cercle.  Ces  cas  sont  d'autant  j)lus  remarquables,  qu'il  nous  niaïiquc 
encore  des  metliodes  pour  les  traiter-,  et  partant  les  observations 
suivantes  serviront  peut-être  à  découvrir  de  telles  metliodes. 

42.  Je  ne  m'arrêterai    pas  ici   à   cette  iornuile   intégrale   assez 

connue    jdxii  —  ]    ,   dont  ou   sait   que    la   valeur    au    cas,   qu'on 

met  après  l'intégration  .v  z=z  1 ,  de\ient  ^==  i  .  :>.  .3 .  .  .n;  de  sorte  que 
cette  valeur  peut  être  assignée  toutes  les  fois  que  l'exposant  «  est 
un  nombre  entier.  Mais  quand  n  est  une  fraction,  la  valeur  est 

beaucoup  plus  difticile  à  assigner.  x\insi  si  ji  =^-  -■>  j'ai  démontré  que 

la  valeur  de  l'intégrale  /  djc  ^/I-  au  cas  a:  =  i  est  =  -  y/7:.  De  là 
on  tire  aisément  ces  intégration.^  qui  en  dépendent  : 


/-('i 


V'-' 


/.rll-]     = ^„ 


Ir     I  - 


puisqu'il  y  a  en  gênerai 


1.3.5.7    / 
„   ..   „    '  V 


Hi^"'-(!^'"-"'Mr- 
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Donc,  posant  apr<îs  1  inlcgratiou  .r  =  i  à  cause  de  1  ~  =o,  on  aura 

y,/.(,  :)"'  =  »/:/.(.  1)"'-'. 

43.   Cette  intégration  du  cas  de  /z  =  -  peut  s'exprimer  de  cette 
manière. 


M^'-m, 


dx 
posant  .r  =  I , 

(  I  —  rx  ) 


et  pour  les  autres  fractions  mises  pour  /?,  j'ai  trouvé  les  réductions 
suivantes  : 

..'         \    ■'■y  V    -  J    î/(l-.ï')       J    v'(>-.r») 

r    /  I  \  ■'_     i/i    r      fix         r    xdx        r    xxdx 

j"'\    :ïj    ~      V4  j    î/(.-.rM^'J    ;/(i-.r^)^"j    t/(l-.r^r' 

/x  dx  r      XX  dx  C*       .r^  dx 

r,/,.(ii)L,v/;  r,  -'- 

r.r'*  6?lr  /*       x'"  dx  r       x'  dx 

.      1''J--'-'Y'J    ^{l--r'''J    V^(l-.r^)^' 
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lU 


f" 


I  \  '        ^     5/2     r       v^dx 

r    xuix       r    x^dx  r   x^^dx 

/*      x' dx           f      x^^dx  r     x^^dx 

J   ^/( ,  _  x^  )    J    (/(  I  —  x^  )  J    V'',  I  —  x'y 


44.  Puisqu'il  se  trouve  parmi  ces  Ibriiiules,  où  l'exposanl  de  x 
est  plus  grand  dans  le  numérateur,  que  dans  le  dénominateur,  si 
nous  déprimons  ces  exposans  par  le  secours  de  cette  réduction, 

x"'-^dx{f  —  x«y''=  ■ /  x"'-"-^dx!i  —  x")'', 

1  in  -+-  nu    J 

nous  trouv(U'Ons  les  Ibrmules  suivantes  : 

J  \    XJ  V    3      J     J/(,_.r3-     J    J/^,_^3|2 


X  dx 


r    /  iy_     v/i     r     dx         r    xdx       r    xxdx 
f ,  /,  I  \  ^        i  / 1    r     dx        r    X  dx       r   xx 


M3 

dx 

7^' 


X 


/^         r^.r  /^       x'^d.r  f*       x^  dx 


ï4(>  >  pi!Ii.mii:i;h  pautik. 

/^       .7- <-/./■  /^       .r'-(lx  /'       .r^(/.r 

/"^       .r<^.r             /^       ./■'- d.r            f       .v'^  d.r 
X       ^: .       i; •       1 ' 

J  \[^  —  ^]'  J  v\'  — ■^•"')'  J  x'.^  —  -''"]' 

r      X  dx  r      X-  dx  /'"      J-^  dx 

J  v'(ï  — ■^')  J  vi'  —  ^']  J  v'('  — ■^') 


4o.   Voilà  donc  les  valeurs  de  la  formule  inlegiale  transcendante 

/  dx  (  1  -  )     lorsque  n  est  une  fraction  réduite  à  des  valeurs  des 

formules  intégrales,  où  cLv  est  multiplié  par  une  fonction  alge- 
l)ric(ue  de  x.  Or  parmi  ces  dernières  lormules  il  y  a  toujours  une 
(jui  renferme  la  quadrature  du  cercle,  puiscjue 


r/.r 


V('--^")"'        ,^si  — 


Ensuite  pour  pouvoir  mieux  comparer  les  autres  ensemble,  posons 
dans  les  formules  du  §  21  :  2.1  :^  in  4~  iti  —  il  pour  avoir  : 


r     x'^-'"-^dx         f   x"'-^dx     


J  VI'  — -^-j .'  VI'— •*•■■;"     ,/(■„_).) si  — 


De  là  nous  avons 
I.   S\n=  3  : 


/"      X  dx  r         dx 


X  dx  r         dx 


3  si  — 
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II.  Si// -4: 


/xxdx  r         dx  T- 

4 

/xx  dr  r         d.r 

{/(,_^.>j2  J  ;/{i  —  x'j 

/x  dx  f*       X  dx  r- 


4^. 


m.   Si//  =  5: 


/x^  dx  r        dx 

/.r'  dx      r 


I  O  SI   „ 

5 


dx  77 

lOSl- 

o 


r*    x^'dx       r      dx 

/x-  dx  f*       X  dx 


5  sip 
5 


10  SI  -^ 


/.r  <f  r  r      x-  dx 

{/(i  — ^5,  J  y[\-x 


5  si 
5 


U  .377 

I  5  Sl-^r- 


46.  De  là  nous  voyons,  que  multipliant  toutes  les  formules  du 
même  ordre   ensemble,  le  produit  se  réduit   à  la  quadrature  du 
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cercle;  ainsi  nous  aurons 


1 


X'^)\pM'^)*-X'; 


^'4 


24 TT^  ^4        /l6r:* 


TT       .    277  5*     V/        5 


5*  si   ;r:    si   -— 

5        5 


:     120        /32  7r* 


120  77-  y/îT 


77  2'/. 

6^  si  -ï  si  -— 
D        b 


De  là  nous  concluons  qu  il  y  aura  en  gênerai 

lequel  théorème  est  tout  à  (ait  cligne  d'attention. 

47.   La  comparaison  de  ces  formules  peut  être  poussée  plus  loin, 
en  considérant  ce  tlieoreme  gênerai, 


»  .r"-g~l,/,; 


d'où  le  théorème  précèdent,  tiré  du  ^  'i\ .  se  change  aussi  en  d'autres 
foriues.  Ensuite  h's  formules  du  §  29  fournissent  les  coiuparaisons 
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suivantes  : 

r      x''-Ulr  r      x"''^(lx  .111  T.       ./tt 

=  SI I  SI  5 


J./"    *  ax  ^     I        a 


y.ii\m+k  II  II 


=  SI  —  :  SI  — 1 

le— m  II  II 


r        .r'--'  dx  r      .r"-"'  -^  dx 

1 :  / z=  SI  —  :  SI  —  t 

I  "/;  I        ,.«V2«-/«— A      f'.''/i        ,.«  »«-/«- A-  /<  « 


SI  —  :  SI  ■ — 1 

j  «+//(  — A  li  II 

r«-^-l^/,r  /'•       .r«-"'-ir/.r  .tu-       .  /. - 


dont  les  dernières  se  déduisent  de  la  première,  puisqu'au  lieu  de  /// 
et  A"  on  peut  mettre  /;  —  ///  et  //  —  /.. 


>.  Maintenant  puisque    / =  \ 

^        1       J^;,_.r/Mm+A  m     J'^i^^j-ny 


on  aura  eneore  cette  comparaison 

/'       x''-''dx         ^    Ç   x"'+"-^dx      _n  —  k    .m: 
'^V(  I  _  x"  ]  '"■^''  '  J  Vil  —  x"  )  "'+''■  '"  « 

et  prenant  pour  ni  un  nombre  négatif 

/'      .r''-'dx         _    f   x"-"'-^d.i 


-       .  /t: 
si  —  » 


^/  —  /     .  171  —       .  h  ~ 

SI  —  :  si  —  3 


t— /«  ///  Il  II 


d'où  nous  tirons  les  comparaisons  particulières  suivantes 
.r  d.K  /  '       dx 


Jx  iLk  i         dx 

J^     XX  dx  r        fix 


SI  -  :  SI—  =  1 : 4  2, 
4      ^• 


77         .  277 
■pi  si -^5 

5         ^ 


r/r  .  -      .  2  77 
=     SI  -  :  SI  -^  » 

_^Y  5        o 


'  c?.r  .77      .  2  rr 

=r  2  SI  ^  :  SI  —^  ') 


.r  r/./-  /^    .r^  d.r 


l       X  flx  I      .r'  dx  o    .  ~     2  77 

■' T  *  h^ r  =^''5-T 


25o  PREMIÈRE   PARTIE. 

49.  Pour  faire  voir  l'usage  de  ces  réductions   considérons  les 
formules  particulières  qui  entrent  dans  les  expressions  des  formules 

Et  d'abord  le  nombre  de  toutes  les  dites  formules  étant  16,  il  y  a  4 
qui  dépendent  de  la  quadrature  du  cercle. 


J'*        ri  r  -  r    X  dx 


5sii     ^v^i'-";-     5si^;-" 

5  5 


/'     XX  dx       __        -        _        -  r     x'^dx        _        T.        __       - 

^K^      -^  I        5si^-      5  SI-—  J  \\^      ^1        5siV       5si- 

Pour  les  autres  12,  la  réduction  générale  fournit 

f*      X  dx  r         dx 

r  x^-dx     _  r     dx 

/'     x^  dx  r     X  dx 

/x^  dr  r     X-  dx 


Ensuite  nous  venons  de  trouver 


I 

SI  -  - 


J'     XX  dx  5        r       dx 


SI  -p  -. 
5 


I 

SI  —  - 


r   X  dx  5     r    dx 

5 
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I 

2  SI   -  77 


f     XX  ilx  5       f     x^  dx 


i  SI  -- 


Ç     X  dx         _  ~^        Ç      .X 

J\/'l '-•*']  si--  J     V\l 


auxquelles  on  peut  ajouter  les  produits  do  deux  telles   formules 
i-apportees  au  §  45  pour  le  cas  «  =  5. 

50.  Si  nous  examinons  toutes  ces  égalités,  nous  trouvons  que  ces 
12  loi'mules  se  réduisent  à  deux;  posons  pour  abréger 

r  .  TT  ^         .  2  ~ 

y  =  — »      «  =z  SI  -      et     5  =  SI  -p-  -, 

{il  — .f^)  5  j 

et  toutes  nos  formules  peuvent  être  réduites   à   la  quadrature  du 
cercle  et  à  ces  deux 

Jyydx  et    fj^dx. 
De  cette  manière  : 

i  x-y*  dx  =    /  y  Y  dx  ;  /  x-y^  f/x  —  ^  ; 

/  •nr''  '^'i'  ==  ç  j  j  •'  ^/'^  ;         I  -r-j  '  ('■'^  =  A  -, 

Ç  x"^  r' dx  = -—^ -; 

I  x^y'd.r  :=z ^ ; 

./       -^  lo  y.  Jy^dx' 

I  yd''      =  ^  -  /  ■rj'i''    —  y^ — 7- ; 

J  5  c.  J  b'jjyydx 

rx- ^  dx    —  : ;         /  x'^ydx    =  — z — r; 
lOK Jy^dx        J                         10  v.J yydx 
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Soil  d()ii(: 


Jjjdx  =  A     et     /)  '■'■  d.r  =  B , 
cl  les  valeurs  do  nos  formules  traiiseendai^tes  seront 


M'i)'-  <J% 


'ÎttAAIÎ 


d.v\    -       =^ 


.s 


7r''A 


V'aC-Bli 


5'^a'iîAAB 


51.  De  là  nous  voyons  que  non  seulement  le  produit  de  toutes 
ces  quatre  formules  dépend  uniquement  de  la  quadrature  du  cercle, 
mais  aussi  le  produit  de  deux,  dont  les  exposans  sont  ensemble 
l'unité,  savoir  : 


5 


5 


Outre  cela  nous  en  pouvons  déduire  ces  égalités 
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52.  Si  nous  joignons  ces  déterminations  aux  précédentes,  nous 
eu  pourrons  tirer  les  conclusions  générales  suivantes  : 


/-(■^)-/-('r=T^ 

,  \        /        ..  /  2-  SI  - 

1 


4-M- 


5-  si  _ 


e>^ 


5"  SI  -r- 


et  en  gênerai 

III                                 II  —  m 
l\/rll'\"       C,l,-(\    '\      "      - 

m  [n  —  m)  tt 

J,u[i-j    ■]"■■[>-)       ~ 

.  ni  t: 

an  SI 

n 

Donc  puisque 

r,f,L\  "  _"-"'r 

hM  l\~- 

nous  aurons 


hk^'-H^)  "=5^="'.A 


.r'"-'f/.r 


n  SI 
II 


53.   Cette  dernière  égalité   se  peut  aisément  démontrer  iinine- 
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(liatt'i)ieiH  fil  tif  xcloppaiit  le  cas  le  plus  simpK'  où  l'exposaiil  est  nii 
uoniLie  entier  : 


f 


</.r{\-]    =  1.2.3.  .  ."a. 


Or   celle    (>xpression    teiminéii   se   peut   exprimer  par  un    produit 
iniun*  comme  : 

^  '  ^  *  etc. 


T.  .  .m 

Posons  maintenant  A  =  —  pour  avon-  : 


2  /      a  H-  >.    \  '•)  /      J  -h  ). 


in  m 


^  ^  etc. 


H-  ;//     \  3  /     à  II  -t-  /// 
et  faisons  aussi  m  nesfatif 


&' 


/ 


d.[ll\      "=(1)      "■^^■(^\      "-^^-(1)      ".-^^HO. 
\  I  /         //  —  m    \  2  /  2  //  —  ni     \  3  /  3  //  —  /// 


Le  produit  de  ces  deux  foi'mules  donne  ouvertement 

nu  An  II  q/iii  iniz 

^  ■'  etc.  =1 


////  —  m  lu  4  /'/'  —  """    i.)i/ii  —  III m  .  III -c: 


n  SI 


5i.   Nous  pouvons  pousser  plus  loin  ces  recherches,  car  puisque 

^  '         ^    ,r  /  \  1  /       n  -i-  f/    \  2  '     2  n  +  7 


et 

■/>•'/  r  >-''  p  +  'i 


(-M. 


3 


//+/?  +  7      \  2  2  «  +  />>  H-  7 
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produit  des  deux  premières  divisé  par  la  dernière  donne 


Hlf-M:X    „,„ 


-^-  /?  H-  7  )      ?.  /n  2  //  -4-  /?  -4-  7  I 

— ! —  c\c. 


dont  la  valeur  est 


OU  bien  aussi  =  (/f^f~*  tlx'{/(i  —  x")P=z  j)^  JxP~^  (lx'{\i  —  x")f  ^ 
d'où  il  s'ensuit  la  preeedente,  quand  on  pose  p  ■=  m  et  <y  = — m. 
I)(!  menu;  on  trouvera  la  valeur  de 


J'  +  '/  +  Il 


/v  +  7 


55.  Enfin  pour  finir  cette  matière,  la  sommation  des  séries  ré- 
ciproques des  puissances  nous  fournit  encore  les  valeurs  des  for- 
mules transcendantes  suivantes,  quand  on  met  après  l'intégra- 
tion X  -'-  I, 

/W.r         I  TT-  r^-^i/  \         ^" 

—  1 =  -;  I    _I     i-f-.r     rr:  —  , 

.ri  —  .T  b         J     j:  12 


et 


J     .1-      Y    1  —  jr  D 
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et  ces  plits  composées 


77:* 


rd.r    rd.r    r,l.r  I        _   77\        r,l.r    rd.r    Çclr 

J     ■''  J     ■^-  J     ■^-      I  —  ■^-  ~"  90  '     J     .r  J     j-  J     X     ^ 

J    xj     .,■  "  32'    J     r  J     j-J     .,       V"--^         9»> 

Oi"  il  ne  paroit  aucune  ion  le  directe,  qui  nous  pourroit  mener  à 
ces  déterminations,  ce  cpii  mérite  par  cela  même  d'autant  plus 
d'attention. 
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COMPTES  RENDUS  ET   ANALYSES. 

GOULD  (B.-A.).  —  Uraxometria  argentina.  Brightness  and  position  of  every 
fixed  star,  down  to  tlie  sevenlh  magnitude  within  one  hundred  degrees  oF 
Ihe  south  pôle,  with  an  Atlas.  1  vol.  in-4°.  Buenos-Aires,  18^9. 

Le  Volume  que  nous  analysons  ici  est  le  premier  des  publications 
astronomiques  de  l'Observatoire  de  Cordoba,  déjà  bien  connu  des 
lecteurs  du  Bulletin,  et  son  liistoire  se  rattaclie  intimement  à  celle 
de  la  créatiou  de  l'Observatoire. 

En  arrivant  à  Cordoba,  au  mois  de  septembre  1 870,  pour  y  établir 
l'Observatoire  National  de  la  République  Argentine,  M.  Gould  avait 
l'espoir  de  pouvoir  bientôt  entreprendre  les  reclierclies  qui  l'avaient 
déterminé  à  passer  dans  l'Amérique  du  Sud  et  qui  devaient  avoir 
pour  résultat  immédiat  la  construction  d'un  Catalogue  complet  des 
principales  étoiles  du  ciel  austral^  mais  il  se  lieurta  à  toute  une 
série  de  difficultés.  Le  cercle  méridien  qu'il  portait  avec  lui  ne  put 
être  monté  qu'en  mai  1872  et  les  observations  ne  commencèrent 
effectivement  qu'en  septembre  de  la  même  année. 

Deux  ans  s'étaient  donc  écoulés  avant  que  les  astronomes  que 
M.  Gould  avait  amenés  avec  lui  eussent  la  libre  disposition  de  leur 
instrument  l'ondamental,  mais  ils  n'étaient  pas  pour  cela  restés 
oisifs:  ils  avaient  entrepris  de  déterminer  les  grandeurs  relatives  de 
toutes  les  étoiles  visibles  à  l'œil  nu  et  d'en  dresser  une  Carte,  assez 
complète  pour  être  d'un  usage  utile,  et  un  Catalogue  approclié. 
C'est  ce  double  travail  que  M.  Gould  publie  aujourd'hui  sous  le 
titre  di  Uranometria  Argentina. 

Une  première  difficulté  fut  de  dresser,  avecles  quelques  Catalogues 
que  l'on  avait  sous  la  main,  le  squelette  des  Cartes  qui  devaient 
former  l'Atlas.  Elle  fut  surmontée,  en  partie  au  moins,  grâce  aux 
anciennes  obseivations  de  La  Caille  et  de  Taylor,  et  les  étoiles  non 
observées  par  ces  deux  astronomes,  quoique  visi])les  à  l'œil  nu, 
furent  intercalées  sur  les  planches  par  la  méthode  des  alignements. 
Le  plus  grand  nombre  d'entre  elles  ont  été  identifiées  depuis  avec 
des  étoiles  déjà  déterminées,  ou  bien  elles  ont  été  directement  ob- 
servées, en  sorte  que  leur  position  exacte  est  marquée  sur  les  Cartes. 

La  seconde  difficulté  et  la  partie;  la  plus  délicate  du  travail  con- 
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sistait  à  choisir  les  étoiles  qui  devaient  servir  d'échelons,  de  types, 
pour  marquer  les  degrés  de  la  série  décroissante  des  grandeurs. 
L'échelle  adoptée  par  M.  Gould  est  celle  d'Argelander  dans  V  Urn- 
jioïuetria  nova.  Les  étoiles  étalons  ont  été  prises  dans  une  zone 
qui  a,  à  Cordoba,  la  même  altitude  c^xh  Bonn,  c'est-à-dire  dans 
une  zone  de  5°  de  largeur  ayant  pour  déclinaison  moyenne  9°3q'  1 5". 
Pour  chaque  ordre  de  grandeur  au-dessous  delà  seconde,  ces  étoiles 
types  furent  choisies  parmi  celles  qui  représentent  le  mieux  l'éclat 
moyen  de  celles  auxquelles  Argelander  a  attribué  ce  même  ordre  de 
grandeur.  Ces  degrés  de  l'échelle  ayant  été  déterminés,  les  dillé- 
rentes  étoiles  de  la  zone  des  types  vinrent  facilement  se  classer 
parmi  elles,  et  l'on  eut  bientôt  ainsi  une  échelle  complète  des  gran- 
deurs, comprenant  722  étoiles,  depuis  la  i'^'^  grandeur  jusqu'à  la  7^. 

Ce  travail  de  classement  a  d'ailleurs  été  fait  d'une  manière  indé- 
pendante par  chacun  des  quatre  astronomes  de  Cordoba,  et  il  est 
remarquable  que,  sauf  le  cas  d'étoiles  très  vivement  colorées,  l'ac- 
cord entre  les  quatre  observateurs  est  presque  complet. 

Transporter  sans  intermédiaire  cette  échelle  de  grandeurs  parmi 
les  étoiles  les  plus  australes  ou  comparer  directement  ces  étoik^s  de 
la  zone  équatoriale  à  des  étoiles  voisines  du  pôle  sud  fut  bientôt 
reconnu  une  opération  trop  difficile  et  trop  incertaine  dans  ses  ré- 
sultats; les  observateurs  se  décidèrent  alors  à  comparer  minutieu- 
sement et  pendant  un  gi^and  nombre  de  nuits  consécutives  les 
étoiles  de  la  première  zone  type  avec  celles  d'une  zone  située  à  en- 
viron 45"  de  déclinaison  sud  et  qui  a,  à  son  tour,  servi  de  zone  étalon 
pour  la  détermination  de  la  grandeur  des  étoiles  circumpolaires 
australes. 

L'étendue  de  cette  analyse  ne  me  permet  pas  d'entrer  dans  plus 
de  détails  sur  les  méthodes  d'observation  employées  par  M.  Gould 
et  ses  assistants  -,  j'espère  cependaut  avoir  indiqué  assez  exactement 
les  diverses  précautions  prises  pour  que  les  astronomes  puissent  se 
faire  une  idée  exacte  de  la  haute  précision  des  déterminations  de 
V  Uranometria  ^rgentina.  Cette  haute  précision  est  d'ailleurs  in- 
directement prouvée  par  l'accord  qui  règne  entre  les  déterminations 
d'Argelander,  du  D*"  Heiss  et  de  M.  Gould. 

Les  étoiles  observées  à  Cordoba  comprennent  toutes  les  étoiles, 
de  grandeur  égale  ou  supérieure  à  la  septième,  situées  entre  -i-4o*^ 
de  déclinaison  nord  et  le  pôle  austral.  Leur  position  approchée 
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pour  1875,0  est  inscrite  dans  un  Catalogue  spécial  et  leur  position 
reportée  sur  quatorze  planches  grand  raisin. 

La  construction  de  ces  cartes  a  été  l'objet  d'une  étude  toute  par- 
ticulière, nécessaire  non  seulement  pour  leur  donner  une  exactitudt; 
complète,  ce  qui  a  exigé  de  nombreuses  séries  d'observations  méri- 
diennes, mais  encore  pour  tracer  sur  elles  les  limites  des  constella- 
tions et  pour  classer  ensuite  les  étoiles  dans  ces  constellations. 

Si  les  constellations  visibles  des  astronomes  d'Europe  sont  bien 
connues,  ou  du  moins  si  l'on  s'accorde  sur  leurs  limites  à  la  suite  des 
travaux  de  Bayer,  de  Flamsteed  et  de  Bode,  il  est  loin  d'en  être  de 
même  pour  les  constellations  les  plus  australes.  L'Uranométrie  de 
Bayer  ne  donne  que  douze  constellations  australes  empruntées  aux 
observations  du  navigateur  Pierre  Dircksz  Keyser,  qui  avait  été  at- 
taché à  la  première  expédition  des  Hollandais  dans  l'Inde.  Plus 
tard,  le  nombre  des  étoiles  australes  connues  augmentant  avec  les 
voyages,  devenus  plus  fréquents,  Hevelius,  Halley,  La  Caille,  puis 
Lalande,  ajoutèrent  quehjues  constellations  nouvelles,  baptisées  de 
noms  qui  n'ont  point  été  acceptés.  Le  seul  travail  original  sur  ces 
constellations  australes  est  d'ailleurs  celui  que  La  Caille  fit  après  son 
retour  en  Europe,  et  l'on  sait  que  les  limites  et  la  nomenclature 
adoptées  par  l'astronome  français  dans  son  Cœlum  australe  stelli- 
ferum  ont  été  vivement  critiquées  par  Bode  et  surtout  par  Baily, 
dans  la  préface  du  British  Association  Catalogue. 

Les  remaniements  introduits  par  ces  derniers  astronomes  dans  les 
constellations  du  ciel  austral  avaient  jeté  une  telle  confusion  dans 
la  nomenclature  des  étoiles  de  cette  partie  du  ciel,  qu'en  i834  Her- 
schel  proposait  de  faire  table  rase  de  tous  les  travaux  précédents  et 
de  former  dans  cette  partie  du  ciel  des  constellations  géométriques 
ayant  pour  limites  des  arcs  de  méridien  ou  de  parallèle  [Me- 
moirs  of  the  R.  Astron.  Society,  Vol.  XII).  Les  idées  d'Herschel 
ne  lurent  pas  admises,  et,  jusqu'à  ces  dernières  années,  les  astro- 
nomes ont  continué  à  employer  pour  le  ciel  austral  la  nomencla- 
ture de  La  Caille  modifiée  par  Baily. 

Les  inconvénients  de  cette  dernière  sont  d'ailleurs  nombreux  et 
bien  connus;  M.  Gould  s'est  ellorcé  de  les  faire  disparaître  en  adop- 
tant les  principes  suivants  : 

1°  Les  constellations  de  Plolémée  et  d'Hevelius,  ainsi  que  celles 
qui  ont  été  adoptées  ou  créées  par  Lacaille,  seront   seules  conser- 


•^Go  PREMIER  B   PARTIE. 

vées;  leurs  limites  seront  conformes  aux  limites  généralcmenl 
adoptées.  Le  nom  distinctif  d'^<//'^o  disparaîtra,  cette  constellatiou 
étant  remplacée  par  ses  trois  divisions  Carina,  Pujypis  et  Vêla, 

1°  La  forme  latine  est  adoptée  pour  les  noms,  comme  étant  la 
seule  pratique  pour  les  usages  internationaux.  Ces  noms  seront  eu 
général  formés  d'un  seul  mot,  excepté  dans  le  cas  où  une  constel- 
lation australe  doit  être  distinguée  d'une  constellation  boréale  du 
même  nom  et  dans  le  cas  du  Canis  Major,  qui  doit  être  distingué 
du  Canis  Minor. 

3°  Les  limites  seront  combinées  de  manière  que  les  constellations 
renferment  toutes  les  étoiles  de  la  constellation  que  les  auteurs  ont 
désignées  à  l'origine  par  des  lettres  grecques.  Les  lignes  limites  se- 
lont  d'ailleurs,  autant  que  cela  sera  possible,  formées  par  des  arcs 
de  méridien  ou  de  parallèle  pour  1875,0.  Quand  cela  ne  sera  pas 
possible,  les  coui'bes  adoptées  seront  des  arcs  de  grand  cercle  dé- 
finis par  leurs  points  d'intcrscctiou  avec  les  méridiens  et  parallèles 
voisins. 

4°  Les  lettres  adoptées  pour  les  étoiles  seront  celles  de  Bayer 
jusqu'aux  constellations  de  4^°  de  déclinaison  australe;  au  delà  de 
cette  limite,  on  fera  usage  des  lettres  de  La  Caille.  La  notation  de 
LaCailleestconservée  pour^/'^o,  Centaurus,  Ara, Lupusel Corona 
aiistrina. 

5°  Les  lettres  grecques  de  La  Caille  sont  conservées  pour  les  étoiles 
dont  la  distance  polaire  est  inférieure  à  25". 

C'est  conformément  à  ces  principaux  principes,  que  jC  viens  de 
résumer  rapidement,  qu'ont  été  dressés  les  Cartes  et  le  Catalogue 
de  Wranometria  Argentina.  Le  Volume  deM.Gould  donne  donc 
aux  astronomes  non  seulement  des  cartes  exactes  et  complètes  du 
ciel  austral,  cartes  dont  ils  étaient  privés,  mais  il  établit  encore 
pour  les  étoiles  de  cette  partie  du  ciel  une  nomenclature  qui  sera 
sans  aucun  doute  adoptée  par  tous. 

J'ajoute  ([ue  l'exécution  typograpliique  du  Volume  et  des  qua- 
torze très  grandes  cartes  de  l'Atlas  fait  le  plus  grand  honneur  aux 
imprimeries  de  la  République  Argentine.  G.   R. 
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STONE  (Ormond).  —  Publications  op  tue  Cincinnati  OnsERVATonv.  iMicro- 
metrical  measuremenls  of  io54  double  stars  observed  wiih  the  n  inch  Ré- 
fracter from  January  1,  1878,  to  Seplember  i,  1879.—  ^  '^ol.  in-8°,  xxix  el 
180  pages.  Cincinnati,  1879. 

Les  observations  publiées  par  M,  Orxnoncl  Stone,  au  nom  de  l'Ob- 
servatoire qu'il  dirige,  se  rapportent  à  des  étoiles  doubles  déjà  si- 
gnalées eomme  telles  et  situées  pour  la  plupart  dans  l'iiéinisplière 
sud.  Sur  les  io54  groupes  observés,  622  sont  en  el'fet  au  sud  de  l'é- 
(juateur  et  4^2  seulement  au  nord  de  eette  ligne;  ces  dernières 
n'ont  d'ailleurs  été  mesurées  que  pour  établir  des  points  de  compa- 
raison entre  les  déterminations  des  observateurs  de  Cincinnati  et 
celles  des  astronomes  d'Europe.  Parmi  les  io54  étoiles  doubles  dé- 
terminées, 060  se  trouvent  dans  le  Catalogue  de  Struve  à  Dorpat, 
171  ont  été  signalées  par  Herschel  et  enfin  lyi  ont  été  découvertes 
dans  ces  dernières  années  par  M.  Burnbam. 

Les  étoiles  nord  ont  été  observées  une  fois  seulement;  les  étoiles 
sud  l'ont  été,  au  contraire,  deux  fois  au  moins. 

Toutes  les  précautions  ont  d'ailleurs  été  prises  pour  éliminer  l'in- 
fluence des  erreurs  périodiques  de  la  vis,  et  pour  cela  la  région  em- 
ployée a  été  souvent  cliangée.  D'un  autre  côté,  l'astronome  s'est 
astreint  à  toujours  placer  sa  tête  de  manière  que  la  ligne  des  étoiles 
fût  parallèle  ou  perpendiculaire  à  la  ligne  des  yeux;  M.  O.  Stone 
espère  avoir  ainsi  éliminé  l'erreur  particulière  qui  résulte  de  l'in- 
clinaison de  la  ligne  des  étoiles  par  rapport  à  l'axe  de  la  tête  et  par 
conséquent  par  rapport  à  la  verticale. 

Dans  l'Introduction  au  Mémoire  que  nous  analysons  ici,  M.  O. 
Stone  donne  d'ailleurs  le  détail  des  études  préliminaires  faites  pour 
déterminer  la  grandeur  absolue,  la  variation  de  ces  diverses  causes 
d'erreur  et  les  formules  qui  les  représentent.  Les  Tableaux  où  ces 
différents  nombres  sont  consignés  montrent  que  les  observations  de 
distance  faites  à  Cincinnati  ont  une  exactitude  intermédiaire  entre 
celles  que  W.  Struve  et  O.  Struve  assignent  à  leurs  mesures,  et 
que  pour  les  angles  de  position  leur  exactitude  est  au  moins  aussi 
grande  que  celle  obtenue  par  ces  deux  illustres  astronomes. 

Le  Mémoire  de  M.  O.  Stone  constitue  donc  un  document  impor- 
tant pour  l'iiistoire  des  étoiles  doubles  du  ciel  austral,  et  il  devait, 
à  ce  titre,  être  signalé  à  l'attention  des  astronomes.  G.  R. 
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SUR  UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  DONT  TOUTES  LES  RACINES  PEUVENT 
S'EXPRIMER  LINÉAIREMENT  EN  FONCTION  DE  L'UNE  D'ELLES; 

Par  m.  A.-E.  PELLRT. 

1.  Dans  un  iMétnoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le 
lo  mai  1880,  j'ai  montré  que,  si  les  racines  d'une  équation  de  degré 
7M  peuvent  être  représentées  parx,  6{x)^. ..  ,6'"~'  (x),x  étant  l'une 
quelconque  d'entre  elles  et  6[x)  représentant  une  fonction  linéaire 

, .7  telle  que  d"'[x)  =  x  identiquement,  cette  équation  peut 

se  iiu'tlre  sous  la  forme 

A(.r  -\-  ).)'"  +  B(./;  -h  )/  )'"  =  o. 

En  développant  et  ordonnant  le  premier  membre  par  rapport  à  x, 
il  devient 

fi-r^j  =:  rtfl.r'''  -f-  ma^^x"'~'^  -\-  .  .  . 

m  i  lu  —  I  î .  .  A  m  —  /  -f-  J 1 


H — -. ai.v'"-'  +  .  .  .  -4-  «,„, 

i  ."?...  .1 

trois  termes  consécutifs  de  la  suite  «o,  <7i,.  ..,«,«  étant  reliés  par 
une  relation  linéaire  homogène  «ofl/H- «i  «/4.1  +  a2<'^/+2  =  o,  de 
sorte  que  cette  suite  est  formée  de  7?z  termes  consécutifs  d'une  série 
lécurrente  provenant  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  du 
second  degré. 

P».éciproquement,y(.r)  étant  une  fonction  satisfaisant  aux  condi- 
tions précédentes,  on  a  identiquement 

(>/-  \]f[x]  =z  [aoY-  «1  )  (x  H-  À)'"  -  («0/  _  a,)  (x  +  l'Y", 

X  et  V  représentant  les  deux  racines  de  l'équation 

a,,  -f-  ^1  (7,  A  +  y..,'/.-  =r  o, 

supposées  distinctes.   Si   les  deux  racines  de  cette  équation   sont 
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égales,  on  a,  X  désignant  cette  racine  double^ 

L'équationy(j:)  =  o  a  alors  ??i  —  i  racines  égales  à —  X  et  une  ra- 
cine simple,  pourvu  que  1  ne  soit  pas  égal  à  —  •  Dans  le  premier 

aQ 

cas,  les  racines  de  l'équation  f[x)  =o  sont  égales  à  — •  >' 

prenant  les  m  valeurs  racines  de  l'équation 

(«0  >.'  —  «1  )  y'"  —  (  «o>-  —  «1  )  =  o. 

Les  m  racines  de  réquationy(j:)  =o  sont  distinctes. 

Supposons  les  coefficients  ànfi^x)  réels.  Si  les  racines  de  l'équa- 

tion  en  A  sont  imaginaires,  la  quantité  — —, est  imaginaire  et  a 

un  module  égal  à  i  ;  les  m  racines  àef[x)  =  o  sont  réelles,  car,  si 

on  change  v' —  i  en  —  y/ —  i  dans  — ■>  on  a 


I— j 

),1-)/ 

y 

l'y  -  l 

I 
I  — 

i—y 

y 

Si  les  racines  de  l'équation  en  A  sont  réelles,  les  seules  racines 
réelles  de  réquationy(a:)  =  o  sont  celles  qui  correspondent  aux 
racines  réelles  de  l'équation  en  r- 

Les  équations  que  nous  venons  d'étudier  comprennent  comme  cas 
particulier  l'équation  générale  du  troisième  degré. 

2.  Supposons  que  les  coefficients  a  dans  le  polynômey"(jc)  défini 
plus  haut  soient  entiers-,  la  congruencey(.r)  ^  o  (mod.  p)^pétant 
premier,  se  ramène  à  la  congruence  binôme 

[a: -h  ).)'"—  «(.r-|-/.')'"  =  o      [mod.p], 

si  les  racines  de  la  congruence 

«0  +   '^l  '•  +   5C,"a'^  o 
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soiil  tlj.s Inities;  //  :^  — r-; est  lacuie  de  Ja  eouiii'ueiice 

n- ; : .        . , T — H  +  i^o      [moa.p]. 


Les  racines  de  la  congriieuce  en  u  sont  imaginaires  en  même 
temps  que  celles  de  la  eongruence  en  "k  ou  égales  à  —  i,  et  l'on  a 

si  les  racines  de  la  eongruence  en  X  sont  réelles,  u  est  aussi  réel. 

Clierclions  dans  quels  casj\x)  est  irréductible  (mod.yy).  Soit  A  le 
plus  petit  nombre  tel  que  u^ ^  i  (mod.  p.)  :  i°  u  est  réel.Lafonc- 
tion  binôme  j'" —  u  est  irréductible  (mod./^),  si  m  ne  contient  que 

les  facteurs  premiers  de  A"  et  est   premier  avec  — - — >  dans  le  cas 

où  p  est  de  la  forme  4  y  4-  i  ;  si  p  est  de  la  forme  4  7  —  i  î  ''*  doit 
en  outre  être  impair  ou  double  d'un  impair  (Seuret,  algèbre  supé- 
rieure, n°  358).  D'ailleurs  la  fonctiony*(x)  est  irréductible  ou  se 
décompose  de  la  même  manière  que  j)^"' — u.  i°  u  est  imaginaire. 
Alors  A'  divise  p -\- i .  Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  de 
M.  Serret  dans  le  cas  où  u  est  un  nombre  réel,  on  voit  que,  pour 
(|ue  7  '"  —  u  soit  irréductible  suivant  le  module  p  et  la  fonction  mo- 
dulaire «o  -hajX  +  asX-,  il  faut  et  il  suffit  que  m  ne  contienne 
que  les  facteurs  premiers  de  A  autres  que  a  et  soit  premier  avec 

—  — •  La  fonctiony(x)  est  a  fortiori  irréductible  (mod.  p)   si  m 

satisfait  à  ces  conditions.  Réciproquement,  soient  A  un  diviseur  de 
/7  -f-  I ,  u  une  racine  primitive  de  la  eongruence  u^ —  i  ^  o  (mod.  p)-^ 
la  fonction 

f ./•  -t-  on  +  h]'"  —  u{.r  -]-  au-^  -4-  h  )'" 


est  irréductible  suivant  le  module  p  si  m  ne  contient  que  les  fac- 
teurs  premiers  de  A'  autres  que  2  et  est  premier  avec  — - — -,  d  ail- 

n 

leurs  elle  a  ses  coefficients  réels,  car,  si  l'on  change  u  en  -■>  elle  ne 

u 

change  pas,  de  sorte  qu'ils  sont  des  fonctions  symétriques  des  ra- 
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ciues  de  la  congrueiice  du  second  degré  dont  dépend  //  ;  <i  et  h  sont 
supposés  entiers,  et  a  non  congru  à  o  (niod.  />).  On  a  ainsi  une  nié- 
tliode  pour  former  suivantlc  module /^  des  fonctions  irréductibles 
dont  le  degré  ne  contient  que  les  facteurs  premiers  de  /;  +  i  autres 
([ue  2.  J'en  ai  donné  une  autre  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  (  Comptes  rendus  du  7  juin). 

Exemple.  —  Prenons  pour  w  une  racine  ticî  la  congruence 

«■-  +  M  H-  I  ^  o      (  mod .  //) . 

Alors  A"  =:  3.  L'un  des  nombres  p  —  i,  /?+  1  est  divisible  par  3, 
et  de  ce  qui  précède  on  déduit  que  la  fonction 

ix  -[-  au  A-  bV'^  —  uix  -\-  au-^  H-  />)'" 


est  irréductible  (mod.  /^),  pourvu  que  — - —  ne  soit   pas  divisible 

par  3 .  Si  l'on  fait  a=^  h  =  —  i  et  /z  =  1 ,  la  fonction  précédente  de- 
vient x^  —  'ix-\-  I,  et  l'on  a  une  proposition  qui  a  fait  l'objet  de 
Communications  à  l'Académie  des  Sciences  de  INIM.  Sylvester, 
Pépin  et  Lucas  [Comptes  rendus,  février  à  juin  1880). 


«     MoiV  CHER  MONSIEUrx  DaRBOUX  (^), 

«  Je  vous  recommande  instamment  {ç.  Moniteur  Q\-inc\u.s^  cai' 
je  n'ai  que  cet  exemplaire,  et  il  date  de  trente-cinq  ans  tout  à 
l'heure.  Vous  y  trouverez  l'original  dont  je  vous  envoie  en  outre  la 
copie  pour  l'imprimerie,  présumant  que  vous  ferez  droit  à  ma  de- 
mande. Voici  à  quel  sujet. 


(')  Nous  devons  expliquer  à  nos  lecteurs  pourquoi  cette  lettre  du  regretté  M.  Bien- 
aymé  est  imprimée  aussi  tardivement.  Elle  nous  avait  été  envoyée  pendant  les  va- 
cances de  1875,  et  elle  s'est  trouvée  égarée  dans  un  livre  qui  nous  avait  été  rendu 
eu  même  temps.  Nous  avons  revu  bien  des  fois  M.  Bienaymé  depuis  cette  époque; 
mais  telle  était  sa  bienveillance  et  sa  crainte  d'être  importun  qu'il  ne  nous  a  jamais 
purlé  de  la  lettre  qu'il  avait  bien  voulu  nous  adresser.  Nous  saisissons  cette  occasion 
])our  payer  un  juste  tribut  à  la'mémoire  de  cet  homme  de  bien,  de  ce  savant  si  dis- 
tingué qui  a  tant  l'ait  pour  le  Calcul  des  probabilités.  G.  D. 
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M  \olVii^  Bulletin  d'avril  dernier,  pages  ijo-171,  contient  un 
article  de  M.  R.  Hoppe  qui  se  réduit  à  dire  qu'il  n'y  a  pas  A  infini, 
substantif,  en  Mathématiques,  et  qu'on  ne  s'y  sert  que  de  Vadjec- 
tif.  Or  c'est  ce  que  j'ai  établi  dans  ce  Journal  il  y  a  trente-cinq  ans, 
en  rendant  compte  de  la  Théorie  des  fonctions  de  M.  Cournot.  Je 
n'ai  pas  osé  dire  en  même  temps  qu'on  ne  doit  jamais,  si  ce  n'est 
pour  abréger,  faire  des  substantifs  avec  des  adjectifs,  qui  sont  tou- 
jours relatifs  et  susceptibles  de  plus  et  de  moins.  Mais  vous  pouvez, 
me  l'avoir  entendu  dire,  car  je  m'amuse  à  répéter  cet  axiome  pour  la 
clarté  du  discours.  Ne  pourriez-vous,  dans  votre  prochain  numéro, 
en  rappelant  la  jNote  de  M.  R.  Hoppe,  signaler  la  préexistence  de 
la  même  idée  à  trente-cinq  ans  de  date.i^  Après  avoir  dit  que  je  fais 
remarquer  la  prévention  que  les  élèves  conçoivent  en  entendant 
parler  du  Calcul  infinitésimal  comme  d'une  espèce  de  mystère,  on 
pourrait  ajouter  que  j'insiste  surtout  sur  la  défectuosité  de  la  phra- 
séologie de  Vinfini  dans  les  trois  alinéas  suivants,  que  vous  met- 
triez tels  quels.  Au  surplus,  les  quelques  mots  d'introduction  se- 
raient à  votre  choix. 

»  Notez  qu'il  n'y  a  rien  de  semblable  dans  le  livre  de  M.  Cour- 
not, et  qu'en  1841  il  y  avait  quelque  hardiesse  à  énoncer  que  l'in- 
lîni,  pris  substantivement,  n'existe  pas,  du  moins  en  Mathéma- 
tiques. Cela  se  rattachait  d'ailleurs  à  mes  idées  sur  les  dérivées  et 
les  fonctions,  dont  vous  avez  bien  voulu  dire  un  mot.  \  ous  le  ver- 
rez sans  peine. 

»  Je  n'ai  pu  me  procurer  sur-le-champ  ce  Moniteur  du 
4  novembre  184^,  parce  que  la  maladie  me  tient  toujours  ren- 
fermé 5  enfin  on  me  l'a  trouvé.  J'avais  oublié  la  date  précise,  et  il 
fallait  chercher.  Voilà  pourquoi  ma  réclame  vous  arrive  si  tard. 

»  J.  Bien  AYMÉ.   » 

Paris,  21  août  1875. 

«  A  cette  prévention  il  convient  d'ajouter  l'elfet  produit  par 
l'appareil  d'une  phraséologie  nouvelle  et  beaucoup  moins  bien  fait»; 
que  ne  l'est  en  général  la  langue  des  Mathématiques,  \^exao\.  infini, 
pris  substantivement,  se  représente  partout.  C'est  une  sorte  d'abré- 
viation qui  a  eu  longtemps  de  graves  inconvénients  et  qui  a  peuplé 
d'idées  fausses  nombre  d'Ouvrages,  fort  bons  du  reste.  Le  fait  est 
([u'en  Mathématiques  ce  mot  n'a  de  sens  que  comme  adjectif.  Il 
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lu;  saurait  y  avoir,  eu  fait  cU;  uonibres  ou  de  grandeurs,  un  infini 
(ibsolu,  puisqu'à  lout  nouiljre,  quelque  grand  qu'on  prétende  le 
concevoir,  on  pourra  toujours  ajouter  un  autre  nombre,  :i  toute 
grandeur  une  autre  grandeur.  C'est  ce  que  dit  la  première  page  de 
tout  livre  d'Arillimétique.  Aussi  tout  le  monde  sent  sur-le-cliamj) 
l'obscurité  que  peut  répandre  dans  cette  science  l'usage  d'un  mot 
(pii  semble  représenter  une  idée,  alors  que  cette  idée  n'a  pas  d'exis- 
tence dans  la  science  dont  il  s'agit.  Sans  nul  doute,  l'introduction 
des  périphrases  qu'évite  le  mot  infini,  renonciation  exacte  des 
vraies  idées  qu'il  remplace  feraient  disparaître  comme  par  un  coup 
de  baguette  la  plupart  des  difficultés  du  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral. On  est  même  en  droit  de  dire  que  cette  réforme  de  langage 
aurait  prévenu  bien  des  erreurs. 

»  Malheureusement  les  géomètres  ont  tellement  fait  usage  de 
ce  Tnot  qu'il  y  a  presque  nécessité  à  le  conserver.  Il  faut  donc,  tout 
au  moins,  le  bien  définir,  le  circonscrire  dès  les  premiers  pas,  pen- 
dant qu'on  développe  la  transition  au  nouvel  ordre  d'idées  que 
l'étudiant  va  réunir  à  l'ensemble  des  conceptions  algébriques. 

»  Cette  transition  nous  a  paru  bien  ménagée  dans  le  Traité 
élémentaire  de  la  théorie  des  fonctions,  que  vient  de  publier  un 
ancien  élève  de  l'Ecole  Normale  consacré  depuis  longtemps  à  l'en- 
seignement universitaire,  M.  Cournot,  inspecteur  général  des 
études.  Ce  Traité  présente  avec  un  soin  particulier  les  idées  de 
fonctions  et  de  variables.  Il  fait  voir  que  le  Calcul  infinitésimal 
est,  sous  bien  des  rapports,  le  calcul  des  fonctions,  comme  Lagrange 
l'avait  si  bien  nommé.  Mais,  en  même  temps,  il  montre  comment 
cet  illustre  géomètre,  voulant  bannir  le  mot  infini,  avait  à  la  fois 
repoussé  les  idées  exactes  comme  les  idées  inexactes  que  ce  mot 
renferme,  de  sorte  que  Lagrange  était  tombé  dès  l'abord  dans  des 
aberrations  qui  surprennent  aujourd'hui.  Ainsi  Lagrange,  qui  ne 
veut  plus  de  cjuantités  infiniment  petites,  base  toute  sa  Théorie 
des  fonctions  analytiques  sur  une  série  dont  le  nombre  des  termes 
est  infini^  et  qui  n'est  finie,  en  somme,  qu'à  condition  de  ['infinie 
petitesse  de  chacun  de  ses  termes  sans  nombre,  si  bien  qu'il 
n'échappe  pas  au  genre  de  considérations  qu'il  annonçait  l'inten- 
tion d'éviter.  Et,  en  effet,  on  ne  saurait  se  soustraire  à  la  qualifica- 
tion d'opérations  sans  fin,  d'opérations  à  répéter  infiniment,  puis- 
qu'elle s'offre  dès  les  premières  notions  de  l'Arithmétique  \  seulement 
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il  faut  en  ^préciser  nettement  le  sens  et  la  valeur.  Mais  c'est  déjà 
trop  insister  sur  cette  idée.  Répétons,  toutefois,  que  c'est  le  sub- 
stantif m^«i,  et  non  l'adjectif  ou  l'adverbe,  qui  entraine  aux  idées 
fausses.  » 

(Extrait  du  Moniteur  du  !^  novembre  iS^i.) 


LETTRE  A  MONSIEUR  LE  REDACTEUR  DU  «  BULLETIN  ». 


Paris,  le  25  septembre  i'88o. 


Monsieur  le  Rêdacteuiu 


Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (fascicule  de  janvier 
1880)  contient  l'indication  de  quelques  erreurs  dans  les  Tables 
inatliématiques.  Permettez-moi  de  vous  signaler  dans  les  Tables, 
bien  connues,  de  Lambert  (^)  les  erreurs  suivantes  : 

[a)  Page  68,  les  compartiments  y  et  8  de  la  colonne  10  (gauche 
à  droite)  doivent  être  moditiés  ainsi  : 


3'J 


[b)  Page  69,   le  compartiment   5   de  la  colonne  11   (gauche  à 
droite)  doit  être  modifié  ainsi  ; 


79 
29 


(0)  Dans  la  Table  des  nombres  premiers,  page  1 17,  colonne  5,  il 
l'aut  supprimer  ioi5i()=:  11 -.839. 


(')  Zusutzc  zu   den    logarithmischen  und   trigonumetriscken  Tabellen.  etc.  Berlin, 
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(d)  Page  1 17,  colonne  5,  il  faut  supprimer  10 1 549  ^=  7-  ^9'  ^^3- 

(e)  Page  1 17,  colonne  6,  il  faut  supprimer  101993  =  29.  35 17. 
{/)  Page  i53,  colonne  9,  ligne  7,  lire  109862  au  lieu  de  109782. 
[g]  Page    160,  pour   logtangSy^    lire    i  12806042    au  lieu  de 

I 1280904a. 

(/«)Page  160,  ])onr sec.  85,  lire  1 14737 1 32,  au  lieu  de  1 147373 12. 

(i)  Page  184,  colonne  3,   1 12- =  12544  et  non  12344- 

(y)  Page  186,  437-=  190969  et  non  190961. 

(A)  Page  188,  995- =  990025  et  non  980025. 

(/)Page  189,  colonne  5,  995- =  990025  et  non  980025. 

(m)  Page  209,  v'7  =^  ^^  ^^  "«"  ^• 

Dans  l'édition  intitulée  :  J.-II.  Lambert,  Supplementa  2a- 
hidaiimi  Logarithmicaruin  et  Trigonometricarum ,  Olisipone, 
MDCCXCVIU,  les  faux  nombres  premiers  sont  supprimés;  le  faux 
carré  de  112  est  corrigé;  le  faux  carré  de  995  est  mentionné  dans 
V  El  rata  avec  les  fautes  (/'),  {g),  (A),  (/),  {k). 


Le  même  fascicule  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  con- 
tient un  article  intitulé  Extrait  du  ms.  n"  24237  du  fonds  français 
de  la  Bibliothèque  nationale. 

Ce  nis.  24237,  signalé  pour  la  première  fois  dans  la  Revue  philo- 
sophique (octobre  1877)  (*),  analysé  et  publié  en  extrait  dans  le 
Bullettino  de  M.  le  prince  Boncompagni  (  ^  ),  avait  soulevé  et  à  la  fois 
résolu,  dans  la  Revue  critique  du  i5  décembre  1877  (^),  une  inté- 
ressante question  d'histoire  littéraire.  11  eût  été  sans  doute  utile, 
peut-être  convenable,  de  citer  ces  travaux  antérieurs. 

Mais  ce  qui  était  certainement  h  considérer  avant  d'offrir  au 
Bulletin  le  «  problème  oii  il  est  besoin  d'adresse  »,  c'est  que  la  so- 
lution de  ce  problème  est  donnée  plus  complète  dans  \e!n  Nouveaux 
Eléments  de  Mathématiques  de  Prestet  (2^  édition,  t.  II,  p.  249). 


(')  Malehranchc  d'après  des  manuscrits  inédits  de  la  Bibliothèque  nationale, 
p.  4o5-/(i3.  Quelques  inexactitudes  de  détail  s'étaient  glissées  dans  cet  article;  elles 
ont  été  corrigées  dans  les  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Fermât. 

(')  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  de  Fermât,  etc.,  août  1879,  p.  564-565. 

{')  Sur  quelques  doutes  élei'és  à  propos  d'rpi^rammes  de  Racine  et  de  Boilcau, 
p.  373-37.J. 


■?-o  PHEMIÈRE   PARTIE. 

Voîri  ]:i  ic^produotion  exacte  du  passade  (  '  )  : 

V  QUESTION. 

PREMIER    CAS. 

19.   Pour  trouver  deux  grandeurs  dont  la  sonnue  soit  égale  à 
la  sojume  des  cubes. 

Ayant  nommé  la  ])remiére  c;,  et  la  seconde  } --,  régalité  sei-a 
"  -+-  yz  x;  r:'  H-  y^  z'K  Ou  i  -;-  ly  :o  izz  -^y^zz.  Et  divisant  de  part 

et  d'autre  par  izz  -\-  \jzz^  on  trouvera  l'égalité  —  x  i  —  ly  -\-jy'. 
Et  prenant  i^ — j  ou  j>^  —  r  pour -?  ou  pour  le  coté  du  quarré 
1  —  ^J-^  ^JJ\  l'égalité  sera  i  —  \j  -f-  ijj  co  v\>  —  iv>j  -hj)'- 
Ou   2Ç'>  —  I  7^  7D  IV  —  r.     Et    0   ^  •    Et    l'arbitraire    r    sera 


moindre  ou  plus  grande  c^ue  2,  et  surpassera  l'unité.  L'extrême 
facilité  et  la  pleine  étendue  de  cette  résolution  peuvent  faire  obser- 
ver en  passant,  non  seulement  combien  la  méthode  de  Diopliante 
et  de  ses  Commentateurs  est  imparfaite  et  défectueuse,  mais  encore 
combien  celle  de  Monsieur  De  Fermât  est  éloignée  de  la  simplicité, 
à  laquelle  une  juste  méthode  doit  toujours  se  réduire  :  puisqu'il 
avoué  que  la  question  qu'on  vient  de  proposer,  peut  être  diflicile- 
ment  résolue  par  une  méthode  générale.  «  Je  suis  surpris,  dit-il 
»  dans  sa  remarque  sur  la  même  question,  non  de  ce  que  Bachet 
»  n'a  point  apperceu  la  méthode  générale,  qui  est  sans  doute  diffi- 
»  cile;  mais  de  ce  qu'il  n'a  point  averti  le  Lecteur,  que  celle  qu'il 
»   expose  n'est  point  générale. 

Supposition. 

z  -i-rz  X)  z^  -i-r^z^.'.  oarbitraire. 

RésolutioTi  injinie. 

vv  —  I     (  ■?.  (■  —  I  ce  —  I 

_)■  7D X) zy  X 


(')  Dans  ce  passage  le  signe  »  indique  l'égalité.  IVous  nous  permettrons  de  ren- 
voyer, pour  ce  signe,  à  notre  Mémoire  Sur  l'origine  de  quelques  notations  mathéma- 
tiques (extrait  de  In  Revue  archéologique).  Didier,  1879,   p.  9. 
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Exemples. 

,        ,  8,5  8 

I  ■  RI  n         '  n 

^  1  t 

i    c  l3  ,  I25-+-  5l9. 

■,  Somme  z  -\-  zyr.  — ■  x>  c^  -h  3'  r^  X3 — -— • 

(3  5(8  5 

{         1  8(7  7 

\  ^  1 3         ,        ,   ,      5 1 2  -t- 1 0.5 

•  Somme  :;  -f-  c j  x x  :;'  4-  -^j'  x> ,^-r^ ■ 

(  7  ^43 


SECOND    CAS. 

20.  ^t  si  la  di^éronce  des  grandeurs  doit  égaler  celle  des  deux 
cubes. 

On  formera  la  résolution  de  la  même  sorte.  Et  afin  que  zy  ou  sa 

valeur puisse  surpasser  ::  ou  sa  valeur  — 5   il 

\r  -t-   II'  -t-  I   ^  ce  -1-  le  -4-  I 

suffira  que  le  numérateur  ^'i- —  i  surpasse  le  uuméraleiir  2  v'  +  i , 
ou  (*)  que  l'arbitraire  v  surpasse  i  -\-  \l'6. 

Supposition. 

j  )'c  —  c  X)  j)^c^  —  z^ .  ■  ('  arbitraire. 

Résolution  infinie. 
rc  —  I      I  IV  -{-  \  (T  —  I 

TX) <    3X ZY  -C  ■ • 


ce  -^  II'  -J-  I  Cl'  -(-  I  ('  -i-  I 


Exemple. 
\         ,  8    *  7  8 

■    ('  3D  3  .  r  X  -  •  •,   c  X  -V:  •  3  V  DO   — rr  • 

I  '        7    (  «3  lo 

l  „  I  .,    ,         ,      519-343 

•'   Reste  z\  —  :;  x  —  x  z'  H  —  c  x • 

/  ■  i3  "  2197 


C;  i(j.i. 
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21 .  Et  si  la  premîéie  grandeur  est  ajoutée  au  cube  de  la  se- 
conde, et  la  secoïide  au  cube  de  la  première  ;  afin  (jue  les  sommes 
soient  égales. 

Il  suffira  pour  rendre  la  résolution  positive,  que  l'arbitraire  »• 
surpasse  l'unité. 

Supposition. 

j  ;;•■'  -h yz  X)j^c^  T-  z.  j  ('arbitraire. 

Résolution  injînie. 

Cl'  I        I  ?.('+!  l'C  I 

y  x .      z  X> •  zy  X) 


21' +1      (  ce -H  If -+-  I        "         (■  (' -i-  I (' -h  I 

Exemple. 

i  3    I         5  3 

-,  Somme  z^  -^  jz  X)  z^  r^  -i-  z  y^  — y^  • 

Pour  le  second  problème  de  l'article  en  question,  on  en  rencontre 
un  millier  d'analogues  et  de  moins  faciles  dans  le  Diophantus 
redivivus  du  P.  de  Billy,  clans  les  Nouveaux  Elémens  de  Prestet, 
dans  les  manuscrits  d'Ozanain,  etc,  etc. 

Veuillez  agréer.  Monsieur  le  Rédacteur,  etc. 

C.  Hf.kuv. 
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B.  BONXOMPAGNT.  —  Cinq  Lettres  de  Sophie  Germain  a  Charles-Frédé- 
ric Gauss,  publiées  d'après  les  originaux  possédés  par  la  Société  royale  des 
Sciences  de  GÔUingen.  —  Berlin,  Institut  de  photolithographie  des  frères  Bur- 
chard,  imprimerie  de  Gustave  Schade  (Otto  Francke),  MDCCLXXX;  24  p. 
non  numérotées,  in-4°- 

De  ces  cinq  Lettres,  la  première  et  la  troisième,  datées  du 
21  novembre  i8o4ctdu  16  novembre  i8o5,  toutes  deux  signées 
Le  Blanc,  avaient  été  publiées  par  M.  Stupuy  d'après  des  brouil- 
lons conservés  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris  (  '  ).  M.  le  prince 
Boncompagni  les  réédite  aujourd'hui  et  avec  raison,  car  les  origi- 
naux de  ces  deux  Lettres  présentent  avec  les  brouillons  et  l'im- 
primé quelques  variantes  intéressantes.  ^Notons  en  particulier  dans 
la  première  des  Lettres  cette  utile  addition  à  la  page  3oo  de  l'édi- 
tion imprimée  :  «  En  relisant  le  Mémoire  de  ]\L  de  la  Grange 
(Berlin,  iyy5),  j'ai  vu  avec  étonnement  qu'il  n'a  pas  su  réduire  la 
quantité 

,,10  —m'  .v^  —  4  .î«  ;•-  -f-  7  5  V'  —  ^5.^2  ,^'  +  r'^  )  ,"- 

'.  p.  352)  à  la  lornic  /'-  —  1  !  «-,  car 

-  I  I  j'  .v^  —  4 •''''  ^'  +  "j  s'*  r*  ■ —  5  .s-  /■''  +  1^  ]  i~ 

I    .v'"—  ?. .  I  I  .v'";^  H-  I  I  I  5  -J-  ()'  r*^-—  \  i[s^  —^  {\s^''r  -f-  "J.v*/-^  -f-  65-/''+  r'^]. 

-  '    -^10  —  ?. .  I  I  v''/*  -r-  t  i-/-**-  —  II  (.v^  —  6.y^/-  -f-  Ç)s'*  f'  —  is'  i-'  -h  6  .v- r'^  H-  ;* 
f    (.y* —  I  I  SI''  )-  —  I  I  (s^  —  3a-  r-  —  /'•  ]-     (  "  ).  » 

La  quatrième  Lettre,  écrite  le  3o  février  i8oj,  a  été  publiée 
par  M.  Ernest  Schering  dans  les  additions  k  un  discours  pro- 
noncé lors  du  centenaire  de  Gauss  (^  ).  Elle  précède  immédiatement 
la  Lettre  de  Gauss  que  M.  le  prince  Boncompagni  a  récemment 
publiée  (  ').  «  En  me  rendant  compte  de  l'honorable  mission  dont 

(')  OEuvres  philosophiques  de  Sophie  Germain,  p.  298,  3o8. 
(-)  Lisez  i\[s^ — is'r' — r')/-^.  (Remarque  de  M.  le  prince  Boncompagni.) 
(')  Abhaiidhui^en  der  K.  Gcsellschaft  der  Wissenschaften  zu   Gotciiigen,   t.  XXII; 
'S77. 

f^')  T'oir  le  Bidleiin,  2"  série,  t.  III,  187g. 

liiill.  des  Sciences  mnthém.,  1"  Série,  t.   I\.  (Août   18S11.)  18 
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je  l'avais  chargé,  M.  Pernetty  ni'a  mandé  qu'il  vous  avait  fait  con- 
naître mon  nom;  cette  circonstance  me  détermine  à  vous  avouer 
que  je  ne  vous  suis  pas  aussi  parfaitement  inconnue  que  vous  le 
croyez,  mais  que,  craignant  le  ridicule  attaché  au  titre  de  femme 
savante,  j'ai  autrefois  emprunté  le  nom  de  M.  Le  Blanc  pour  vous 
écrire  et  vous  communiquer  des  jNotes  qui,  sans  doute,  ne  méri- 
taient pas  l'indulgence  avec  laquelle  vous  avez  bien  voulu  y  ré- 
pondre. »  C'est,  comme  on  vient  de  le  voir,  la  première  des  Lettres 
qui  soit  signée  Sophie  Germain.  L'écriture  y  est,  en  général,  plus 
lâchée  et  plus  svelte  que  dans  les  précédentes.  On  apprend  que  So- 
phie Germain  habitait  le  Marais  (rue  Sainte-Croix-de-Ia-Breton- 
nerie,  23).  L'adresse  porte  :  A  M.  le  D''  Gauss,  logé  chez  RitLer- 
St.einweg,  n°  1917,  à  Brunswick.  A  la  Lettre  était  jointe  une  Note 
dont  on  connaît  le  contenu  par  la  réponse  de  Gauss. 

La  première  des  deux  Lettres  inédites  est  datée  du  21  juillet  1 80") 
et  signée  Le  Blanc.  Cette  phrase  du  début  mérite  d'être  citée  : 
«  Vous  me  donnez  l'espérance  de  vous  entretenir  avec  moi  de  l'ob- 
jet de  vos  études  ;  rien  au  monde  ne  pourrait  me  faire  plus  de 
plaisir  qu'une  semblable  correspondance.  »  Gauss  avait  écrit  dans 
hi  n°  267  de  ses  Disquisitiones  arithmeticœ  (*  )  :  «  iNous  excluons 
de  nos  recherches  les  formes  ternaires  dont  le  déterminant  est  o,  que 
nous  traiterons  plus  en  détail  dans  une  autre  occasion  et  qui  ne  sont 
ternaires  qu'en  apparence,  se  réduisant,  comme  on  le  verra,  à  des 
formes  binaires  (-).  ))  Sophie  Germain  lui  annonce  qu'elle  a  fait 


(')  Nous  citons  la  traduction  française  de  Poiillot-Detisle,  nui  «levait  paraître  deux 
ans  après. 

(')  Rappelons  qu'on  nomme  : 
j"  Former  hinairex  les  fonctions 

a.r'-\-  ■în'xx'-h  a" x'-, 

dans  lesquelles  a,  a',  n"  représentent  des  nombres  entiers,  x,  x'  deux  indëlerniinées: 
2°  Formes  ternaires  les  fonctions 

nx--^  n' x'^ -i-  n" x"--+-  ibx' x" -\-  2/>' xz" -+-  2Ù"xx', 

dans  lesquelles  a,  n\  a"  ;  h,  li\  h"  représentent  des  nombres  entiers,  x,  x' ,  x"  trois 
indéterminées; 

3"  Dcterniinant  tic  ces  formes  le  nombre 

ab'  -+■  a  b''-+-  a"  b"'  —  <ifi'  a"  —  7  bb'  l/' . 
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cette  réduclion.  \  iennent  ensuite  quelques  renseignements  sur  un 
libraire  infidèle  à  ses  engagements  vis-à-vis  de  Gauss,  un  excellent 
résumé  du  quatrième  Volume  de  la  Mécanufae  céleste  deLaplace, 
enfin  une]Notice  sur  le  travail  de  Legendre  consacré  à  la  détermi- 
nation des  orbites  des  comètes. 

La  seconde  Lettre  inédite,  la  dernière  de  la  publication,  est  la 
plus  importante.  Accompagnée  d'un  essai  de  démonstration  (encore 
inédit)  des  trois  tliéorèmes  sur  les  résidus  énoncés  par  Gauss  ('), 
elle  est  spécialement  consacrée  aux  résidus  des  puissances  plus 
grandes  que  le  carré;  elle  porte  la  date  du  "27  juin  i8oy.  Voici  les 
cinq  propositions  que  Sophie  Germain  soumet  au  jugement  de  l'il- 
lustre géomètre  ; 

i"  p  étant  un  noiûbre  premier,  si  q  est  un  nombre  premier  à 
p  —  I ,  tous  les  nombres  de  la  série  i ,  2. ...,/;  ^  i  seront  résidus 
puissance  y'*"*"  (mod.  /;). 

1^  Si  l'on  a  au  contraire /?  — i  =  //%  il  y  aura,  parmi  les  (/^nombres 
1 ,  2, .  .  . ,  </' résidus  et  (</  —  i)s  non  résidus,  puissance «^''""''(mod.  p). 

3°  Le  produit  de  a ^ /'"  par  h  ^  /"  est  ou  n'est  pas  résidu  puis^ 
sance  (y'*""®  (mod.  p)  suivant  que  ni -+- n  est  ou  n'est  pas  ^  o 
(mod.  (/ j. 

4*^  Si  l'on  désigne  par  a"',  </,  </, ...  les  dillerents  facteurs  de  k 
dans  /?=  2A -4-  i,  —  i  sera  résidu  puissance  (a"'"'  yéme^  ^'«""o^  ^/ième 
(mod./;). 

5°  Pour  les  nombres  premiers  2-'  -f-  i,  2  est  résidu  (2-'"'"'  )'""" 
puissance. 

Le  théorème  (2)  est  particulièrement  important;  on  le  trouve 
sous  une  forme  assez  différente  dans  le  n"  310  du  Cours  fV ^Isèbre 
supérieure  de  M.  Serret. 

Grâce  à  la  publication  que  nous  venons  de  brièvement  résumer, 
les  lacunes  que  présentait  jusqu'ici  la  correspondance  de  Gauss  etde 
Sophie  Germain  sont  comblées  en  partie  :  nous  disons  en  partie,  car 
la  plus  récente  de  ces  cinq  Lettres  porte  la  date  du  2j  juin  1807; 
or  Sophie  Germain  est  morte  en  i83£ .  3*ous  pourrions  donc  vi'ai- 
semblablement  affirmer  l'existence  de  Lettres  postérieures,  si  nous 


(')   Lettera    'médita  d'i  Carlo-Federico  Gaiis.i  a  Sofia  Germain.   Fireiize.  aiitorjralia 
Acliillo  Paris.  1879. 
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n'étions   d'ailleurs  autorisés  par  une  gracieuse  communication  à 
dire  qu'il  y  a  encore  à  Goettingue  d'autres  Lettres  inédites  (  '  ). 

Espérons  que  ces  Lettres  recevront  bientôt  comme  leurs  ainées 
l'honneur  d'une  de  ces  luxueuses  publications  dont  M.  le  prince 
Boncompagni  enrichit  la  bibliographie  mathématique.        C.  H. 


G.  GO VI.  —  Intouno  all\  dat\  di  un  discorso  ixedito  proxuxciato  d\  Fe- 
derico Cesi,  fondatore  Dell'  Accademia  dei  Lincei.  —  Ronna,- Salviucci, 
1880  (extrait  des  Atti  dclla  R.  Accademia  dei  Lincri).  ln-4°,  20  pages. 

G.  GOVI.  —  Su  ALCUNE  LeTTERE  INEDITE  DI  LaGRANGE  PUBR.  DAL  BoNCOMPAGNI 

(extrait  des  Rendicnnli  deW  Accademia  délie  Scienze  di  Napoli,  juin  i< 


C'est  en  parcourant  le  Catalogue  des  manuscrits  possédés  par  la 
Bibliolhècjue  de  Naples  que  M.  G.  Govi  a  eu  le  bonheur  de  trouver 
le  discours  du  prince  Cesi  dont  il  est  c|uestion  dans  le  premier  Mé- 
moire. Intitulé  Del  Jiat lirai  desiderio  di  saper e  e  Institudone  de' 
Lincei  per  adenipiinento  di  esto,  ce  document  fait  partie  d'un  ma- 
nuscrit qui  a  pour  titre  :  Lidicatio  pïiilosopliicoriim  Operiiiu  qiiœ 
Federiciis  Ccesius  Lj  nceiis  Princeps  I.  Fed.  F.  Princ.  etc.  sibi 
condixit.  I\L  Govi  le  présente  à  l'Académie  et  le  publie,  «  non  à 
cause  de  la  nouveauté  du  sujet,  non  pour  le  style,  mais  parce  qu'il 
a  été  composé  par  notre  fondateur  et  prononcé  par  lui  dans  une 
séance  soleinielle  à  laquelle  était  présent  le  plus  glorieux  de  nos 
prédécesseurs,  l'immortel  Galilée  ».  L'argumentation  à  laquelle  le 
savant  éditeur  se  livre  pour  prouver  cette  dernière  assertion  et  pla- 
cer la  lecture  de  ce  discours  le  26  janvier  i6'i6,  peu  de  temps  apiès 
l'arrivée  de  Galilée  à  Pioine,  est  fort  remarquable.  Voici  l'argument 
décisif:  M.  Govi  a  découvert  et  présenté  en  18^6  à  l'Académie  dei 


(')  Cet  ai'ticle  était  im[trinié  lorsque  nous  avons  reçu  de  IM.  le  professeur  Anjjelo 
Genocchi  une  savante  Notice  extraite  des  Actes  de  l'Académie  des  Sciences  de  Turin 
(séance  du  20  juin  1880),  et  intitulée  :  //  cartei^gio  di  Sofia  Germain  e  Carlo  Fede- 
rico Gauss.  Dans  ce  tvavail  on  trouvei-a  d'importants  renseignements,  non  seulement 
sur  les  manuscrits  inédits  de  Sophie  Germain,  possédés  par  la  Société  Royale  de  Got- 
tingen,  mais  encore  des  éclaircissements  sur  plusieurs  points  de  l'histoire  de  la  théorie 
des  nombres,  jiarticulièrement  sur  des  mannsci-its  récemment  publiés  de  Fermât. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  277 

Lincei  tics  procès-verbaux  de  Jean  Faber,  le  secrétaire  del  Lincei. 
Or,  un  de  ces  procès-verbaux  renferme  le  compte  rendu  d  un  Dis- 
cours dont  les  termes  concordent  parfaitement  avec  le  Discours  du 
prince  Cesi.  On  doit  féliciter  vivement  M.  Govi  d'avoir  retrouvé  ce 
document,  qui  complète  lieureusement  les  beaux  Mémoires  du 
prince  Odescalclii  sur  le  prince  Cesi  et  l'Académie  dei  Lincei. 

Le  second  Mémoire  dont  nous  avons  inscrit  le  titre  en  tète  de  ces 
lignes  est  consacré  à  des  publications  dont  il  a  été  rendu  compte  à 
plusieurs  reprises  dans  ce  Recueil .  C.   H. 


SOPHIE  GERMAIN.  —  Mkmoirk  sur  licmploi  dk  l'épai!«seur  dans  \.k  théorie 
DES  SURFACES  ÉLASTIQUES.  Paris,  Gauthler-Villars,  1880;  64  pages  in-'j". 

Ce  Mémoire  a  été  découvert  par  M.  Georges  de  Courcel  dans  les 
pa])iers  de  Px'ony,  conservés  à  la  Bibliothèque  de  l'Ecole  des  Ponts 
cl  Ciiaussées.  Un  passage  des  Remarques  sur  la  nature,  les  homes 
et  l'étendue  delà  question  des  surfaces  élastiques,  par  Sophie  Ger- 
main, et  un  extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  V ^4cadémie 
des  sciences  \\\\  en  avaient  révélé  l'existence.  M.  de  Courcel  a  enriclii 
l'oeuvre  inédite  de  nombreuses  notes  bibliogiaphiques  et  l'a  éclairée 
par  de  judicieux  emprunts  à  la  correspondance  de  Sophie  Germain. 
Signalons  dans  l'Appendice  une  Lettre  inédite,  adressée  par  la  cé- 
lèbre géomètre  à  l'Académie,  concernant  les  expériences  de  \\  heat- 
stone  sur  les  vibrations  des  plaques  élastiques.  L'éditeur  a  dû  l'aire 
revenir  du  British  Muséum  la  copie  de  cet  important  document. 
Une  Lettre  inédite  au  chimiste  d'Arcel,  publiée  d'après  des  papiers 
de  famille,  mérite  également  d'être  signalée.  Enfin,  quelques  Lettres 
publiées  dans  l'édition  de  M.  Stupuy  ou  dans  la  Revue  philoso- 
phique (décembre  1879)  ont  été  également  reproduites. 

C.  H. 
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MÉLANGES. 

SUR  UNE  CLASSE  DE  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES,  PROVENANT 
DE  L'INVERSION  DES  INTÉGRALES  DES  SOLUTIONS  DES  ÉQUATIONS  DIF- 
FÉRENTIELLES LINÉAIRES  A  COEFFICIENTS  RATIONNELS; 

Pau  m.  L.  FUCHS,  à  Heidelberg. 

Traduit  par  M.  STEPHAINOS. 

De  même  que  les  fonctions  de  plusieurs  variables,  appelées  ahé- 
liennes^  doivent  leur  naissance  aux  intégrales  des  fonctions  algé- 
briques quand  on  considère,  d'après  lexeniple  de  Jacobi,  les  limites 
supérieures  de  p  intégrales  d'une  fonction  algébrique  convenable 
comme  fonctions  de  la  somme  de  ces  intégrales  et  d'autres  p  —  i 
sommes  semblablcment  formées,  de  même  on  obtient,  comme  je  le 
démontre  dans  le  présent  travail,  une  nouvelle  classe  de  Ibnctions 
de  plusieurs  variables  en  prenant  pour  base  les  intégrales  des  solu- 
tions des  équations  dilférentiellcs  linéaires  à  coeflicients  ration- 
nels. 

Je  me  suis  posé  d'abord  la  question  d'examiner  la  nature  des 
solutions  d'une  é([uation  ditlërentielle  linéaire  et  homogène  du 
/«'*'"*'  ordre  pour  le  cas  où  les  équations 

OÙ  t,\-)  ^2i  •  •  -1  0"  ^*^^^^  des  constantes  et  où  Jy  [z)^  f-^^z)^  .  .  ., 
fm{^)  constituent  un  système  fondamental  de  solutions  de  l'équa- 
tion différentielle,  doivent  définir  r,,  Zo,  .  .  .,  ^w  comme  fonctions 
analytiques  de  U\  y  ii-2,  .  .  • ,  Um. 

J'ai  obtenu  la  résolution  de  cette  question  pour  les  équations 
différentielles  du  second  ordre,  et  je  me  propose  de  présenter  dans 
ce  qui  suit  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu. 

Pour  des  développements  ultérieurs  sur  les  fonctions  ici  définies, 
et  surtout  povir  leur  représentation  analytique,  on  aura  à  se  rap- 
porter  aux  relations  que  j'ai  données,  dans  un  travail  inséré  au 
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loiiie  75  du  Journal  de  Borchardt,  p.  177  ('  ),  pour  les  intégrales 
des  solutions  d'une  équation  différentielle  linéaire,  prises  entre  deux 
points  singuliers  de  cette  équation. 

Les  résultats  du  présent  travail  ont  déjà  été  communiqués,  le  4 
de  ce  mois,  à  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Gottingue. 

I. 

Considérons  une  équation  différentielle 

'l~  y         ih'       « 
(A)  _^  +  P-^  +  Q^-==o, 

dont  les  coefficients  P,  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  z^  qui 
soit  telle  que  ses  intégrales  aient  par  rapport  à  tout  point  singulier  a 
la  propriété  que,  multipliées  par  une  puissance  de  ^  —  «,  elles  ne 
deviennent  ni  nulles  ni  infinies  pour  z=a  {  voir  mon  Mémoire, 
t.  66  du  Journal  de  Borchardt,  p.  i4^). 
Soit 

un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  (A);  alors 

u;=  f   f{z)dz,      h;=  f  '.[z)dz, 

où  Zq  désigne  une  valeur  arbitraire,  formeront,  avec  une  constante 
que  nous  prendrons  égale  à  c,  un  système  fondamental  d'intégrales 
de  l'équation  différentielle 

Un  changement  du  chemin  d'intégration  changerait  respective- 
ment w, ,  ivo  en  -Kv\  ,  vv'., ,  tels  que 

i     "''1  =  «11  "'1  -+-  «12»'2  +  i^l^, 

"    «',  ^  ^■•2ï^'^i  ~r-  «22 "'2  +  ra^i 

a, ,,  •  •  • ,  y-yx"  l3i,  iSo  désignant  des  constantes. 

(')  Voir  Bulletin,   1"  scrio,  p.  233-236. 
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Le  même  cliaugenient  decliemin  remplace  respecLivenu-iil  }  ,,  i^ 

3/aintenant ,  au  moyen  des  cqiiatiojis 

OÙ  "(il  ^2  sont  des  italeurs  arbitraires  fixes,  mais  diïférant  des 
points  singuliers  de  V é(juation  (A\  en  même  temps  que J {X,\)-i 
f{^(,i)i  9(C0'  ?('^-)  ^'^^  '■^'^'^  valeurs  données,  définissons  z^^  z-i 
comme  fonctions  de  z<i,  u^  et  cherchons  quelles  propriétés  doivent 
auoirf(^z)^Cf[z)  pour  que  z^,  z.^  soient  des  fonctions  analytiques 
détermiîiées  desdites  variables . 

Supposons  que  les  chemins  d'intégration  joignant  les  mêmes 
valeurs  de  z  soient  coïncidents  pour  les  deux  équations. 

Faisons  passer  par  chacun  des  points  singuliers  <7,,  «o,  .  .  . ,  «^  de 
l'équation  (A)  une  coupure  quelconque  jusqu'à  l'infini;  soit  dési- 
gnée par  qi  la  coupure  correspondant  à  «,.  Ces  coupures  ne  doivent 
se  croiser  ni  avec  elles-mêmes  ni  entre  elles.  Que  le  plan  des  va- 
riables complexes  z  ainsi  découpé  soit  désigné  par  T'.  Si  toutes  les 
intégrales  qui  figurent  dans  (B)  franchissent  une  même  coupure  qi 
un  nombre  égal  de  fois  et  dans  des  sens  identiques,  toute  variation 
du  chemin  de  l'intégration  changera  u^  en  a^ ,  U\  -h  a,o»^-|-  (3,  c,  u-^ 
en  ao)  "i  -+-  aooWa-H  {^2'^  si  par  cette  variation  de  chemin  )  i,  j)^o  su- 
bissent la  substitution 

\«21         «22/ 

Lesquantités  jS, ,  [îo  ont  des  valeurs  déterminées  lorsque  le  chan- 
gement du  chemin  d'intégration  est  déterminé. 
Soient  maintenant 

(C)  -  z^=Y^[u^,u.),     3.=  F.  («1,  «.)  j 
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CCS  fonctions  F,  ctFo  jouissent  de  In  propriété  suivante  : 

/     F^'^V-iilly-T-  Ot-i^Uo-h  [^iC,    «21  "1  H~  ^^-22  "2  ~t~  ^2*")  ^=^  F2  ("l>  "2  ^  • 

Les  fonctions  F)  et  Fo  admettent  en  outre  généralement  la  même 
valeur  pour  une  infinité  d'autres  valeurs  de  f<| ,  11.2^  comme  il  résulte 
de  ce  qu'on  peut  laisser  invariable  le  chemin  d'intégration  de  ^o  à 
Z.2  OU  bien  celui  de  1^,  à  z,^  en  faisant  varier  l'autre. 

11. 

Nous  allons  maintenant  supposer  cjue  l'équation  (A)  n'ait  que 
des  points  essentiellement  singuliers,  c'est-à-dire  que  ses  coeffi- 
cients ne  deviennent  infinis  que  pour  des  points  auxquels  l'inté- 
grale générale  devient  discontinue  ou  subit  une  ramification.  De 
plus,  que  les  racines  des  équations  fondamentales  déterminatrices 
correspondant  à  chacun  de  ces  points  singuliers  soient  des  nombres 
réels  et  rationnels,  et  en  outre,  conformément  à  mon  Mémoire 
(t.  76  du  Journal  de  Bovcliardt,  p.  184),  diilérents  entre  eux,  né- 
gatifs et  plus  petits  en  valeur  absolue  que  l'unité. 

Au  contraire,  que  les  racines  de  l'équation  fondamentale  détenni- 
natrice  correspondant  à  ::  =^  00  soient  des  nombres  réels  et  ration- 
nels, diliérents  entre  eux  et  plus  grands  que  l'unité  positive. 

Les  quantités  r,,  z.^  qui  figurent  dans  les  équations  (B)  peuvent 
alors  coïncider,  pour  des  valeurs  finies  de  z/|,  «o,  avec  des  points 
singuliers  de  l'équation  (A)  ou  avec  le  point  à  l'infini. 

Les  fonctions  j^,,  -o  des  variables  indépendantes  z^,,  u.^  définies 
par  les  équations  (B),  satisfont  aux  équations  dillérentielles 

où 

?(^l)         ?(22) 

Lorsque  «,,  Uj,  partant  des  valeurs  o,  o,  suivent  des  chemins  ar- 
bitraires et  indépendants  entre  eux,  il  arrive,  d'après  les  principes 
développés  par  MM.  Briot  et  Bouquet  (voir  Bulletin  des  Sciences 
nialliènialiques ,  t.  IIJ,  p.  265,  et  Baiox,  Théorie  des  fondions  ahé- 
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Hennés,  p.  jg),  que^,,  Zo,  partant  des  valeurs  (^, ,  T^,  s'avancent  d'une 
manière  continue  sur  des  chemins  correspondants  et  restent  lio- 
lomorplies  au  voisinage  des  valeurs  parcourues  de  m,,  «ai  jusqu'à 
ce  que   Z(,   z.^   soient  devenus  infinis   ou   soient  parvenus   à  des 

valeurs    pour    lesquelles    -'-»'■         ->    L±-ll,    ry-'n   ^yf^i^i^Q^i  dgg 

valeurs  qui  ne  sont  pas  toutes  finies  et  déterminées. 

Cette  dernière  circonstance  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsqu'une  avi 
moins  des  quantités  Zt ,  Zo  s'approche  d'un  point  singulier  de  l'équa- 
tion (A)  ou  du  point  à  l'inlini ,  ou  bien  lorsque  ces  quantités 
atteignent  des  valeurs  satisfaisant  à  l'équation  A=  o. 

m. 

Considérons  d'abord  le  cas  où,  pour  u,  =  v,  et  «0=  ^25  ^i  coïn- 
cide avec  un  point  singulier  de  l'équation  (A)  elZ2  avec  un  point  Z> 
non  singulier  et  situé  en  distance  finie,  sans  que  pourtant  l'équa- 
tion 

(F)  Ûïl}  =  fif^ 

soit  satisfaite  par  z,  =  a^  -^  =  ^• 
Si  l'on  pose 

on  aura,  d'après  mon  Mémoire  (t.  6(5  du  Journal  de  Borchardi, 
p.  iSp),  aux  environs  de  «, 

où  /•, ,  r^  sont  les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminatrice 
correspondant  art,  c^^,  .  .  .,Co2  des  constantes,  et  g'((w,),  g'î[Wi) 
des  fonctions  holomorphes  au  voisinage  de  «  et  telles  queg)(o), 
^2(0)  soient  différents  de  zéro. 

Au  contraire,  on  a,  aux  environs  de  ^0=  ^-'•1 

,s  ( /(-2)=  7o-^-yi"'2  + V2»1 +■ .., 

(2)  I  ^         ^ 

l  ?  (Z2)  =  7o  +  Vi  "'2  +  72  "'2  -^  •  •  •  1 
7/1  y'(  étanl  des  constantes  déterminées. 
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On  aura,  par  conséquent, 

(3)  A  =  n-'j.G,  ((.■,,  »■,)  +  »'',-^G2  ('<•!,  <v,], 

OÙ  G|,  Go  désignent  des  fonctions  de  tv,,  Wo  respectivement  Iiolo- 
morplies  aux  environs  de  ^v,  =  o,  ^1',=  o. 

Soit  /'o^  '"i  • 

Puisque  ^,  =  «,  z.2=^  b  ne  satisfont  pas  à  l'équation  (F),  la  quan- 
tité 

G,  (o,  o)  =  gi[o)  [qr/V—  c,iVo] 

doit  être  diiïé rente  de  zéro. 

11    résulte  de  là   que  Aw~''  est  iini  et  dillérent  de  zéro  pour 
-IV,  =  o,  W2=^  o. 

Soient  maintenant,  d'après  le  numéro  précédent, 

/■=-^,      /-,  =  --% 
'  n  '  Il 

où  Â",,  Ao,  /z  désignent  des  nombres  positifs  entiers,  dont  les  deux 
premiers  sont  plus  petits  que  n^  et  posons 


Les  équations  (E)  se  transforment  ainsi  en 

[    rit"-^  \chz='j[iv^_-\-  b)  (lu  i—f!  n'2  +  b  )  du.,, 

Si  nous  supposons  donc  que 

Ai>  n  —  I, 
c'est-à-dire,  à  cause  de  Ai  <^  7i,  que 

/■  j  Z=  /z  —  I  , 
1  1  .       dt       Ôt      (JM'.,     ôiv.,      ,      ,  -,         ,  .  ,  ,. 

les  valeurs  de  -r — ■,  ~ —  -,  —— ^^  -— ^  résultant  des  équations    A    seront 
ôui     on,    OUi     d«2 

des  fonctions  holomorplies  de  t,  W2  aux  environs  de  t  =  o,  tVi.=  o. 

De  là,  il  s'ensuit  que  ^,  et  "2  sont  des  fonctions  holomorplies  de 

iif ,  u-2  aux  environs  des  valeurs  Uf  =  v^ ,  u-,  =  i-'o. 
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IV. 


Considérons  niaintcuaiit  Je  cas  où,  pour  U\  =  i', ,  //2=  v\^  les  ^i, 
Z-,  coïncident  respectivement  avec  deux  points  singuliers  ditliérents 
r/,,  «2  de  l'équation  (A),  sans  que  toutefois  l'équation  (F)  soit  satis- 
faite par  Zi  =:  <^<i ,  ~2  =  '^i- 

Soient  /'ii,  '12  l*^s  racines  de  l'équation  fondamentale  détermi- 
natrice  correspondant  à  «,  et/'2i,  t'-2-i  eelles  de  l'équation  corres- 
pondant à  <7o,  et  posons,  en  conformité  avec  les  deux  numéros 
précédents, 


I  / 

«  1  "  // 


t    r„,  =  —  I  H 5       /•.,.,=  —  I  H ^1 

/i ,  /o,  «I ,  Ji-y  étant  des  nombres  entiers  positifs,  et  /(  ^  i ,  /a^  i 
Eu  posant  de  nouveau 

on  aura,  à  l'instar  des  équations  (i)  du  §  III, 

f{zj)  —  Cii  (t-;-"  o-j  (  (Cl  )  +  r,,«v'i'-:  0-2  (a'i  ), 

?  (-1  )  =  '-il»'',"  S'i  ("'l)  -^  ^22"'l'\^"2  («-l  ). 

/(  ^2  )  =  ^11  "'Ç"  ^1  (  "'2  )  +  ''U  »'o-='-  /'2  (  "'2  ), 

'\     y  (  ^2  )  =  ^21  <t';,-^='  /il  (  (l'2  )  +  e^,_  H''^^  //2  (  H'2  )  , 


oncu^  .  .  .  ,C2î^  e,  n  •  •  •  ,^22  sont  des  constantes,  ot  g'i  (  w,  ),  §'2(w,  j, 
/î,  (^V2),  /'2(^V2)  des  fonctions  liolomorplies  au  voisinage  de  w,  =  o 
ou  de  -1^2=0,  et  qui  ne  s'annulent  pas  pour  w,  =  o  ou  pour 
w-,=  o.  A  prend  maintenant  la  forme 

I        _l_„.'jHa''^'-;iG2,((ri,  (i-.,)  -f-  'i''V:(i'^'-=G22  ("'i,  "'2)» 

où(j/a(iv,,  ^^2)  sont  des  fonctions  liolomorplies  de  w,,  iVo  aux  en- 
virons de  ^v,  =:  o,  iVo  =  <). 
Maintenant 

G,,(o,  0)=:r(rnt',i—  fiif.,i)à'i(o)/-!j(o; 
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est  ditl'érent  de  zéro,  car  autrement  l'équation  (F)  serait  satisfaite 
par  ~|  =  rt| ,  z.2  =  n-ii  contrairement  à  notre  supposition  . 

11  suit  de  là  que  Aw7''mv~''='  est  fini  et  diflérent  de  zéro  pour 
■\v^  -~  o,  iVo^  o. 

En  substituant  dans  les  équations  (E) 

dt.      ât.       dt^     âty  1      r         '         I     1  1 

on  reconnaît  que -7 — •,  ■ — •>    -—^^-^'  sont  des  lonctions  iioloinorpnes 
^        àui     Ou,      ôiii     Ou. y  ^ 

de  f,,  fo  aux  environs  de  £,  =  o,  ?2  =  o,  d'où  il  résulte  que  /,,  /o, 

et  par  conséquent   z,,  Zo,   sont  des  fonctions  holoniorplics  de  /i,, 

u.y  aux  environs  de  //,  =  v^i,  «>=  r... 

Soient  ^c,,  po  les  racines  de  léquatiou  fondamentale  déterinina- 

Irice  qui  correspond  à  z  :=  co   pour  l'équation  (A),  et  posons 

•î]  .V., 

«  '  n 

oÙ5,,.vo,  H  sont  des  nombres  positifs  entiers  et  tels  que^^^  v,  ^  u 
[voir  %  M). 

Nous  supposerons  maintenant  qu(? 

(4)  *i  =  «-i-i. 

Sous  le  bénéfice  de  cette  supposition,  on  démontrerait,  comme 
dans  les  cas  du  précédent  et  du  présent  paragraphe,  que  z^^  z-y 
demeurent  uniforme,  même  dans  le  voisinage  de  valeurs  de  u,, 
«2  pour  lesquelles  z^  devient  infini  et  z-y  vient  à  coïncider  avec  un 
point  «singulier  de  l'éqviation  (A),  ou  bien  non  singulier,  tant  que 
l'équation  (F)  n'est  pas  satisfaite  pour  ;:,  :=  oc  ,  -o=  «. 

En  joignant  les  résultats  de  ces  deux  derniers  paragraphes,  on  ob- 
tient la  proposition  : 

Lorsque  pour  tout  point  singulier  de  l' équation  (A)  les  racines 
/',,  r.y  de  V  équation  fondamentale  déterniinatrice  correspondante 
sont  de  la  forme 

(G  /■,  =  — iH — »        /•.->= — I  -I — 

n  '  Il 

\n  et  l  étant  des  nond>ies  positifs  entiers,  /^-  i  ),   tandis  que   les 
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racines  pi,  pu  do.  l' cciiialion  fondanieiiLalc  délenniiinlrice  covres- 

pondanl  à  z  =  ce   sont  de  la  forme 


G')  pi  =  i  +  -,     p,= 


[net  l  étant  des  nombres  positifs  entiers,  /^  i),  les  fonctions  c,, 
5o  seront  des  fonctions  uniformes  de  /i, ,  »o  aux  ejwirons  de  toutes 
les  valeurs  de  ces  variables,  pour  lesquelles  z^^  z^  ne  viennent 
pas  à  coïncider  avec  des  points  satisfaisant  à  l' équation  (F). 

V. 

Soient /'(c:),  cj)(s)  deux  intégrales  arbitraires  de  l'équation  (A). 
On  aura,  aux  environs  d'un  point  singulier  a, 

f[z)  =  c,,{z  -  ay\  g,[z]^  c,,[z  -  aY-^§,[z), 

-o[z)  =  c,,[z  -  a)'\  g,[z)  +  c,.,[z  -  aY'.  g,_[z), 

OÙ  /•,,  /'o  (/••2^  '"i  )  sont  les  racines  de  l'écjuation  fondamentale  tlé- 
terminatriee  correspondant  à  «,  c,,-,  •  •  -tC-^i  des  constantes  dillé- 
rentes  de  zéro,  et  g^  (:;),  gi{^)  tles  fonctions  holomorplies  aux  en- 
virons de  a  et  telles  que  g,  (a),  g2{n)  soient  différents  de  zéro. 

Il  sera  supposé  constamment  dans  le  présent  travail  que  le  déve- 
loppement d'une  intégrale  de  l'équation  (A)  aux  empirons  d'un 
point  singulier  ou  du  point  à  l'infini  ne  contient  pas  de  loga- 
rithme. 

Si  l'on  pose 

-■^' 

on  aura,  pour  -  =  a,  ^  =  —  5  qui  sera  ainsi  lini  et  différent  de  zéro. 

'"21 

On  voit  de  même  que,  pour  -  =  go  ,  (^  sera  aussi  iini  et  différent  de 
zéro. 

Définissons  maintenant,  d'après  l'équation  (H),  z  comme  fonction 

de  Ç. 

Supposons  qu'à  une  valeur  arbitraire  Çq  ^^  ^  corresponde  une 
valeur  Zq  de  z.  En  partant  de  ce  couple  de  valeurs,  on  peut  pour- 
suivre la  fonction  z  sur  le  plan  des  ^,  ce  qui  s'elfectue  à  laide  de 
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l'équation 

à  laquelle  z  satisfait  (  z'o//' mon  iNIémoirc,  t.  OGdu  Journal  de  Bor^ 
cliardl,  p.  128),  et  dans  laquelle 

La  quantité  C  a  une  valeur  constante  et  déterminée  si  y  (:;),  9(2) 
désignent  des  solutions  déterminées  des  équations  (A). 

Les  valeurs  de  ^  pour  lesquelles  z  peut  cesser  d  èlre  holoinorplie 
sont,  en  dehors  de  '{^  =  00  ,  les  valeurs  de  cette  variable  pour  les- 
quelles z  coïncide  avec  un  point  singulier  de  l'équation  (A)  ou  bien 
devient  infini. 

Supposons  d'abord  que,  pour  ';^  =  ^,,  z  coïncide  avec  un  point 
singulier  a  de  l'équation  (A),  et  soient  /),  /^  les  racines  de  l'équa- 
tion fondamentale  déterniinatrice  correspondant  à  «,  racines  qui 
satisfont  aux  conditions  (G). 

On  a  (^;o^7■  mon  Mémoire,  t.QQdnJour/ialde  Borcha/dt,  p.  i43), 
aux  environs  de  a, 

F(z)  —  (z  — a) '-.+'■.-'■/;  (3), 

où  73  (r)  est  une  fonction   holomorplie  aux   environs  de  «  et  diffé- 
rente de  zéro  pour  z  =  a. 
Si  maintenant  on  a  d'abord 

(  2  )  /•,  =:  r,  4-  I  , 

il  résulte  de  l'équation  (J)  que  ~  est  liolomorpîie  aux  environs  de 
>^  =  {^1  ;  mais,  si  l'équation  (2)  n'a  pas  lieu,  en  substituant  dans 
l'équation  (J) 

:■  —  a  =  t^, 

on  obtient 

oùi|/(£),  rt[t)  sont  holomorphes  aux  environs  de  /  =  o,  et  dont  le 
quotient  ne  devient  ni  nul  ni  défini  pour  t  =  o. 
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Eli  prcnanl  dans  ce  cas 

(4)  ^  =  -' 

il  résulte  de  l'équation  (3)  que  /  et  par  conséquent  z  sont  liolo- 
morpiies  dans  le  voisinage  de  *(  =  '{^j. 

Supposons  en  second  lieu  que,  pour  (^  =  '(^^^  z  devienne  infini,  et 
soient  Cl,  ^2  les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminatrice 
correspondant  à  -  ^=  oo  ,  racines  qui  satisfont  aux  relations  (G'). 

On  a,  pour  les  environs  de  r;  =  co  , 

■V„  =  .„(l)'V.(i).v..(i)^(^ 

,(=)=.vJ^V'/JiUvJ:Vv,/- 


I  \  f.+fî+' 


ovi  //)  (  -  U  /'2  (  -  )  5  v;i    -  )   sont  des  fonctions  lioloniorplies  aux  en- 
virons de  ;:  =  ce  et  ne  s'annulent  pas  pour  z  =z  ce  .  Les  constantes 
Vin-  ..722  sont  de  mèmedifférentes  de  zéro,  puisque /(c),  ©(zjsont 
des  solutions  arbitraires  de  l'équation  (A). 
Si  l'on  a  de  nouveau 

(6)  p.,  =  pi-h  i, 

il  résulte  immédiatement  de  l'équation  (  J)  que  z  est  uniforme  aux 

environs  de  '{^  =  '(2;  mais,  si  l'équation  (6)  n'est  point  remplie,  en 

substituant  dans  (J) 

s  =  i-", 

on  obtient 


n  — —  '         ; — -  ? 


où  (^,  (/),  y;,  (i)  sont  des  fonctions  lioloniorplies  aux  environs  de 
f  =r  o  et  ne  s'annulent  pas  pour  t  =  o. 
En  prenant  de  nouveau  dans  ce  cas 

(8)  i  =  2, 

il  se  ti'ouve  <|ue  t  et  par  consé(|uent  z  sont  uniiurmes  aux  environs 
de>'  =  -^,. 


I 
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Supposons  en  dernier  lieu  que,  poui'^=:  ce  ,  on  ailr:^^  ^,^n'('lant. 
d'après  la  remarque  faite  au  tonnnenoenient  de  ce  numéro,  ni  un 
point  singidier  de  l'équation  (A)  ni  infini.  Pour  z  =  b^  on  aura 
cependant  ç(z)  =  o. 

Soient,  aux  environs  de  />, 


On  obtient  de  là 


^'  U(-)=«',l--^i 


[a\  -I-  //,{:.—  b'[  -^  ..  .] 


^/r, -)-  a,  iz 


Comme  maintenant /(s)  oX  o(z)  ne  s'annulent  pas  simultanément, 
puisque  b  n'est  pas  un  point  singulier  de  l'équation  (A),  il  s'ensuit 
(jue  «0  est  différent  de  zéro.  I)(;  nu''ni(>  a\  ne  peut  pas  être  nul,  car 
autrement  il  résulterait  de  l'équation  (A)que'p(:r)  est  identique- 
ment nul.  L'équation  (10)  reçoit  donc  la  forme 

(lo''')  ai(z  —  />)  -\-X2[:-  —  b)--\-  ...~  -y 

où  a.,—-—^  est  fini  et  différent  de  zéro.  11  résulte  de  cette  équaiioii, 
«0  ' 

comme  on  sait,  que  z  est  une  l'onction  liolomorphe  de  -  aux  en\  i- 

rons  de  '(^  =  oc  . 

De  ce  qui  précède  on  obtient  la  proposition  : 

I,   Si  les  c/uantités  j\^  r.2  correspondant  à   tout,  point  sin^u/ier 
remplissent  les  conditions 

K.]  r,:=  —  i -\ et      r,  =  /-iH-i      ou      r^^  —  iH — , 

//  "  n 

et  cfue  les  quantités  p,,  /3o  correspondant  à  l'infini  remplissent  les 
conditions 

l-,r,\  '  ^• 

Ils.)  &!  =z  I  H et      05=0,-1-1       nu       Oo  =l-l-~î 

'  it  '         '  '  '  n 

la  fonction  z  de  '(^  définie  par  l'équation  (H)  sera  méromorphe 
pour  toutes  les  valeurs  de  '^ . 

BuJl.  des  Srieiu-es  mnthihu.,    -ï'  Série,   t.   \\ .  (Août   i8So.)  I9 
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Une  conséquence  immédiate  de  cette  proposition  est  exprimée 
})ar  le  corollaire  : 

La  fonction— — -  n'admet  pas  une  même  valeur  pour  diverses 

J  Cf(3) 

'valeurs  de  z. 

Supposons  maintenant  que,  dans  le  cas  où  l'équation  (2)  ou  l'é- 
qualion  (6)  se  trouve  remplie,  il  arrive  respectivement  que  le  dé- 
nounnateur  de  /•,  ou  de  p,  soit  égal  à  1. 

Alors  la  fonction  F(:;)  sera  aussi  une  Jonction  uniforme  de  (^. 

Soit  d'abord  (^  =  (^' une  valeur  pour  laquelle  z  ne  coïncide  pas 
avec  un  point  singulier  de  l'équation  (A)  ni  avec  le  point  à  l'in- 
fini :    il   est   évident    que  F(")    est    uniforme    aux    environs    de 

Soit  maintenant  *(  =  "Ct  une  valeur  pour  laquelle  z  coïncide  avec 
un  point  singulier  a.  On  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

OÙ  r/(r:)  est  une  fonction  liolomorplie  aux  environs  de  z -— a  et 
différente  de  zéro  pour  z  ^=  a. 

Si  l'équation  (a)  a  lieu,  on  aura,  d'après  notre  supposition, 

/•,  +  Aj  —  1  =  2  /■,  :=  un  noMiLue  entier, 

et  par  conséqucMit  F(~),  de  même  que  ",  sera  uniforme  aux  envi- 
rons de  ^  =  ':^i . 

Si  au  coiUriiire  c'est  Téqualion  (4)  qni  a  lien,  on  anra 

T 

;%  -f-  ;•,  —  I  ^—  —  3  -f 

// 

On  a  ainsi 

Ff3~  —  /■'-•'"  r.    a  -A-  /"  :. 

]Taprès  ce  qui  précède,  /  et  par  conséquent  F(~)  sont  uniformes  anx 
environs  de  ^  =  ^1 . 

On  reconnaitrait  de  la  même  manière  (pie  F(~)  est  uniforme  aux 
environs  d'une  valeur  de  ^  pour  laquelle  z  devient  iniini. 

Nous  avons  déjcà  démontré  que  z  est  une  fonction  uniforme  de 

^;  la  menu;  chose  a  donc  lien  pour  la  dérivée  ~Ç^'  Pnisque   mainte- 
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liant  -^)  ainsi  que  ^(3),  est  une  fonction  unilorinc  de  'C^  il  s'ensuit 

"■s 

de  l'équation  (J)  que  ©(c  )-  et  de  nième  f[z)-  sont  des  fonctions 
uniformes  de  '(^. 

On  obtient  ainsi  la  proposition  suivante  : 

II.  Lorsque  les  conditions  (K),  (K')  subissent  la  resliiction  que 
le  dénominateur  de  r^  ou  de  p,  soit  égal  au  nombre  1  dans  le  cas 
vil  r.j,  -rr  /•,  H-  I  ou  Oo:^:  Pi  H-  1,  les  fondions  o[z)-  et  J  -  )-  sont 
également  des  fonctions  uniformes  de  z. 


VJ 


Il  résulte  du  numéro  précédent  que,  lorsque  les  variables  indé- 
pendantes //, ,  u-,  atteignent  dans  les  équations  (B)  des  valeurs  pour 
lesquelles  3,,  r:^  satisfont  à  l'équation  (F),  on  doit  avoir  nécessai- 
rement z^  =^  z-,  dès  que  les  équations  (K),  (K')  sont  remplies. 

Conformément  à  cela,  soit,  pour  W|  =:  v^  et  «o  =  ts,  3,  =  -o  =  /». 

Si  l'on  admet  ici  les  suppositions  de  la  proposition  II  du  para- 
graphe précédent,  il  s'ensuit,  d'après  cette  proposition,  c|ue  les 
équations 

(i)  /(3,)=zb/>.:,    -[<  =  ±r.-^)^ 

où  les  signes  se  correspondent,  ont  lieu  simultanément. 

Distinguons  maintenant  trois  cas  : 

1°  b  n'est  pas  un  point  singulier  de  (A).  Soient,  aux  environs  de 
^.  =  b, 

^  f[z^)  —  an^o^[z^— l>)-\^a.,[z^— by-Y- ..  ., 
on  aura,  d'après  les  équations  (  i), 

où  les  signes  se  correspondent. 


I 
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i^es  (•qunlions  (E)  devicimeiit  alors 

l         à' dz,  =         ©'   z.,  ;  du,  —  /'   -..,  )  du,, 

(     ih  A'  ,^3^  =    -  Cp"  (  3i  )  du,  -f-/ :  =1  )  '/"2  . 

Sî  nous  posons 

(3)  : 

où  les  signes  se  conespondent,  il  viendia  des  équations  (  E'^) 

(  A'dtr,—  ['/  [zo]  —  rf[zi)]du,—  [/');,  •  —  f[^z,)]du^_, 
(4  )  <    a' f/fv'2  —  ?.  [  (  ."i  —  h  )  «'(s,  )  —  ;  32  —  b  ]  y  i  ::,  ',  j  du, 

(  _^r;3,-A;/';-,'-:3,-A;/  3,  ]r/„,. 

En  effectuant  sur  A' les  sul)slilutior)s  indiquées  par  les  équations 
(  2  )  et  (  2"),  onreeonnaitque  A'esl  divisible  par(  -o —  h)  —  [z,  —  h). 
Les  termes  du  quotient  sont  des  fonctions  entières,  homogènes  et 
symétriques  de  z,  —  h^  z-^- — h,  et  la  valeur  de  ce  quotient  pour 
z,=^  b^Z2^=  h  est  «0  C)  —  fi\Cnf  qui  n  est  jioint  nul,  puisque  J\  s), 
cp(c)  forment  un  système  fondamental  de  solutions  de  (A). 

Les  coefficients  de<y//|,  du^  dans  les  équations  (4)  sont  également 
divisibles  par  (rro  —  b]  —  (^i  —  /^),  et  les  fjuotieuts  correspon- 
dants sont  des  fonctions  eutières,  homogènes  et  symétriques  de 
z,-h,z,-h. 

,-.       ,    .  •      •    1        '  •  /  ,\  ^^"'1     ^^'^'^    <^"'i     f^'^'"  1 

Un  obtient  ainsi  des   équations  (4l,  pour 1  1  -r—  ?  -^ — des 

^  T/^  I  ^|ll^      ^),^^      fji,^     f)„^^ 

expressions  qui  dépendent  rationnellement  de  (\',,  w-,  et  qui  ne  de- 
viennent pas  inlînies  pour  //,  =  i',,  i/o  =:  t'o.  Les  fonctions  W),  w^ 
sont  par  conséquent  des  fonctions  uniformes  de  Ut^iio  aux  environs 
de  w,  =  t', ,  iio  ^=  t'o. 

Si  dans  les  équations  (3)  on  a  à  prendre  les  signes  inférieurs,  il 
se  trouve  que  z,  —  h  et  z<x  —  Z»,  et  par  conséquent  z,  et  :r2,  sont  des 
fonctions  uniformes  de  //,,  «o  au  voisinage  de  u^  ^=z  v,,  //,=  s\. 

Si  au  contraire  il  faut  prendre  dans  les  équations  (3)  les  signes 
supérieurs,  il  résulte  que  ^i  -h  ZgCt  3]  rr^  représentent  des  lonctions 
uniformes  au  même  voisinage. 

2"   ^  coïncide  avec  un  point  singulier  d(>  Tf-rpiation   (A).   Soient 
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/•,,/•,  les  ratines  de  l'équation  londaineiilale  déterminalrice  corres- 
pondant à  Z»,  et  soit,  conformément  aux  propositions  J,  ]l  du  pa- 
ragraphe précédent, 


'5! 


et      /•,  =  —  I 


avec  la  condition  n^^^  "x  pour  ce  dernier  cas. 
Posons,  dans  les  équations  (E), 


c,  —  i  =:  /  ,      ?2  —  ^ 


on  a  alors 


où  c,,v  •  --i^-ii  sont  des  constantes  arbitraires,  ^i('")i  g-i[t")  des 
lonetions  liolomorphes  de  1"  aux  environs  de  f  =:  o  et  qui  ne  s'an- 
nulent pas  pour  f^o,  cl  où  e  est  égal  à  o  ou  à  1  suivant  (jue 
l'on  a 


ou     ?:,j^  /•,+  !, 


c'est-à-dire 

Posant  de  nouveau 


A' 


oji  obtient  des  équations  (6) 


[6« 


1' 


'^"ll  f'-Ii  ^1-2 '^'91 


/  NT  /'""/'^"  [/  =  "+'     '<r    /'/"^.r    If"'    ft'i  +  l-io-       /"o-.f/"    ' 

'        ^^ '^i      '2      L'2  &n/i,ô-2l'2,       '1  t>2  ,'1 ,01  r-> ,. 


L'expression  i^/"   '  /"   '  est  divisible  par  t'i  —  /;'  ou  par  t.^ —  t\  sui- 
vant que  l'on  a 

s  =  1      ou     £  =  o . 

La  valeur  du  (|uolienL  pour  /,  =  t),  /o^  o  est  égale  à 

''i\<-'22  —  '12 ''21     01  iO/As'o.), 
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qui  est  diifért'iit  de  zéio,  puiscjue  / (s),  o-fz)  lormeiit  un   syslèuK; 
loudamental  de  solutions  de  (A)  et  puisque  jt;')  (o),  ^2(0)  n*^  s'an- 
nulent pas. 
En  posant 

/(^o^r  =/■!(/.),  ^{z,]rr  =  .,[t,], 

les  équations  (E)  deviennent 

Si  l'on  a  maintenant  e  =  o,  on  déduit  des  équations  (E*),  eonime 
on  l'a  déjà  fait  dans  le  cas  1°  pour  z■^  —  Z»,  Ci —  b  au  moyen  des 
équations  (E"),  que  les  quantités  f,,  t.^  mêmes,  ou  l>ien  les  ?,  -f-  /o, 
t ^  ?o,  et  par  conséquent  aussi  les  (juantités  z^  -f-  z■^^  z^  z-^^  sont  des 
(onctions  uniformes  de  u^^ii^  aux  environs  de  //,  ==■  r,,  «2=  v^- 

Soit,  en  second  lieu. 

Posons,  suivant  que  les  équations  (E*)  doivent  être  prises  avec 
les  signes  supéiieurs  ou  inférieurs, 

Les  équations  (E*)  donnent  alors 

>,l't[    'f:-'dn;  =  [',^{t^]-ci>ilti]]dUi~[f,[(,]-~-J\^t,]]du„ 

Les  coeflîcients  de  ces  équations  sont  divisibles  par  f.^  —  //[.Les 
cjuotients  correspondants  se  composent  de  termes  qui  sont  des  fonc- 
tions rationnelles,  homogènes  et  symétriques  de  /;',  l'i.  On  a,  en 
outre, 


.                           (hvy     (l(\'i      (hv.,     ()'\\,  . 

Un  déduit  de  Ja  (lue  -^; — ?  - —  ■> ■,  '■  sont  des  e\|)iessions  lor- 

^  (Jl/i       Ou.,        (7//,        ()ft.,  ^ 

mées  rationnellement  avec  ^V|,  vVo  et  qui  ne  deviennent  pas  infinités 
|)(»iir  »,  =  V",,  lin  ==  i'2,  d'où  il    s'ensuit  que   tV),  vvo,  et  par  consé- 
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quent  ^r,  +  z-i  et  S|  z-y-,  sont  des  fonctions  uniformes  de  /<i,«o  aux 
environs  de  Uf  ■:^.  ^i,  u-^zz^  »^o. 

3°  Z»  =  00  .  Soient  p(,  jOo  les  racines  de  l'équation  fondamentale 
déterminatriçe  correspondant  à  s  =  30  ,  et  soit,  conformément  aux 
propositions  I,  JT  du  numéro  précédent, 

(5")  0,  :=  I  -t-  -  !»        02=1-1 OU        &,=  •],        0,=Z3   ^. 

'  Il        '  n  i  -        .  -        - 

Posons,  dans  l'équation  (A), 


constituent  un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  dif- 
férentielle entre  t3  et  |.  Le  point  |  =  o  est  un  point  singulier  pour 
cette  équation,  et  les  quantités 

{^''\  (Til^—  I-i--,         <7,  =  —    1   +    -         OU        T.  r=—    I,         (7,,  ==-hJ^ 

n  '  Il  -  '  - 

sont  les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminatriçe  corres- 
pondant à  ^  =  o. 
Pourtant,  en  posant 

-•1  ^i 

on  tire  des  équations  (B) 

Il  résulte  maintenant  de  ces  équations,  comme  dans  le  cas  2", 
que  l,  -+-  c-i  et  çi  ^^  sontdes  fonctions  uniformes  de  u, ,  ii^  aux  envi- 
rons de  «,  =  v»! ,  «o  =  l'o. 

Par  conséquent,  la  même  propriété  appartient  à  s,  H-  ;îo  et  :;(  z 
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En   résumant   ce  qui  précède,   on  obtient   la  proposition    sui- 


vante 


iSi  les  racines  /'j ,  /'o  de  toute  équatioji  fondamentale  determina- 
frice  correspondant  aux  divers  points  singuliers  de  l'équation  (A) 
sont  telles  que  l  on  ait 


ou  Ih 


I  2 

I  H •:       r,=z  —  I  H 


et  si  pour  les  raci/ies  pt^  po  de  l équation  J'ond amentale  détarmi- 
natrice  correspondant  à  z  =  yo  on  a  soit 


1  ?. 

Oi  =  I  H-  -  7       rj,  =  I  H , 


soit 

les  fonctions  F|  («,,  «o),  F2(«i,  Un)  définies  par  les  équations  (B) 
sont  racines  d\ine  équation  quadratique  dont  les  coefficients  sont 
des  fojictions  uniformes  de  «, ,  u-^. 

VU. 

D'après  mon  Mémoire  (t.  LXVI,  p.  14-5  du  Journal  de  Bor- 
cliardtj  on  a 

(i)  2(ri  H- 7-2  j  +  «1  + ,152=- A  —  I, 

en  désignant  par  A  le  nombre  des  points  singuliers  de  l'équa- 
tion (A). 

Si  maintenant  A'  est  le  nombre  des  points  singuliers  pour  les- 
(juels  les  équations  fondamentales  déterminatrices  ont  les  racines 
—  4î  +  o  ^^  ^'  ï^  nombre  des  autres  points  singuliers,  l'équa- 
lion  (i)  devient 


l'y.) 


3V-  +  0, +  o,=  A'-t-3A"-  I, 


où  la  somme  se  lapporte  aux  dénominateuis  des  racines  des  équa- 
lions  fondamentales  qui  correspondent  aux  points  singulieis  de  la 


3>l<^i', 
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seconde  espèce.  Mais,  comme 

l'équation  (  2  )  donne 

(3)  |A"-+-A'<6     ou     A  +  JA'<(;. 

11  s'ensuit  d(;  là  que  : 

Le  nombre  des  points  singuliers  de  l'éqiuilion  (A)  n  est  pas  su- 
périeur à  six. 

MIL 

\  oici  un  exemple  pour  le  cas  A  =  6. 

Si  l'on  a  pour  chacun  des  six  points  singuliers 

,.  — i       r  —  -4-1 

l'équation  (A),  d'après  mon  JMémoire  (t.  LXXXI  du  Journal  de 
Borchardf,)^  sera  satisfaite  par  la  racine  carrée  d'une  fonction  ra- 
tionnelle. 

Or,  comme  il  faut  que  dans  les  développements  relatifs  aux  envi- 
rons d'un  point  singulier  ou  du  point  à  l'infini  n'entrent  pas  de 
logarithmes,  il  s'ensuit  qu'il  y  a  une  seconde  racine  carrée  d'une 
fonction  rationnelle  satisfaisant  à  l'équation  (A)  et  constituant 
avec  la  première  un  système  fondamental. 

Si  l'on  représente  par  <2|  ,«21  •  •  •l'^e  l*-s  points  singuliers,  et  que 
l'on  pose 

{z  —  ai){z—  a,]  ...  [z~as]~f[z), 

le  système  fondamental  a  la  forme 

^iz]  hiz] 

où  ^(-),  ^^(-)  désignent  des  fonctions  rationnelles  entières. 
Comme  dans  le  cas  actuel  on  a 

il  s'ensuit  que  .:,'  (  c  ),  //  (  ~  )  ne  peuvent  pas  èlre  d'un  degré  supérieur 
au    premier.     Dans    l'exemple    aclucL     les    fonctions    F,    "f"a)j 
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F2{ "11  "2)^  fournissent  donc  les  fonctions  hyperellipliques  du  pre- 
mier ordre. 

IX. 

Le  fait  qu'en  général  les  équations  diiîérentielles  (A)  ici  caracté- 
risées n'admettent  pas  des  intégrales  algébriques,  et  que  par  consé- 
quent les  JonctionsYi{ui, 112)1  l'2(")5'^2)  sont  dijj  éventes  des  fonc- 
tions ahêliennes^  peut  être  montré  par  l'exemple  suivant. 

Soient  A=  2  et  «,,«2  les  deux  points  singuliers  de  l'équation  (A), 
et  soient 

'11=^       3»     '1-2  =  — 3 

les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminatrice  correspon- 
dant à  «1 ,  de  même 

les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminatrice  correspondant 
à  «2  et 

les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminatrice  correspondant 

à  C  =  QO  . 

En  substituant,  pour  ce  cas,  dans  l'équation  (A), 


les  racines  des  équations  fondamentales  déterminatrices  correspon- 
dant respectivement  à 

sont 


I     ?           57               3 

I 

3     3          1 2      1 1>,              4 

~v 

par  conséquent, 

l'équation  en  \v  a  la  forme 

(0 

P  étant  une  fonction  rationnelle  de  z. 

D'après  mon  Mémoire   (t.  LXXXl  du  Journal  de  Borchnidt, 
p.  i3j),  cette  équation  dillérentiellc,  cf>mme  les  racines  de  l'équa- 
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lion  loiidaniL'Ulale  déleriuiiiatrice  correspondant  à  flo  sont  plus 
i^randcs  que  10,  n'est  pas  inlégrable  algébriquement  tant  que  clia- 
eune  de  ses  intégrales  ou  une  lonclion  quadratique  homogène  de  ses 
intégrales  n'est  pas  égale  à  la  raeine  d'une  fonction  rationnelle. 

Puisque  maintenant  les  dénominateurs  des  racines  des  équations 
fondamentales  délerminalrices  coirespondant  aux  points  singuliers 
«1,^2  sont  dillérents  des  nombres  1,2,4,  1^  seule  possibilité  res- 
tante, d'après  le  même  Mémoire  (p.  i3t)),  est  que  l'équation  (1)  soit 
complètement  intégrable  par  des  racines  de  fonctions  rationnelles. 

Ce  qui  cependant  n  a  pas  lieu. 

En  elfet,  toute  racine  w  d'une  l'onction  rationnelle  de  ::,  satisfai- 
sant à  l'équation  (i),  devrait  avoir  la  forme 

où  'K-)  serait  une  fonction  rationnelle  entière  de  ::,  ne  s'annulant 
pas  pour  2  =  rt,  ni  pour  z  =  «o,  et  où  de  plus  «i  aurait  une  des 
valeurs  ^,  |  et  a.2  une  des  valeurs  ,"2,  ^.,.  Le  degré  a  de  '^{z)  devrait 
aussi  satisfaire  à  la  condition 

U.  -r-  Oi^-\-  V..2^=^  \    ou     [. 

Cependant  la  seule  fonction  répondant  à  ces  diverses  restrictions 
est 

d'  =  i  z  —  <-/ j  :  ^  (  3  —  '■'2  )  '  ■  , 

à  l'exclusion  de  toute  autre  racine  d'une  fonction  rationnelle 

L'équation  (i)  ne  peut  donc  être  intégrée  complètement  par  des 

fonctions  algébriques,  et  par  conséquent  l'équation  (A)  non  p/us. 
Ajoutons,  pour  conclusion,  la  remarque  suivante  : 
Si  l'on  pose,  comme  dans  l'équation  (H), 

f     ) 

z  est,  d'après  la  proposition  I  du  §  V,  une  fonction  uniforme  de  r; 
mais,  d'après  la  proposition  II  du  même  paragraphe,  y^(  2)-  etopfz)^ 
sont  aussi  des  fonctions  uniformes  de  u. 
Posant  donc 

(2)  -  =  /(»•)' 

on  a  la  proposition  suivante  : 
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Les  éq  dations  (.5)  peuvent,  au  uw)  en  des  suhslif  niions  niiiJb/JiKfs, 
mais  en  général  non  rationnelles, 

être  mises  sous  la  foi  nie 

/'•'■' /"''      . . 

l     /  \' g  [v  f  rl,> -+-   /         ^g,i>i(tr=  ifj, 

(Ll 

oii  ton  a 

et  oii  g['^')  est  une  fonction  uniforme^  en  général  non  rationnelle, 
de  v. 

Heidelberg,  le  i^  février   1880. 


SUR  LES  SURFACES  DONT  LES  RAYONS  DE  COURBURE  ONT  ENTRE  EUX 

UNE  RELATION; 

Pah  m.  s.  lie. 

1.  Des  belles  recherches  de  M.  Weiiigarteu  (^Journal  de  Crelle. 
t.  59  )  sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  o  et  [J 
ont  entre  eux  une  relation  n'-sulte  bien  simplement  un  moyen  gé- 
néral pour  la  détermination  des  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces  : 
c'est  ce  que  je  vais  exposer. 

L'équation  p  =  const.  détermine  sur  la  surface  des  centres  d'une 
surface  quelconque  F  un  faisceau  de  courbes  parallèles,  dont  les 
trajectoires  orthogonales  q  =^  const.  sont  les  lignes  géodésiques  de 
la  surface  des  centres.  Les  tangentes  à  une  courbe  du  faisceau 
q  =  const.  rencontrent  la  surface  F  le  long  d'une  ligne  de  cour- 
bure de  cette  surface.  Ainsi  la  détermination  des  lignes  de  courbure 
de  F  et  la  détermination  des  lignes  géodésiques  q  =  const.  de  la 
surface  des  centres  sont  deux  problèmes  équivalents  :  c'est  un 
résultat  connu.. 

Supposons  maintenant  que  les  rayons  de  courbure  p  et  p'  de  la 
surface  F  aient  entre  eux  une  relation  donnée;  l'élément  d'arc  ds^ 
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sur  la  surl'ace  des  («'iiUcs,  est  alors  tloniK',  d'après  M.  AViîingarten, 
par  la  fortnnle 

9  f    ''■ 
[  I  ]  ds"-  =  df-  -\-  e'J  f  -  f  V/7^ 

formule  qui  montre  que  la  surface  des  centres  est  applicable  sur  une 
surface  de  révolution.  Bour  a  déterminé  les  lignes  géodésiques  des 
surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution,  lorsque  leur 
coui-bure  n'est  pas  constante^  on  reconnaît  donc  que  les  lignes  de 
courbure  d'une  surface  dont  les  rayons  de  courbure  ont  entre  eux 
une  relation  peuvent  s'obtenir  par  des  quadratures,  excepté 
lorsque  la  surface  des  centres  est  à  courbure  constante. 

Ce  mode  de  détermination  est  doublement  incomplet  :  d'une 
part,  il  nécessite  de  longs  calculs;  de  l'autre,  il  ne  s'applique  point 
à  quelc[ues  cas  exceptionnels.  11  y  a  donc  lieu  de  développer  une 
méthode  plus  simple  et  plus  générale. 

Désignant  par  ç,"/2,  ^les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  de 
la  suifacedcs  centres,  l'équation  (i)  donne 


-fr^   r 

r=r  e    "■'    '       •   yV/;-  -,-  drr 


dq  rrr  e   -'   '  "•  yv/;-  -t-  drr  -+-  d'J  —  dç,- 
OU 

''? 
' f '  \/'di-  -+-  de-  -\-  d'L'  —  df  ; 


i 


dans  cette  formule,  les  quantités  p,  p',  ^,  y,,  ^  doivent  être  exprimées 
au  moyen  des  coordonnées  x,j)  des  points  de  la  surface  F,  eu  sorte 
que  le  radical  prend  la  forme 

où  X  et  Y  sont  des  fonctions  connues  de  x  et  de  \  ;  par  suite,  y  est 
déterminé  en  fonction  de  j"  et  de  7,  et  l'on  a  obtenu  un  l'aisceau  de 
lignes  de  courbure  de  la  surface  F. 

Si  les  rayons  de  coiivhure  p  et  p'  d'une  surface  ont  entre  eux 
une  relation,  les  lignes  de  courbure  de  cette  surface  sont  déter- 
minées par-^la  formule  q  =  const.  (2).  Dans  cette  équation,  ^,  r,,  'i^ 
désignent  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  qui  corresfyond 
nu  rayon  de  courbure  p. 

^1.   J^a  méthode   précédente   est  générale  5   elle  s'applique  encore 
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I()r.sf|uc  1;0  relation  entre  p  et  p'  <'sl  de  la  iorme 

0  — -  o' n^  ^/  =  const., 

anquel  cas,  d'ajirès  les  reclierclies  de  M.  Bellrami  et  de  M.  Dini, 
la  surface  des  centres  possède  une  courLure  constante.  Si  je  ne  me 
trompe,  cette  remarque  complète  de  la  façon  la  plus  heureuse  la 
tliéorie  donnée  par  M.  Biauchi  (  Ricerche  siille  superficie  a  cur- 
vatura  costante ;  Pisa,  1879).  Dans  ce  travail,  M.  Bianchi  fait  une 
remarque  qui  parait  bien  neuve  et  bien  inq^ortante,  à  savoir  que 
d'une  surface  4>  à  courbure  constante,  dont  on  a  déterminé  les 
lignes géodésiques,  on  peut  toujours  déduire  co'  surfaces  4>|  àcoui- 
bures  constantes.  11  suffit  pour  cela  de  prendre  l'éléjnent  d'arc  sur 
la  surface  ^  sous  la  forme 

(  3  )  r/,<^  =  (If-  +  e~^  (hj-     (  A  =  const. ) , 

ce  cjui,  d'après  jM.  Beltranii,  est  possible  de  ce'  manières.  Que  l'on 
mène  maintenant  les  tangentes  à  toutes  les  lignes  géodésiques  du 
faisceau  q  =  const.,  et  que  l'on  construise  toutes  les  surfaces  F  qui 
coupent  ortliogonalement  ces  tangentes  (ce  que  l'on  peut  faire 
d'une  façon  explicite)  :  toutes  ces  surfaces  auront  une  même  sur- 
face des  centres,  dont  une  nappe  est  précisément  4>.  La  seconde 
nappe  $,  est  aussi  une  surface  à  courbure  constante.  De  cette  façon, 
de  la  surface  donnée  ^  on  déduit  une  infinité  (simple)  de  siu- 
faces  4>,  à  couibure  constante.  Si  maintenant  on  pouvait  mettre 
l'élément  d'arc  d'une  surface  4>,  sous  la  forme  (3),  on  pourrait 
aussi  déduire  de  ^,  une  infinité  simple  d(;  surfaces  à  courbure  con- 
stante; ce  qui  précède  montre  que  cette  opération  peut  s'elfcctuer, 
et  il  n'est  pas  nécessaire  pour  cela  de  détcrmiiur  ré([uation  finie 
des  surfaces  F. 

yiinsi  l'npplicalion  successive  de  la  mélJiode  de  M.  Bianchi 
pour  la  déteriinnation  de  surfaces  à  courbure  constante  n'exige 
aucune  intégration  d'équations  différentielles  quand  on  a  déter- 
ini/ié  les  lignes  géodésiques  de  la  surface  prinùtive  <^. 

Je  remarquerai  maintenant  que  les  recherclies  de  iM.  Bonnet 
{Journcd  de  V Ecole  Pol^  techiniiue,  t.  XXIY,  XXV)  conduisent 
aisément  à  une  métliode  pour  la  détermination  do  ce'  surfaces  à 
courbure  constante,    f|uand  on  s'est  donné  une  telle  surliice.   F,n 
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elïet,  de  cette  surlace,  par  une  transformation  parallèle  (dilatation) 
convenable,  on  peut  d'abord  déduire  une  surface  à  courbure 
moyenne  constante;  de  cette  nouvelle  surface  on  déduit  [Journal 
de  l'Ecole  Poljteclmici lie,  l.  XXV,  p.  76-78)  une  infinité  simple 
de  nouvelles  suifaces  à  courbure  moyenne  constante,  et  finalement 
on  trouve  go'  surfaces  à  courbure  constante.  Il  me  semblerait  dési- 
rable qu'on  cliercliàt  quel  rapport  peut  exister  entre  cette  opération 
et  celle  de  M.  Bianclii.  Les  recherches  de  M.  Bonnet  montrent,  en 
tout  cas,  que  les  surfaces  à  courbure  constante  se  classent  naturelle- 
ment en  groupes  dont  chacun  contient  une  infinité  simple  de  ces 
surfaces. 

3.  Quand  les  rayons  de  courbure  d'une  surface  sont  liés  entre 
eux  par  une  relation  quelconque  p'=  A(p),  il  ne  parait  pas  pos- 
sible, en  général,  de  déterminer  les  lignes  asymptotiques,  non  plus 
que  les  lignes  géodésiques  dont  la  longueur  est  nulle.  Dans  certains 
cas  intéressants,  mais  particuliers,  cette  détermination  est  généra- 
lement possible.  Pour  le  montrer  simplement,  je  nu;  l'élererai  de 
nouveau  au  travail  déjà  cité  de  INI.  Bonnet  [Journal  de  l' Ecole 
Polytechnique,  t.  XX\  ,  p.  92-1 11).  Si  l'on  pose 

et  que  l'on  choisisse  les  lignes  de  courbure  comme  lignes  coor- 
données, Télément  d'arc  ds  sur  la  surface  peut  être  mis  sous  la 
forme 

fis-  =^  ■^—  (la-  H '- ' ih-  ; 

/,-  o  - 

les  lignes  géodésiques  dont  la  longueur  est  nulle  sont  alors  détermi- 
nées par  l'équation 

-  du  =t  i  , dv  =:  0, 

qui  est  intégrable  si  la  fonction  t^(^)  satisfait  à  la  condition 

'- j-^  =  C  y     (C  =  const.  ) . 

en  A 

Cette  condition  est  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
dont  l'intégrale  générale   a    la    forme   Â---Mcp- — sClç,  0=  - />- 
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étant  rint\^grale  singulière.  L'intégrale  générale  donne  toutes  les 
surfaces  à  courbure  moyenne  constante,  et  l'intégrale  singulière  les 
surfaces  minima. 

Su7'  les  surf  aces  à  courbure  moyenne  constante,  on  peut  obtenir, 
par  des  quadratures,  non  seulement  les  lignes  de  courbure,  mais 
encore  les  courbes  ds  =:  o.  Les  lignes  de  courbure  sont  des  lignes 
isothermes . 

Les  lignes  asytnptotiques  d'une  surface  dont  les  rayons  de  cour- 
bure ont  entre  eux  une  relation  sont  déterminées  par  l'équation 

C9  a»  —  /■  © 

/.-  (^  ' 

qui  est  intégrable  si  œ  satisfait  à  l'équation 

L  ^o'-  =  k^  '^  —  k  'J  )     (  L  =  const.) . 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  dillérejitielle  du  premier 
ordre  est  de  la  iorme 

0,2—  AA-+L.\-. 

Les  surfaces  correspondantes  ont  une  courbure  conslanlf^  l'inté- 
grale singulière 

m  —  — ^  A» 

2v'L 

donne  seulement  les  surfaces  minima. 

Sur  les  surlaces  à  courbure  constante  on  peut  trouver,  par  des 
(luadratures,  non  seulement  les  lignes  de  courbure,  mais  encore  les 
lignes  asymptotiques. 

J'ai  déjà,  dansune  autre  circonstance,  démontré  ce  tliéorèmed'une 
manière  dillérente  ('  ). 


(' )  Je  me  réserve  de  développer  les  indications  qui  précèdent  relativement  à  la 
théorie  générale  des  surfaces  à  courbure  constante;  d'une  surface  à  courbure  con- 
stante, dont  on  a  déterminé  les  lignes  géodésiques,  on  peut  déduire  par  des  quadra- 
tures successives  oo  °°  telles  surfaces  qui  ne  satisfont  à  aucune  équation  à  diflérence» 
partielles,  excepté  l'équation  proposée 

i-  —  rt  =  • 
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COMPTES  RENDUS   Eï  ANALYSES. 

CANTOR  (Mourrz).  —  VoRM:sUi\GEN  ùiîkr  Gesciiicuïe  ukii  ;\I.vtiiematik.  Ersîer 
Band,  von  den  alteslen  Zeiten  bis  ziim  .lahre  1200  n.  Chr.  —  Leipzig,  Teub- 
ner,  1880.  In-8°,  viii-804  pages,  i  planche. 

Ecrire  une  histoire  des  Matliéinaliques  qui  fasse  époque  et,  à  ce 
titre,  remplace  eiiiin  l'œuvre  désormais  \ieillie  de  Montucla,  nul 
ne  pouvait  mieux  l'entreprendre  que  M.  Cantor,  soit  que  l'on  con- 
sidère ses  aptitudes  personnelles,  ses  longues  études  sur  la  matière, 
ou  encore  la  paît  aclixe  qu'il  a  prise  au  mouvement  historique  de 
notre  siècle.  Le  premier  \  oliimc,  cpi'il  vient  de  iaii-e  paraître,  ne 
trompera  c(.'rtes  pas  l'espoir  du  publi(;  compétent,  et  ce  n'est  peut- 
être  pas  assez  dire,  car  il  semble  que  l'illustre  professeur  d'Heidel- 
berg"  se  soit  surpassé  lui-même. 

Si  du  temps  où  il  écrivait  les  MatheinatiscJie  Beitrâge  il  a  gardé, 
toujours  aussi  vives,  cette  fortune  de  conjectures  suggestives,  cette 
puissance  de  divination,  si  désirables  dans  l'étude  des  questions 
obscures  et  controversées,  il  a  désormais  acquis  au  plus  haut  degré 
les  qualités  indispensables  à  l'historien  :  je  veux  dire  la  prudence 
dans  l'exposition  des  thèses  neuves,  et  l'impartialité  dans  la  discus- 
sion des  opinions,  fussent-elles  le  plus  contrairtîs  aux  siennes 
propres.  D'autre  part,  dans  le  vaste  champ  d'une  histoire  générale, 
il  se  trouve  plus  à  l'aise  que  dans  le  cadre  restreint  des  diverses 
monographies  que  nous  lui  devons,  et  il  a  particulièrement  réussi 
à  ordonner  un  ensemble  dont  les  diverses  parties  sont  harmonieu- 
sement pondérées  et  où  la  profusion  des  détails  n'empêche  pas  de 
suivre  le  clair  développement  des  idées  principales. 

11  n'est  plus  possible  aujourd'hui  de  prétendre  garder  le  plan  de 
Montucla,  qui  a  embrassé  toutes  les  Mathématiques,  pures  et  appli- 
quées. M.  Cantor  a  sagement  fait  d'exclure  de  son  cadre,  aussi  ri- 
goureusement qu'il  était  possible,  tout  ce  qui  est  étranger  à  la  science 
abstraite  du  nombre  et  de  l'étendue  et  appartient  notamment  en 
propre  à  l'histoire  de  l'Astronomie  ou  à  celle,  encore  à  faire,  de 
la  Mécanique. 

Le  Volume  paru  comprend,  d'après  son  titre,  les  temps  les  plus 
anciens  jusqu'à  l'an  1200  après  J.-C,  c'est-à-dire  jusqu'à  Léonard 
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de  PJse  ;  le  (lcii\ièaie  doit  aller  ju.s([ii'à  Leihnit/,,  et  le  tioi^ièiiie 
.s'arrêter  après  Lagrangc.  Mais  l'oidre  chronologique  inditjué  devait 
nécessairement  plier  dans  une  certaine  mesure  devant  l'ordre  géo- 
graphique, et  dès  maintenant  se  trouve  épuisée  l'histoire  des  (irccs 
du  Bas-Rmpire,  des  Hindous,  des  Chinois  et  des  Mahométans. 

M.  Cantor  s'est  eiïbrcé,  nous  dit-il  dans  sa  Préface,  d'utiliser  et 
de  mentionner  tous  les  travaux  modernes  intéressant  son  sujet,  et 
qui  ont  paru  avant  le  i5  mars  1880,  date  à  laquelle  son  manuscrit 
a  été  remis  à  l'imprimeur.  L'examen  d(;s  sources  auxquelles  il  a 
puisé,  et  qui  sont  des  plus  diverses  natures,  témoigne  de  la  con- 
science et  du  succès  avec  lesquels  cr.  but  a  été  poursuivi.  Connue 
d'ailleurs  M.  Cantor  n'est  rien  moins  qu'un  compilateur,  comme  il 
sait,  dansla  juste  mesure,  négliger  ce  qui  n'a  pas  assez  d'importance, 
son  œuvre  possède  vraiment  tout  ce  c[u'il  faut  pour  marquer  un** 
date  et  servir  de  point  de  départ  aux  travaux  de  l'avenir. 

Le  lecteur  ne  peut  attendre  ici  une  analyse  complète  d'un  Livr(; 
aussi  considérable:  mais  il  désirera  sans  doute  être  particulièrement 
renseigné,  d'un  côté,  sur  ce  qui  s'y  trouve,  comme  définitivement 
acquis  à  la  science,  de  spécialement  neuf  et  personnel  à  l'auteur, 
d'autre  part,  sur  la  position  qu'a  prise  ou  gardée  M.  Cantor  en  pré- 
sence des  problèmes  importants  sur  lesquels  la  controverse  reste 
toujours  permise.  Mais,  même  de  ces  deux  ordres  de  questions,  le 
premier  peut  à  peine  être  efUeuré.  Enti-er  dans  le  détail  des  nom- 
])reuses  erreurs  anciennes  définitivement  condamnées,  des  nou- 
velles rejetées  après  examen  décisif,  des  points  secondaires  éclair- 
<'is  ou  ramenés  à  leur  signilication  véritable,  ce  serait  annoter 
chaque  page. 

Je  me  contenterai  donc  de  signaler  en  bloc  l'analyse  des  docu- 
ments relatifs  aux  Egyptiens,  aux  Babyloniens  et  aux  Chinois,  et 
en  particulier,  pour  le  premier  de  ces  peuph's,  l'étude  du  Manuet 
d' Aliines  (papyrus  de  Rhind),  dont  la  date  est  désoruiais  fixée 
entre  2000  et  1700  ans  avant  J.-C.  5  il  y  a  là  un  travail  très  remar- 
quable (;t  dont  quiconque  n'est  pas  égyptologue  peut  certainement 
tirer  plus  de  profit  que  de  la  traduction  de  'SI.  Eisenlohr. 

La  façon  dont  est  présentée  T histoire  des  Mathématiques  chez, 
les  Arabes,  sa  liaison  avec  l'histoii'e  politique  et  la  distinction  établie 
entre  les  diverses  écoles  et  hîs  divers  pays  apportent  également  sur 
un  sujet  cette  fois  moins  neuf  des  éléments  d'ordre  et  de  clarté  qui 
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luisaient  clélaul  jusqu'à  présent.  Mais,  pourvoir  comment  M.  Can- 
lor  sait  renouveler  Ja  matière  qu'on  croirait  le  mieux  épuisée,  il 
suffit  de  comparer  à  ses  écrits  antérieurs  les  Chapitres  d'Euclide, 
de  Héron  d'Alexandrie  et  des  a£,M'imenseurs  romains. 

Je  bornerai  donc  ici  ces  indications,  forcément  trop  succinctes, 
pour  aborder  la  revue  des  problèmes  principaux  relatifs  à  la  période 
qui  nous  occupe,  problèmes  sur  lesquels  une  lumière  plus  ou 
moins  grande  est  apportée,  mais  qui,  de  fait,  n'en  restent  pas  moins 
à  l'ordre  du  jour.  On  peut  les  réduire  aux  suivants  : 

A  quelle  époque  ont  été  acquises  chez  les  (irecs  les  connaissances 
géométriques  représentées,  dans  leur  ensemble,  par  les  Eléments 
.l"F:uclide:' 

A  quelle  époque  a  réellement  pris  corps  la  théorie  des  coniques, 
que  nous  connaissons  par  Apollonius.* 

(Quelle  est  l'origine  de  l'Algèbre  chez  les  Grecs  et,  dans  cette 
science,  la  valeur  respective  de  leurs  travaux,  de  ceux  des  Hindous 
et  de  ceux  des  Arabes? 

Quelle  est  la  véritahle  histoire  de  nos  chillies  modei'ues ? 

Je  considère  comme  désormais  tranchée  la  question  de  la  reprise 
des  études  malhématiques  au  commencement  du  moyen  âge,  c  est- 
à-dire  comme  parfaitement  établies  l'indépendance  de  Gerbert  et 
des  abacistes  par  rapport  aux  Arabes,  leur  liaison  avec  la  tradition 
romaine. 

Qéométrie  élc/ne/itaire.  —  M.  Cantor  reporte  à  bon  droit  la 
réelle  constitution  de  la  science  au  moins  au  temps  de  Platon,  c'est- 
à-dire  aux  travaux  de  Théétèle  et  d'Eudoxe.  11  faut  évidemment 
s'arrêter  à  celte  date  (un  siècle  avant  Euclide  environ)  pour  les 
parties  arithmétique  et  stéréométriquedes  Eléments;  mais  en  ce  qui 
concerne  la  Géométrie  plane,  correspondant  aux  six  premiers  Livres, 
la  génération  précédente,  que  représente  Hippocrate  de  Cliios,  n'est 
peut  être  pas  traitée  assez  favorablement,  et  il  semble  que  sur  Bret- 
sclmeider  M.  Cantor  ait  fait  un  pas  en  arrière. 

Il  reste  au  moins  dans  l'opinion  que  le  géomètre  grec,  en  clier- 
cliant  la  quadrature  de  ses  lunules,  poursuivait  celle  du  cercle.  Mais, 
pour  juger  la  question,  nous  n'avons  plus  à  nous  laisser  prévenir 
par  une  vague  assertion  d'Aristote;  nous  possédons  le  long  fragment 
d'F.udème,  conservé  par  Simplicius. 
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Si  l'on  eu  reUaiulic  les  interpolations  maladroites  de  ce  dernier, 
il  reste  qualre  tliéorèmes  intéressants  qu'Eudème  avait  plus  ou 
moins  fidèlement  extiaits  d'un  Oa\rage  d'Hippocrate,  sans  doute 
di lièrent  de  ses  Eléments  et  formant  un  ensemble  complet. 

Or  le  dernier  tliéorème  [construction  d'une  lunule  dont  la  sur- 
face, ajoutée  à  celle  d 'un  cercle,  soit  équivalente  à  celle  du  triangle 
isoscèle  inscrit  dans  la  lunule,  plus  celle  de  l'hexagone  régulier 
inscrit  dans  le  cercle^  me  semble  prouver  suffisamment,  par  son 
seul  énoncé,  (pie  jamais  Hippocrate  ne  s'est  j)roposé  de  ramener  la 
quadrature  du  cei'cle  à  celle  de  la  lunule,  le  problème  simple  au 
projîlème  complexe,  qu'il  a  fait  tout  le  contraire,  en  étudiant  les  cas 
singuliers  où  l'on  peut  obtenir  la  quadrature  de  la  lunule  avec  la 
règle  et  le  compas. 

Si  les  trois  autres  théorèmes  nous  donnent  trois  quadratures  de 
ce  genre,  ils  ne  fournissent  pas  de  failles  constructions,  et,  comme 
la  dernière  exige  la  solution  géométrique  d'une  équation  complète 
du  second  degré,  M.  Cantor  doute  qu'Hippocrate  la  conni\t.  11  est 
cependant  parfailemenL  supposable  que  les  constructions  étaient 
données  dans  des  lemmes  préliminaires,  qu'Eudème  se  sera  natu- 
rellement dispensé  de  conserver,  surtout  si  de  son  temps  ils  n'ol- 
fraient  rien  de  particulièrement  neuf. 

Cette  supposition  peut  d'ailleurs  être  confirmée  par  la  remarque 
suivante.  Après  la  première  quadrature,  dérivée  d'un  triangle  iso- 
scèle, après  la  seconde,  dérivée  d'un  trapèze  à  trois  côtés  égaux,  il 
était  naturel  de  passer,  comme  Bretsclmeider  l'a  fait  reuiarquer,  au 
pentagone  à  quatre  côtés  égaux  et  ainsi  de  suite;.  Mais  on  tombe 
alors  sur  une  ligure  qui  ne  peut  être  réellement  construite  avec  la 
règle  et  le  compas^  dans  ces  conditions,  l'invention  de  la  troisième 
quadrature,  qui  exigeait  au  reste  une  remarquable  sagacité,  me 
parait  prouver  suffisamment  qu'Hippocrate  s'était  astreint,  tout 
comme  l'aurait  fait  Euclide,  h  construire  conq^lètement  ses  lunules 
quarrables. 

C'est  admettre,  ai-je  dit,  qu  il  connaissait  la  solution  géoujé- 
trique  d'une  équation  complète  du  second  degré.  Or  cette  solution 
nous  apparait,  dans  les  Eléments  d'Euclide,  sous  la  forme  de  la 
-rrapaSoXv]  avec  eÀXettj^K;  ou  £nr£peoÀ)i,fl"i  eouronne  en  fait  le  Livre  M, 
et  que  ÎNl.  Cantôî-,  d'après  le  témoignage  formel  d'Eudème,  attribue 
d'ailleurs  avec  raison  à  l'école  pythagoricienne.  Si  ce  fut  sans  doute 
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son  dernier  ellbrt,  il  n'en  doit  pas  moins  être  antérieur  à  Hij)[)ocrate 
et,  dès  lors,  tout  semble  concourir  à  taire  croire  que  les  Eléments 
composés  par  ce  géomètre  renfermaient,  à  très  peu  près,  toutes 
les  théories  importantes  des  six  premiers  Livres  d'Euclide,  à  l'excep- 
tion peut-être  du  cinquième  (théorie  de  la  similitude),  au  moins 
refait  parEudoxe. 

Théorie  des  coni(/ues.  —  La  seconde  question  que  nous  allons 
aborder  a,  jusqu'à  présent,  été  moins  mûrie  que  la  précédente;  on 
doit,  en  tout  cas,  à  M.  Cantor  d'en  avoir  précisé  un  côté. 

Les  termes  grecs  que  l'on  vient  de  voir  à  l'instant  désignent,  à 
parler  proprement,  la  construction  de  jc  dans  l'équation 


j'-  étant  supposé  donné.  Le  problème  inverse  (  construire j),  x  étant 
donné)  rentre  dans  les  quadratures  (-rîTpaYwvicaôç). 

On  reconnait  l'origine  des  noms  donnés  aux  trois  sections  co- 
niques, mais  ces  noms  ne  paraissent  pas  avoir  été  mis  en  usage  avant 
Apollonius.  M.  Ganlorpart  de  là  pour  soutenir,  par  une  discussion 
très  minutieuse  et  très  subtile,  la  thèse  qu'il  faut  dénier  à  Euclide 
la  notion  de  la  variation  concomitaiite  de  x  et  de j)  dans  les  pro- 
blèmesde  la  TraoajSoXr^  etla  connaissance  que  la  courbe  ainsi  engendrée 
est  une  conique. 

Les  arguments  qu'il  met  en  avant  méritent  certainement  d'être 
pris  en  considération  ;  toutefois,  il  faudrait  éviter  d'exagérer  la  por- 
tée de  la  conclusion  à  en  tirer.  Quoiqu'il  n'y  ait  d'ailleurs  de  preuves 
directes  qu'en  ce  qui  concerne  la  parabole,  je  ne  pense  pas  que 
M.  Cantor  nie  que  non  seuiement  Euclide  ou  Aristée  l'ancien,  mais 
déjà  Ménechme  connût  la  relation  constante,  pour  chaque  conique, 
entre  l'ordonnée  et  l'abscisse  à  partir  du  sommet.  Quand  il  em- 
ployait les  courbes  de  son  invention  pour  résoudre  le  problème  de 
la  duplication  du  cube,  il  appliquait  de  telles  relations,  et  il  faut 
bien  croire  qu'elles  lui  servaient  également  pour  construire  ces 
courbes  par  points.  D'ailleurs,  la  détermination  de  l'oixlonnée  en 
se  donnant  l'abscisse,  ou  celle  de  1  abscisse  en  se  donnant  l'ordon- 
née lui  étaient  également  faciles.  Exiger  davantage  au  point  de  vue 
de  la  variation  concomitante  des  deux  coordonnées,  c'est  peut-être 
demander  plus  qu'on  ne  pourrait  jamais  prouver  chez  les  Grecs. 
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Ce  qu'on  doit  concéder  au  moins,  en  revanche,  c'est  que  les  jire- 
miers  géomètres  qui  ont  traité  des  coniques  ne  se  sont  pas  préoc- 
cupés de  prouver  que  la  courbe  construite  par  points  pouvait  être 
mise  en  coïncidence  avec  telle  section  de  tel  cône  5  ils  l'ont  proba- 
blement supposé  implicitement,  et,  au  dire  de  Pappus,  c'est  Apol- 
lonius qui  a  complété  la  théorie  sur  ce  point.  jMais  il  lui  a  fait  faire 
aussi  un  autre  progrès,  sans  doute  plus  notalde,  en  considérant  des 
sections  quelconques  de  cônes  quelconques.  C'est  ce  dernier  pas 
qui  me  semble  avoir  été  le  véritable  motif  de  l'adoption  des  nou- 
velles désignations,  d'ailleurs  plus  commodes  ;  par  exemple,  l'ancien 
nom  de  la  parabole,  section  du  cône  ortliogone,  devenait  impropre 
du  moment  où  il  était  prouvé  que  celte  courbe  peut  être  engendrée 
sur  un  cône  quelconque. 

algèbre.  —  Si  sur  les  deux  questions  qui  précèdent  j'ai  formulé 
quelques  réserves,  il  n'en  sera  pas  de  même  pour  la  troisième. 
M.  Cantor  a  fait  beaucoup  pour  retrouver  aussi  haut  que  possible 
les  origines  de  l'AIgèbie  chez  les  Grecs,  pour  leur  restituer  leur  juste 
part  dans  la  constitution  de  la  science  arabe  et  pour  montrer  leur 
iniluence  jusque  chez  les  Hindous.  11  serait  évidemment  disposé  à 
aller  encore  plus  loin,  si  l'on  parvenait  à  découvrir  quelque  trace 
nouvelle.  Peut-être  considère-t-il  encore  Diophante  comme  plus 
original  sur  son  terrain  que  Pappus  en  Géométrie:  mais,  en  tout 
cas,  il  ne  reste  plus  rien  des  thèses  de  Hankel,  qui  dans  l'auteur 
des  arithmétiques  voulait  à  peine  voir  un  Grec,  qui  attribuait  aux 
Hindous  des  démonstrations  arabes  de  source  évidemment  hellène. 
Les  légendes  sur  l'antiquité  de  la  science  dans  l'Inde  s'elfacent  en 
même  temps  ;  Aryabhatta  n'est  plus  né  qu'en  47^  après  J.-C,  le 
Sûvya  Sidclhdnta  est  postérieur  à  Ptolémée,  Baudhàvana  et  les 
autres  auteurs  des  Culvasûtrns,  qu'on  a  voulu  faire  remonter  avant 
la  conquête  d'Alexandre,  ne  semblent  pas  antérieurs  au  11''  siècle 
après  J.-C. 

Histoire  des  chijjres  niodeines.  —  Il  ne  s'agit  ])as  d  ailleurs  de 
dénier  aux  Hindous  leur  originalité  incontestable,  de  leur  retirer 
en  particulier  l'invention  de  notre  numération  écrite  de  position, 
avec  notre  emploi  du  zéro.  Mais  la  (jnestion  de  l'origine  de  nos 
chifires  n'en  reste  que  plus  obscure;  cai'  il  est  parfaitement  établi 
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qu'ils  ont  été  employés  en  Europe  sur  Viihncus  avant  la  connais- 
sance de  l'usage  moderne  du  zéro,  tandis  que  les  Arabes  orientaux 
ont  reçu  leurs  signes  numéraux  des  Hindous,  avec  le  système  de  po- 
sition complet.  Si  dès  lors  des  chillVes  analogues  avix  nôtres  se 
retrouvent  chez  les  Arabes  de  l'Occident,  avec  un  système  de  numé- 
ration qui  n'a  aucun  rapport  avec  celui  des  Hindous,  il  est  clair  que 
nos  chid'res  sont  anciens  en  Occident  et  qu'ils  y  sont  passés,  non 
pas  des  iirabes  aux  Chrétiens,  mais  bien  des  seconds  aux  premiers. 
Dès  lors  aussi,  la  date  réelle  pour  laquelle  on  peut  prouver  directe- 
ment leur  existence  en  Occident  n'a  plus  qu'une  importance  secon- 
daire, etl'on  peut  rester  scepticpie  suri  a  question  de  l'authenticité  de 
la  Géonictrie  de  Boèce,  où  ils  ligureut.  M.  Cantor  n'en  défend  pas 
moins  cette  authenticité  avec  une  grande  vigueur,  et  j'avoue  qu'il 
a  fortement  ébranlé  ma  conviction  contraire. 

La  question  de  l'origine  de  nos  chilîres  n'existerait  plus,  poui- 
ainsi  dire,  si  les  apices  occidentaux  étaient,  coiume  iorine,  essen- 
tiellement diliérents  des  caractères  indo-arabes.  Mais  au  contraire, 
comme  ils  présentent  une  grande  similitude,  il  faut  leur  clicichei' 
une  origine  commune.  Ici  on  ne  peut  plus  échapper  aux  iiypotlièses^ 
le  terrain  solide  se  dérobe  sous  les  pas. 

M.  Cantor  retrouve  la  source  dont  il  s'agit  dans  les  lettres  ini- 
tiales des  noms  de  nombre  en  sanscrit,  d'après  la  forme  de  ces  lettres 
au  11"  siècle  après  J.-C.  11  pense  que,  à  une  date  où  le  système  de 
position  n'était  pas  encore  inventé,  les  relations  «certaines  qui  ont 
existé,  sous  l'euipire  romain,  entre  l'Inde  et  l'Occident  ont  per- 
mis la  communication  des  chilîres  à  quelque  néopythagoricien  ; 
celui-ci  s'en  sera  servi  pour  faciliter  les  calculs  sur  Vd-bacus,  in- 
strument d'ailleurs  absolument  étranger  à  llnde,  et  il  aura  lait, 
suivant  la  légende  conservée  par  Boèce,  remonter  son  invention  au 
juaitre  vénéré  de  l'école. 

(^)uant  aux  nomsbizarresquiaccompagnentles^/^/c^.vsurles  manu- 
scrits du  moyen  âge,  des  diverses  étymologies  proposées,  M.  Cantor 
choisit  pour  chacun  celle  qui  lui  parait  la  plus  probable,  et  il  arrive 
ainsi  à  admettre  deux  sources  ditléreiites,  l'une  sémitique,  l'autre 
grecque.  Quoique  des  recherches  de  ce  genre  prêtent  beaucouj)  trop 
à  la  fantaisie  pour  qu'on  puisse  leur  attribuer  une  importance 
sérieuse,  et  sur  ce  point  je  suis  d'accord  avec  lui,  il  semble  que  l'on 
pourrait  se  contenter  de  la  source  giecqucy  si  Tautre  est  démontrée 
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insuffisante  -,  car  on  possède,  dans  les  Theologumena,  une  mine 
inépuisable  de  rapprochements  pour  n'importe  quelle  forme  bar- 
bare. Seulement,  il  ne  faudrait  pas,  comme  les  savants  que  suit 
]M.  Cantor,  adopter  des  traductions  incompatibles  avec  la  symbo- 
lique pytliagoricienue,  voir  par  exemple,  dans  igiii  =:  i ,  ri  fuv/i  =  la 
l'eiume,  dans  andias  =  'i,  avope;  =  hommes,  ce  qui  est  absolument 
le  rebours  de  cette  s\ mbolique  bien  connue.  11  est  si  facile  de  lire 
d'un  côté  r,  yovTi  =  la  semence,  de  l'autre  àvcoeta  =  courage,  syno- 
nymies garanties  expiessément  par  Anatolius. 

Je  ne  continuerai  pas  des  explications  de  ce  genre  -,  j'en  ai  quali- 
fié la  valeur  5  mais  je  me  permettrai  d'émettre  à  mon  tour  une  hypo- 
thèse. L'existence  de  ces  noms  cabalistiques,  l'adoption  de  i'ormes 
étranges  en  Occident  pour  figurer  les  neuf  premiers  nombres,  ne 
peuvent-elles  pas  faire  croire  qu'il  s'agit  d'un  procédé  de  calcul 
tenusccret  à  l'origine  et  inventéentre  asti^ologues,  nelùt-ce  que  pour 
rehausser  leuis  pratiques  aux  yeux  du  vulgaire?  S'il  en  est  ainsi, 
il  n'y  a  peut-être  pas  de  mot  à  l'énigme,  tout,  mots  et  caractères, 
pouvant  avoir  une  origine  arbitraire  et  conventionnelle,  et  il  serait 
au  f  >nd  assez  indiiiérent  de  savoir  si  des  astrologues  hindous  ont 
emporté  dans  leur  patrie  des  caractères  de  ce  genre,  en  même  temps 
que  les  procédés  de  calcul  empruntés  à  leurs  confrères  de  l'Occi- 
dent, ou  bien  s'ils  leur  ont  laissé  ce  présent  en  échange. 

On  ne  se  méprendra  pas  sur  la  portée  des  observations  qui  pré- 
cèdent; j'ai  seulement  réclamé,  sur  des  questions  toujours  obscures, 
une  liberté  d'opinion  que  M.  Cantor  sera  sans  doute  le  dernier  à 
lefuser.  et,  pour  ainsi  dire,  je  n'ai  pas  puisé  un  seul  argument  à 
une  autre  source  que  son  Livre  même.  Jt;  vais  au  contraire  termi- 
ner en  présentant  le  relevé  de  quclc[ues  taches  ou  lacunes  de  détail, 
certainement  inévitables  dans  une  œuvre  aussi  considérable  que  la 
sienne,  comme  ne  le  savent  que  trop  tous  ceux  qui  se  sont  tant  soit 
peu  occupés  d'érudition.  On  trouvera  sans  doute  mes  remaïques 
bien  minutieuses;  je  m'excuserai  en  disant  que  ce  sont  les  seules 
que  m'ait  permises  la  lecture  la  plus  altentive,  étant  donné  que, 
d'une  part,  je  ne  veux  ici  toucher  que  des  points  hors  de  conteste, 
que  de  l'aulre  j'ai  voulu  m'abstenir  de  faire  aucun  emprunt  aux 
divers  essais  que  j'ai  déjà  publiés  dans  dillérents  Recueils;  je  le 
devais  d'autant  plus  que  _^L  Cantor,  ne  les  ayant  pas  connus  assez 
à  temps  poui'  les  utiliser  dans  h;  coips  dt;  son  N  olume,ni  a  lait  l'hon- 
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iieur  d(j  leur  consacrer  une  page  de  sa  préface  et  iiolamnient  d'y 
adopter,  sur  l'âge  auquel  vi^  ait  Diopliaiite,  la  conclusion  de  l'étude 
qui  a  été  insérée  ici  même  ('  ). 

Page  iGi:  «  Platonnoimne  Anaxagort;  un  célèbre  géomètre,  «dit, 
en  se  référant  à  la  Liste  des  inalhématiclens  conservée  par  Proclus 
-M.  Cantor,  qui  attribue  naturellement  un  grand  poids  à  l'opinion 
du  cbef  de  l'Académie.  Mais  Proclus,  qui  parait  ici  avoir  interpolé 
le  texte  d'Eudème,  l'appelle  seulement  que  «  Platon  fait  mention, 
))  dansles  T^a'rtwx,  d'Anaxagoreet  d'OEnopide  comme  ayant  acquis 
»  un  nom  dans  les  sciences  (  aaOr';jia(ji)  ».  Or,  nous  possédons  le 
dialogue  dont  il  s'agit,  et  qui  d'ailleurs  n'appartient  probablement 
pas  à  Platon  lui-même;  il  est  lacile  d  y  vérifier  qu'aucun  éloge  n'y 
est  donné  à  ces  deux  matbématiciens,  que  leurs  noms  sont  simple- 
ment cités  à  l'occasion  d'une  discussion  entre  jeunes  gens  sur  un 
sujet  d'Astronomie  spliérique. 

Page  1^2:  Le  sopliisuie  sur  la  quadrature  du  cercle  par  les 
nond^res  cvcli(juos,  rapporté  par  .M.  Cantor  avant  le  temps  d'ilip- 
pocrate  de  Cliios,  n'a  pas  de  date  assignable  avant  l'âge  d'Alexandre 
d'Aplirodisias  (ii'^  siècle  de  notre  ère),  qui  est  le  garant  de  Sim- 
plicius.  Cette  mauvaise  plaisanterie  n'a  donc  guère  le  droit  d'être 
rapprocliée  des  tentatives  sérieuses  faites  par  les  sophistes  Anti- 
])lion  et  Brvson. 

Page  i83  :  Diogène  Laerce  fait  voyager  Platon  après  trente-deux 
ans,  d'abord  à  Cyrène,  pour  le  mettre  en  rapport  avec  son  maître 
en  Géométrie,  Tliéodore  de  Cyrène,  puis  en  Italie,  pour  lui  faire  en- 
tendre les  pythagoriciens  Pliilolaos  et  Eurvtus.  M.  Cantor  aban- 
donne à  bon  droit  le  second  rapproclieiuent,  absolument  insoute- 
nable 5  mais  il  n)ainticnt  la  pi'cmière  donnée,  qui  est  une  invention 
de  la  même  force,  et  ne  mérite  pas  plus  de  ciéance.  ^ous  de\ons 
nous  en  rapj)orter  à  Platon  lui-même,  qui,  dans  le  Théétete,  pré- 
sente Théodore  comme  enseignant  à  Athènes,  à  l'époque  où  vivait 
Socrate,  et  penser  qu'il  avait  sui\i  les  leçons  du  premier  avant  de 
s'attacher  au  second. 

Page  ui4  :  «  Ee  successeur  immédiat  de  Platon,  Speusippe,  ne 
semble  s'être  signalé  par  aucun  travail  mathématique.  »  M.  Cantor 


(')  j»  série,  l.  Ill,  T'  Paiiic.  p.  i^K. 
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parait  ici  if;nort'r  un  passage  important  des  Tlieuloi^uniena^  X,(pie 
je  vais  reproduire  : 

«  Speusippe  ...  a  composé .  .  .  un  petit  Livre  très  proiond  suf 
n  les  nombres  pytliagoriques.  Dans  la  première  moitié  il  traite  tiès 
»  élégamment  des  nombres  linéaires,  polygones  et  de  tous  les  plans 
»  et  solides  de  divers  genres  en  nombres,  des  cinq  figures  attri- 
))  buées  aux  éléments  cosmiques,  de  leurs  propriétés  générales, 
»  particulières  et  relatives,  de  V analogie  et  de  V anacolaûiie  (  pro- 
>)  portions  géométriques  entre  trois  ou  quatre  termes  )  \  après  quoi, 
»  dans  la  seconde  moitié  du  Livre,  il  traite  sans  ambages  de  la 
»  décade.  »  Suit  un  long  extrait  textuel,  où  je  me  contente  de 
sigualei"  le  terme  tecbnique  de  pyramide  (en  nombres). 

Ce  passage  fournit  la  preuve  que  la  tbéorie  des  nombres  poly- 
gones et  pyramidaux  remonte  bien  aux  anciens  Pytliagoriciens, 
comme  M.  Cantor  est  au  reste  porté  à  le  supposer-,  d'autre  part, 
il  permet  de  faire  remonter  à  cette  époque  l'invention  de  Vepan- 
thème  de  Tbvmaridas,  auquel  est  dû,  d'après  Jamblique,  le  terme 
de  nombre  linéaire  (  premier  ) ,  et  que  l'on  place,  sans  raison  sérieuse, 
vers  le  ii*^  siècle  de  l'ère  clirétienne. 

Page  224  :  «  H  n'est  nulle  part  dit  un  mot  à' Eléments  qui  au- 
raient été  composés  par  un  Grec  après  Euclide.  »  Cette  assertion 
est  rigoureusement  exacte 5  mais  il  est  bon  de  remarquer  (pie 
Proclus,  dans  son  commentaire  sur  le  premier  Livre  d'Euclide, 
cite  d'Apollonius  des  délinitions,  démonstrations,  solutions,  qui 
semblent  bien  appartenir  au  nioins  à  la  tentative  d  élever  un  monu- 
ment rival  de  celui  du  maitre  élémentaire. 

Page  2j6'  :  A  côté  de  la  mention  du  salinon  d'Arcliimèdc,  em- 
pruntée à  la  quatorzième  proposition  des  Lemmes,  on  désirerait, 
d'après  la  même  source  (  proposition  4),  celle  de  son  arhelon,  figure 
sur  laquelle  Pappus  nous  a  conservé  un  théorème  très  intéressant, 
peut-être  dii  au  géomètre  dt^  Syracuse. 

Page  2^6  :  Le  sens  exact  du  titre  de  l'^d^/vv/^^Ai/'e  d'Arcliimèdc  est 
le  nombre  des  grains  de  sable,  J^aaixiTr,?  étant  un  adjectif  à  côté 
duquel  il  faut  suppléer  aoiOixoç. 

Par  un  lapsus  de  plume,  _M.  Cantor  a  écrit  (cligne  20)  «  la  pre- 
mière octade  de  la  septième  période  »  au  lieu  de  <(  la  septième 
octade  de  la  première  période  » -,  de  même  (ligne  24),  «  huitième 
période  »  au  lieu  de  «  huitièmeocladc  » .  La  prcmièi(;péri(jde  d'Ar- 
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cliiiucde,  définie  plus  liaul,  conipreiid  tous  nos  nombres  jusqu'à 
800  millions  de  figures.  Les  deux  limites  que  calcide  le  Syracusain 
sont  seuli-ment  lo""  et  10"^. 

Je  lis  plus  loin  (p.  l'j'j)  que  ni  avant,  ni  après  Areliimède  on 
ne  trouve  en  langue  grec<pie  rien  de  semblable  à  ees  ealeuls.  C'est 
oublier  eeuK  d'Apollonius  {^voir  p.  290),  qui  l'ont  conduit  à  un 
nondjre  de  cinquante-cinq  ligures.  Quant  à  l'origine  du  problème 
de  Y Aréndlre,  je  ne  puis  voir  aucune  nécessité  a  aller  la  clierclier 
dans  l'Inde.  Si  le  Bouddba  sait  calculer  le  uondjre  des  atomes  qui 
font  la  longueur  A\\\\  ^ôjana  (quinze  figures),  Apollon  Pytliien 
<(  connaît  le  nombre  des  grains  de  sable  et  la  mesure  de  la  mer» 
(réponse  de  l'oiaclc;  à  Crésus  dans  Hérodote),  tout  aussi  bien  que 
l'Eloliim  d'Abraliam  pourrait  com[)ter  la  ])oussière  de  la  terre. 
La  question,  sinon  la  solution,  est  bien  de  tous  les  pays.  Quant 
à  la  donnée  d'un  grand  nondire  comme  produit  de  plusieurs, 
c'est  un  procédé  qu'on  trouve  également  dans  des  épigrammes 
grecques  assez  anciennes  pour  avoir  été  attribuées  à  Ilouière  et  à 
Hésiode. 

Page  290  :  Le  nom  donné  par  Apollonius  au  paramètre  des 
coniques  est  opOt'a  et  non  opOr^  du  moins  d'après  l'édition  de  Hal- 
ley. 

Page  3o4  :  JM.  Cantor  demande  où  INlontucla  a  puisé  sa  donnée 
que  la  règle  et  le  compas  aient  été  inventés  par  un  neveu  de  Dédale. 
]Montucla  ne  le  dit  que  du  compas,  et,  de  fait,  la  fable  parle  de  la 
scie  et  du  compas.  On  peut  le  voir  dans  Ovide  [Métamorphoses , 
YHI,  y.  244  et  suiv.  )  ou  dans  Hygin.  L'oncle,  jaloux  de  ces  inven- 
tions, précipite  du  liant  d'une  tour  son  neveu,  que  Minerve  change 
en  perdrix. 

Page  321  :  11  est  impossible  d'attribuer  à  Héron  d'Alexandrie  l'in- 
vention de  la  diopirn,  dont  se  servait  déjà  un  disciple  d'Aristote, 
Dicéarque  de  Messine,  pour  mesurer  la  hauteur  des  montagnes 
(Théon  de  Smyrke,  ^4stvono7nici,  3). 

Page  339  :  En  signalant  les  imperfections  des  écrits  héroniens, 
M.  Cantor  parle  notamui^nt  du  calcul  [Stereonictrica,  I,  35)  du 
volume  d'une  pyramide  tronquée  dont  les  bases  rectangulaires  ont 
l'une  20  pieds  sur  i4,  l'autre  4  pifds  sur  2.  Un  tel  solide  n'est 
point,  à  vrai  dire,  une  pyramide  tronquée-,  mais  il  eùtété  équitable 
de  remarquer  qu'en  tout  cas  le  volume  est  calculé  par  une  formule 
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exacte  et  curieuse  : 


laliautcur  étant  de  24  pieds.  La  même  formule  se  retrouve  [Stereo- 
jnetrica,  II,  40),  et  le  solide  est  alors  appelé  bomist/ue.  Comme 
elle  s'applique  évidemment  aussi  à  la  véritable  pyramide  tronquée, 
il  n'y  a,  dans  la  première  compilation  citée,  qii'une  faute  de  rédac- 
tion, et  encore  n'est-elle  pas  bien  prouvée,  car  sous  la  désignation 
xoXoupoç  sïxouv  YjaiTEATi;,  ^/'o«(/«ee  ou  imparfaite,  se  cache,  peut-être 
la  distinction  de  la  véritable  pyramide  tronquée  et  du  solide  qu'on 
peut  calculer  par  la  même  formule. 

Page  4^3  :  Dans  les  analyses  du  Traité  de  Diopliante  sur  les 
nombres  polygones,  on  a  négligé  jusqu'à  présent  une  remarque  im- 
portante pour  apprécier  à  sa  juste  mesure  le  prétendu  père  de  l'Al- 
gèbre. Le  but  du  Traité  est  de  montrer  qu'on  peut  substituer  à  la 
définition  ancienne  du  polygone  p''„i  de  m  angles  et  de  côté  /', 
comme  somme  de/'  nombres  commençant  par  lunité  et  progressant 
suivant  la  didérence  m — 2,  celle  qui  résulte  de  la  propriété  que 
8 (//A —  1) p'^^-i- [m  —  4)"  est  un  nombre  carré.  Or  la  définition  est 
mauvaise,  car,  par  exemple, 

8(5  — o.)o, +(5-4)^=7^  . 

donc  2  serait  un  pentagone,  etc.  S'il  est  d'ailleurs  possible  aux 
modernes  d'élargir  la  premièie  définition  de  façon  à  y  faire  rentrer 
la  seconde,  il  faut  pour  cela  introduire  des  notions  sans  aucun  doute 
étrangères  aux  anciens. 

Le  dernier  problème  (mutilé)  duTi'aité  [De  combien  de  inanièj  es 
un  nombre  peul-'il  être  polygone?)  ne  fournit  d'ailleurs  rien  qu'on 
puisse  être  tenté  d'utiliser  pour  une  généralisation  de  cette  sorte. 
C'est  un  fragment  indigne  de  Diophante  5  n'étant  pas  annoncé 
dans  le  préambule,  il  doit  être  rejeté  comme  un  malencontreux  essai 
d'addition  fait  par  un  homme  qui,  au  bout  de  deux  pages  de  calcul, 
n'a  pas  su  avancer  la  question  d'un  pas. 

Page  5ji  :  L'origine  de  la  valeur  approximative  7r  =  ^/io,dans 
Hrahmagupta,  me  parait  avoir  été  éclaircie  par  INI.  Léon  Uodet 
1  Bulletin  delà  Société  Mathématique  de  France,  18^-9,  j).  9;))- 
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3  -  étant  une  approximation  par  défaut  de  y/ lo,  obtenue  endi\i- 

sant  le  reste  par  le  double  de  la  partie  entière  augmenté  de  l'unité, 
la  seconde  expression  aura  été  substituée  à  la  première,  qui  devait 
probablement  la  remplacer,  au  contraire,  dans  la  réalité  des 
calculs.  Paul  Tan^euy. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  A  M.  DARBOUX. 

«  Loiivaiii.  le  :>-  octobre  iS8o. 

♦»  Cher  Monsieuu, 

o  Dans  le  cahier  de  mai  1880  du  Bulletin,  M.  Frédéric  Ritler, 
à  propos  d'une  lellie  de  Fermât  à  Huvgens  sur  le  problème  d'A- 
drien Romain,  observe  qu'  «  il  serait  intéressant  de  connaître  la 
»  liste  des  mathématiciens  du  monde  entier  donnée  en  tète  du  défi 
»  d'Adrien  Romain,  si,  par  un  hasard  heureux,  quelque  exem- 
)»  plaire  de  ce  déli  se  trouvait  aux  mains  d'un  bibliophile  ou  dans 
))   quelque  bibliothèque.  » 

»  Ce  fameux  défi  parut  à  la  suite  de  la  préface  de  l'Ouvrage  in- 
titulé Ideœ  inatheinaticœ  pars  prima,  sive  methodus  polj  gono- 
uni,  etc.,  authore  Adriano  lloniano  Lovaniejisi,  medico  et  ma- 
th ematico  {\n\Qrs^  1393,  in-4"  de  i6-ia8  pages).  L'Ouvrage  ne 
parait  pas  très  rare.  Le  défi  a  pour  titre  Prohlema  niatheniaticuvi 
uuinibus  totius  orbis  iiiat.heinaticis  ad  construendum  proposituni. 

»  La  liste  des  mathématiciens  vivants  donnée  dans  cette  pré- 
face comprend  Christophe  Clavius  de  Baml^erg,  Guido  Ubaldi  des 
marquis  de  Monti,  Jean-Antoine  Magini  de  Padoue,  Jean-Cornelo 
Grorius,  Ludolf  van  Collen  ou  van  Ceulcn  j,  «  cui  in  ^ rithineticis 
»  pareni  nulla  hactenus  œl.as  habuit,  nec  facile  est  habitura;  « 
Michel  Cognet  d'Anvers,  ^Nicolas  Petersen,  Sijuon  Stevin  de  Bruges, 
dont  Romain  fait  le  plus  brillant  éloge  et  à  qui  il  attribue  un  Traité 
de  Statique  écrit  en  langue  fiamande,  «  quam  linguariun  omnium 
))  totius  orbis  docet  esse  principem  ■>■>  ;  le  Danois  Tycho  Brahe, 
Valentin  Otto  et  Georges  Toachim  Rheticus,  dont  A.  Romain  cite 
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in  extenso  une  Lcllrc  fort  curieuse  adressée  a  P.  Ilauius  eu  i568. 
Ou  y  trouve,  eutre  autres,  cette  phrase  :  Haheo  cliani  prœ  ma- 
nibiis  novas  de  ver  uni  natara  philosopJiandi  rafiones,  ex  sala 
jiaturœ  conteniplalione ,   omnibus  antiquoruni  sc/iptis  seposids. 

»  La  liste  se  terniiue  par  quelques  disciples  de  Romaiu,  dout  la 
célébrité  mathématique  est  assez  douteuse  :  Bernard  Lordel,  Jean 
van  den  Weege,  Tliomas  Fieuus, Corneille  Opuieer.  On  voit  que 
Viète  était  inconnu  ;  c'est  sur  Van  Collen  que  compte  l'auteur  pour 
lui  envoyer  la  solution  du  problème, 

»  Le  même  Ouvrage  de  Romain  renferme  (deux  pages  plus  loin 
que  le  défi)  la  valeur  du  nombre  r.  qui  lui  est  due,  savoir 

3,  i4 1 5()'2()5358979'3 1 . 

))  Rappelons,  pour  finir, que  le  vrai  nom  d'Adrien  Romain  était 
f^an  Roonien, 

»  Recevez,  etc. 

»  Pu.  GiLBEHT.    n 


SUR  LA  THÉORIE  DES  CONNEXES  CONJUGUÉS; 
Par  m.  CYPARISSOS  STEPHANOS. 

Je  vais  essayer,  dans  cette  Note,  de  donn(;r  un  aperçu  succinct 
des  principaux  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  en  étudiant  les 
connexes  conjugués. 

Pour  mettre  dans  tout  son  jour  la  portée  de  cette  théorie,  je 
commencerai  par  quelques  remarques  générales. 

L'idée  fondamentale  dont  Clebsch  a  poursuivi  le  développement 
en  ébauchant  la  théorie  des  connexes  était,  on  le  sait  bien,  de 
considérer  comme  élément  du  plan  l'ensemble  d'un  point  x  et 
d'une  droite  u\,  un  connexe  apparaît  alors  comme  un  système  tri- 
plement infini  de  pareils  éléments  assujettis  à  une  seule  con- 
dition 

Touiclois,  dans  l'c-tudc  des  propriétc's  |)rojcctives  des  connexes. 
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il  convient  Je  distinguer  deux  espèces  d(î  formations  covariaiiles 
d'un  connexe  :  celles  qui  gardent  le  caractère  de  covariance  pour 
deux  transformations  linéaires  qufdconques  effectuées  respective- 
ment sur  les  deux  séries  de  variables  x  et  u  de  la  forme  y,  et  celles 
qui  ne  gardent  ce  caractère  que  si  chacune  des  deux  transformations 
auxquelles  on  soumet  respectivement  les  deux  séries  de  variables  a* 
et  u  est  l'inverse  de  la  transposée  de  l'autre,  c'est-à-dire  si  ces  deux 
trausformations  définissent  une  même  homographie  du  jdan  por- 
teur des  points  x  et  des  droites  n. 

On  voit  bien  que  les  formations  de  la  première  espèce  se  prêtent 
à  nue  interprétation  projective,  même  si  l'on  ra[)porte  dans  la 
forme  y  les  variables  .r  à  des  éléments  (points  ou  droit(;s)  d'un 
plan  et  les  variables  u  à  des  éléments  d'un  autre  [)lan,  etc.,  d'où  il 
résulte  qu'en  étudiant  ces  lormations  on  étudie  en  même  temps  les 
propriétés  communes  à  plusieurs  sortes  de  dépendances  géomé- 
triques. 

Ces  dépendances  géométriques,  lorsqu'on  veut  se  restreindre  à 
la  considération  d'un  seul  [)lan,  se  présentent  soit  comme  coiuiexes, 
soit  comme!  des  liaisons  entre  deux  éléments  de  même  nature;  une 
liaison  pouvant  être  définie  (;omme  un  système  triplement  infini 
de  couples  de  deux  points  ou  de  deux  droites  d'un  plan. 

Maintenant  un  des  attributs  les  plus  lemarquabhîs  du  connexe 
conjugué  d'un  connexe,  c'est  qu'il  en  constitue  une  formation  co- 
variante  de  la  première  espèce,  de  sorte  qu'en  interprétant  autre- 
ment l'équation  d'un  connexe  on  reconnaît  qu'à  toute  liaison  entre 
deux  points  (ou  droites)  d'un  plan  correspond  une  autre  liaison 
entre  deux  droites  (ou  points),  qui  en  est  la  conjuguée. 

Le  besoin  d'introduire,  à  côté  des  connexes,  des  liaisons  entre 
des  éléments  de  même  nature  d'un  plan,  quoiqu'il  soit  manifeste 
par  soi-même,  se  montrera  inévitable  lorsque  nous  ferons  voir  que 
deux  connexes  conjugués  sont,  en  général,  accompagnés  de  bien 
près  par  deux  liaisons  dontl'une  est  la  conjuguée  de  l'autre. 

Le  problème  capital  de  la  théorie  des  connexes  conjugués, 
comme  il  a  été  posé  par  Clebscb,  consiste  i''  à  déterminer  les  sin- 
gularités que  présente  le  conjugué  d'un  connexe  tout  à  fait  général, 
et  expliquer  par  là  comment  le  conjugué  de  ce  connexe  coïncide 
précisément  avec  le  connexe  primitif-,  de  cette  manière,  on  saura 
quelles  sont  les  singularités  nécessaires  ou  inévitables  à  un  connexe 
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et  à  sou  conjugué;  2"  à  détciiuîuer  daus  quelles  proportions  se 
distribueiUles  diverses  singulariics  nécessaires  dans  deux  connexes 
présentant  tous  les  deux  toutes  sortes  de  pareilles  singularités^  les 
lois  de  cette  distribution  seront  exprimées  par  des  formules  ana- 
logues à  celles  dues  à  Pliicker,  qui  régissent  les  singularités  ordi- 
naires des  courbes  algébriques. 

Les  résultats  que  nous  allons  présenter  ici  se  rapportent  à  la 
première  partie  de  ce  problème,  et  constituent,  croyons-nous,  une 
contribution  notable  a  sa  résolution. 

I. 

\  .  Si  l'on  considère  un  couple  (x,  u)  d'un  connexe,  la  courbe  U, 
enveloppe  des  di'oites  liées  au  point  .r  dans  ce  connexe,  touclie  u  en 
un  point  7  ,  et  la  courbe  X,  lieu  des  points  liés  à  la  droite  //,  a  pour 
tangente  au  point  a:  une  droite  c.  Les  nouveaux  couples  d'éléments 
(v-,  T  )  qu'on  obtient  ainsi  constituent  un  nouveau  connexe,  le  con- 
jugué du  connexe  coiisidéré. 

Mais  on  peut  aussi  considérer  la  liaison  des  points  x  eiy  enti-e 
eux,  ainsi  que  celle  des  droites  i^  et  u.  On  obtient  de  la  sorte  deux 
liaisons  associées  au  connexe  considéré,  et  dont  l'étude  ofire  le  plus 
grand  intérêt,  parce  qu'elles  eonstitiuMit  une  doul)le  voie  de  transi- 
tion entre  le  (connexe  primilit'et  son  conjugué  ('). 

Cette  relation  entre  les  deux  liaisons  (.r,  ->  )  et  (v',  ")  et  le  con- 
nexe conjugué  (  t',  r)  résulte  des  deux  propositions  fondamentales 
suivantes,  dont  l'une  est  la  corrélative  de  l'autre  : 

Le  lieu  X-y  des  points  x  auxquels  coirespondent  dans  le  con- 
nexe coiisidéié  des  courbes  U  passa/il  par  un  point  j  coïncide 
a^ec  la  courbe  V  correspondant  à  y  dans  le  connexe  conjugué. 

L' enveloppe  '0^,  des  ttroites  u  auxipielles  correspondenl  dans  le 
connexe  considéré  des  courbes  X  touchant  une  droite  v  coïncide 
avec  la  courbe  T  correspondant  à  r  dans  le  connexe  conjugué. 


(')  Il  penl  arrivor,  pour  des  coiiiiexos  parliciilici's,  (nu>  l'iiiic  de  ces  liuisoiis  ne  soit 
))as  formée  d'un  nombre  ttiplement  infini  decoujjles,  ce  qui  a  lieu  toujours  lorsqu  un 
des  nomjjres  m,  ii  (ordre  et  classe  du  connexe)  est  égal  h  l'unité.  Nous  nous  boi'nons 
il  cette  indication,  et  nous  ne  persisterons  pns,  dans  la  suile,  à  montriM-  cli;i(]ue  l'ois 
les  propositions  qui  ne  subsistent  plus  dans  ce  cas. 
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De  C(,'lte  maiiièif,  les  courbes  5"^  et  cX-v  concspondant  aux  points 
a'  et  1  suivant  la  liaison  (x,j')  coïncident  respectivement  avec  les 
courbes  U^  et  V^  qu'on  rencontre  dans  le  connexe  considéré  et  son 
conjugué.  De  même  les  courbes  \'^„  et  '0^,  correspondant  aux  droites 
Il  et  u  suivant  la  liaison  (p-,  u)  coïncident  respectivement  avec  les 
courbes  X„  et  T,,  qu'on  rencontre  dans  le  connexe  considéré  et  son 
conjugué. 

2.  On  parvient  à  la  première  de  ces  deux  propositions  fondamen- 
tales, pour  1(;  cas  où  le  connexe  primitif  est  tout  à  fait  général  et 
n'offre  aucune  particularité,  en  constatant  successivement  que  pour 
ce  cas  : 

Le  lieu  X-y  des  points  x  auxquels  correspondent  des  courbes  U 
passant  par  un  point  fixe  y  coïncide  avec  V  ens^eloppe  des  courhes 
\  correspondant  aux  droites  u  passant  par  le  point  y  (M. 

La  courbe  X  concspondant  à  une  droite  u  passant  par  le  point 
y  touche  la  courbe  X-y  en  m-  points  x  auxquels  correspondent  des 
courbes  U  ayant  au  point  y  pour  tangente  la  droite  u. 

La  courbe  U  correspondant  à  un  point  x  de  X-^  a  pour  tansente 
au  point  y  une  droite  u  à  laquelle  correspond  une  courbe  X  tou- 
chant la  courbe  tX-,.  au  point  x. 

3.  A  ces  derniers  théorèmes  se  rattachent  les  propositions  sui- 
vantes : 

La  courbe  \  correspondant  à.  un  point  double  i  de  U.r  a  le 
point  X  pour  point  double. 

La  courbe  \  correspondant  à  un  point  de  rebroussentent  deY,jc 
a  le  point  X  pour  point  de  rebroussement. 

Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  aussi  vraies,  pourvu 
qu'on  ne  considère  que   des   points  singuliers   des  courbes  V,  ne 


(')  Pour  démontrer  cette  proposition,  considérons  deux  droites  inPniment  voi- 
sines «  passant  par  le  point  ^  ;  à  ces  deux  droites  correspondent,  dans  le  connexe 
considéré,  deux  courbes  X,  qui  se  coupent  suivant  »<-  points  x.  Il  est  clair  maintenant 
que  les  courbes  U  corrrespondant  à  chacun  de  ces  points  x  touchent  les  deux  droites  u 
considérées  en  des  points  infiniment  voisins  dej-;  eu  d'antres  termes,  elles  passent 
par  le  point _>-  lorsque  les  deux  droites  u  viennent  à  coïncider.  D'où  résulte  la  propo- 
sition énoncée. 

Bull,  des  Sciences  niath.^  2*=  séiie,  t.  1\.  (Sepleniiire  1S80.)  1\ 
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cousliLiiaiil  pas  des  singularités  non  coininunes  à  toutes  les 
courbes  \  . 

i.  Si  Ton  considère  un  couple  [x,  u)  du  connexe  primitif  et  le 
couple  con^espondant  (i^,  ,7)  du  connexe  conjugué,  on  peut  remar- 
quer que  les  courbes  Xj<  et  W y  touchent  la  droite  v  au  point  x,  et 
que  les  courbes  U^  f^t  ^c  touchent  la  droite  u  au  point  y. 

De  là  on  déduit  ce  résultat  très  important,  dû  à  Clebsch,  que  le 
connexe  conjugué  du  cofijugué  d'un  connexe  coïncide  avec  ce 
connexe  primitif. 

On  peut  en  déduire  aussi  que  les  deux  liaisons  (.r,  7)  et  (  t',  u) 
sont  conjuguées  l'une  de  l'autre.  Le  lecteur  pourra  aisément  ob- 
tenir la  définition  d'une  liaison  conjuguée  à  une  autre  en  se  rap- 
portant à  ce  que  nous  avons  remarqué  en  commençant  sur  la  nature 
des  connexes  conjugués  (M- 

5.   Si  le  connexe  considéré  est  représenté  pai  réquation 

/=  (•'"1.  •''■2,  •'■3^'"  ("m  "2.  "i   "~  «^ 

la  liaison  (yX.,y)  sera  représentée  par  l'équation  qu'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  la  forme  réciproque  (  reciprocal)  I{„  f  de  /'par  rapport 
à  u.  De  même  l'équation  de  la  liaison  (v',  u)  sera  obtenue  en  égalant 
à  zéro  la  forme  réciproque  T{.y/"de  /"  par  rapport  à  x. 

Les  liaisons  [x,j)  et  (  r,  u)  seront  donc  délinies  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

uJ   ■ —  ?  —  V    1'      2>  •'^3  1,.'  I  '  .'  2>  ,' 3  j     ^ 

et 

xJ  —  r  —  \'  i>  '2»  '  3  ,  "i'  "2'  "3  ; 

On  voit  ainsi  qu'en  général  les  courbes  V  y  sont  du  degré 
9.m[ji  —  1),  et  les  courbes  T,,  de  la  classe  2 n  (m — i). 

Dans  ce  qui  suit  nous  supposerons  toujours,  comme  nous  l'avons 
fait  dans  le  présent  numéro,  que  la  forme  f  soit  la  plus  générale 
possible,  c'est-à-dire  à  coefbcients  tout  à  fait  arbiti'aires. 


(')  Ainsi,  étant  donnée  une  liaison  (.r,  r),  si  l'on  considère  les  courbes  A.-^  «^t  ^x 
correspondant  d'après  cette  liaison  à  deux  points  r,  .c  lies  entre  eux,  les  droites  v  et  ii 
c}ui  touchent  respectivement  les  courbes  çV-v  et  Jf^  aux  points  .r  et  r  formeront  un 
couple  de  la  liaison  çnnjiigiié)'. 
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6.  Les  noiiibi't'S  des  |>oiuts  doubles  et  de  iel)r<)usseiueiil  d'une 
courbe  V^-  sont  égaux  aux  nombres  des  courbes  U^  ayant  en  r  un 
point  double  ou  de  rebrousseinent.  Ou  sait  déjà  (')  que  ces  der- 
niers nombres  sont  égaux  à 

lin-]  /i  —  2 )  ( «  —  3 )     et     3 m-  [n  —  2  j . 

On  est  ainsi  à  même  de  calculer  la  classe  de  ^  ,-et  l'ordre  de  T,,  :, 
ou  retrouve  ainsi  les  nombres 

///  hii/i  -\-  l' in  —  '  \  "  —  '1      f't      f^  ["'"  +  2  ( '"  —  '  ■  '"  —  '  "Iji 
obtenus  différemment  par  M.  Liudemann. 

7.  L'équation  tangentielle  Uj  =  o  des  points  doubles  de  U^:,  qui 
doit  être  du  degré  iiiiii  —  'i){n  —  3)  par  ra|iport  aux  coefficients 
des  M  dans  l'équation /  =  o  (-),  rejirésente,  si  l'on}'  cousidère  les 
X  comme  coordoïinées  cornantes,  le  lieu  des  points  doubles  x  des 
courbes  V  correspondant  aux  points  )"  d'une  droite  u;  ce  lieu  sera 
donc  d'un  ordre  égal  à  imn[ii  —  2)(/i  —  3  ).  De  même  l'équation 
tangentielle  Vo  =  o  des  points  doubles  de  \  ^  représente  aussi  le 
lieu  des  points  doubles  ->  des  courbes  U  correspondant  aux  points  a* 
d'une  droite  w,  dont  l'ordre  est  égal  à  l'ordre  201/1(71  —  2)'«  —  3  ) 
de  la  courbe  précédente. 

D'une  manière  analogue,  l'équation  tangentielle  U:j=  o  des  points 
de  rebroussementde  U.f,  qui  doit  être  du  degré  3n(//  —  2)  par  rap- 
port aux  coefficients  des  u  dansy=  o,  représente  le  lieu  des  points 
de  rebroussement  xdes  courbes  Vcorrespondant  aux  points  y  d'uiu; 
droite  m;  ce  lieu  sera  donc  d'un  ordre  égal  à  ?Mun(n  —  2).  De 
même,  l'équation  tangentielle  ^  3  =iz  o  des  points  de  rebroussement 
de  \ y  représente  aussi  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des 
courbes  U  correspondant  aux  points  a:  d'une  droite  t',  dont  l'ordre 
est  nécessairement  égal  à  celui  de  la  courbe  précédente. 

8.  H  est  manifeste  que  pour  les  courbes  X  et  T  auront  lieu  des 


(')  T'oir  LiNDF.MANN,  Vorlesuns;pn  tiher  Géométrie  -von  Alfred  Clebscit,  p.  g-n.  On 
doit  aussi  à  M.  Lindemann   (ibiV/..  p.  971)  certains  résultats  de  notre  n°  7. 

(*)  Foir  pour  la  question  corrélative  le  iMémoire  de  Cayley,  Recherches  sur  l'élimi- 
iialion  (t  sur  la  tliéorie  des  courbes  [  Jourual  de  Crclle.  vol.  34  ;. 
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propositions  coiiélatives  à  celles  exposées  dans  les  ii'"  2,  3,  0,  7  au 

sujet  des  courbes  U  et  V. 

9.  La  forme  réciproque  de  C9  =  R„y"par  rapport  à  jc  est 


ou 


F  =  ("i,*'2,''3)'"'(j'i.J2jJ-3)"'=o      U  =  mn  +  2(j 


n 


—  1^1 


représente  le  connexe  conjugué  du  connexe  /=  o. 

De  même,  la  forme  réciproque  de  i|/  =  R^/^  pat'  rapport  à  u  est 

R„-;.=:R„R,/=FV^T^ 

où  T2=  o  et  T3=  o  sont  les  équations  ponctuelles  des  tangentes 
doubles  et  d'inflexion  de  la  courbe  T. 

Il  résulte  de  la  nature  des  relations  précédentes  qu'aucune  des 
courbes  V  correspondant  aux  points  j  d'une  droite  arbitraire  «  ne 
présente  une  nouvelle  tangente  double  ou  d'inflexion,  et  que  de 
même  aucune  des  courbes  T  correspondant  aux  droites  i^  passant 
par  un  point  arbitraire  x  ne  présente  un  nouveau  point  double  ou 
de  rebroussemcnt. 

IL 

10.  Les  courbes  X  correspondant  à  des  droites  u'  infiniment  voi- 
sines d'une  droite  u  appartiennent  à  un  réseau 

,    àf         ,    df         ,    df 

dans  lequel  est  comprise  la  courbe  X„, 

Les  points  déterminés  sur  X„  par  une  courbe  de  ce  réseau  cor- 
respondant à  une  droite  lé  forment  les  points  de  contact  avec  X„ 
de  la  courbe  \  correspondant  au  point  de  rencontre  j  des  droites  u 
et  h'. 

Les  courbes  X  correspondant  à  des  droites  z/  infiniment  voisines 
de  a  déterminent  sur  X„  une  infinité  de  groupes  de  m-  points  tels 
que  tout  point  de  X„  n'appartienne  qu'à  un  seul  de  ces  groupes. 

H.  Cepj'ndant  il  peut  arriver,  pour  des  positions  spéciales  de  u. 


I 
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(|ue  les  groupes  déleriuinés  sur  X„  par  les  courbes  X  qui  en  sont 
infiniment  voisines  aient  tous  un  point  commun  x.  Dans  ce  cas, 
toutes  les  courbes  du  réseau 

,    àf  ^     .    àf         ,    df 

passeront  par  ce  point  x. 

On  voit  ainsi  que  les  couples  [x.  u)  communs  aux  connexes 

,.  ■   Of  ôf  df 

I  —-  =  (),         -_-  =  o,         -T—  =  0 

a«i  a/Zo  Ou-i 

sont  l'ormés  par  des  éléments  jouissant  des  propriétés  dont  il 
s'agit. 

12.  Lorsque  les  combes  X  corres/)ondant  à  des  droites  u'  inji- 
niinent  voisines  de  u  rencontrent  toutes  la  courbe  X„  en  un  même 
point  X,  la  courbe  \\i  a  la  droite  u  pour  tangente  double. 

Le  lieu  S  des  points  x  auxquels  correspondent  des  courbes  L 
ayant  une  tangente  double  est  une  courbe  du  degré  3m(/z  —  i)^. 
L'enveloppe  S  des  droites  u  qui  sont  des  tangentes  doubles  des 
courbes  U  est  une  courbe  de  la  classe  '6m-[n  —  i). 

On  remarquera  que  l'équation  S  =  o  qui  représente  la  courbe  S 
est  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  /  par  rapport  à  u. 

i3.  La  courbe  X  correspondant  à  une  tangente  u  de  S  touche 
la  courbe  -S  au  poi/it  x  (/ni  correspond  à  u. 

De  cette  manière,  l'équation  de  la  tangente  de  ^  au  point  x  sera 

,    ,  .    df        ,    (V         ,    àf 

La  classe  de  la  courbe  §  est  égale  au  nombre 

3m  ( «  —  I  [rnn  -h  [m  —  i    '  «  —  i  )] 
des  couples  {x,u)  communs  aux  quatre  connexes  i  i  )  et  (2). 

14.   yï  tout  point  double  x  de  S  correspottd  une  courbe  L  ayant 
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deux  tangentes  douhles,  tandis  ij u  à  tout  point  de  reb/oiissenient 
de  6  correspond  une  courbe  L  ayant  une  tangente  d'inflexion. 

Ckaciin  des  couples  (x,  u)  communs   au   connexe ^=0    et   au 
couple  de  courbes  [Curuenpaar]  commun  aux  six  connexes 

ô\f      (Vf  <r-f  ô\f       i)\f        dV 


ôu\  '  ôui  dit.,  '  ôiii  ôit-i        ôu.,()i(i  '  Oui  '  Oii^ôu^i 

ôu^ôui  '  dii^Oit-i  '  Oui 

est  formé   d'un  point  de  lebroussemeut  x  de  b  et  de  la   tangeute 
d'inflexion  u  de  la  courbe  corresj)ondanle  U^-. 

Le  nombre  des  points  de  rebroussement  de  la  courbe  S  est  ainsi 
«'•gai  à 

I  ■},in-  [/i  —  )[i  n  —  -2  I. 

Par  conséquent,  le  nond:)re  des  points  doubles  de  S  sera  égal  à 

3     .,,  ..  .    .   ,       o 

-  /n-  I  n  —  II,//  —  2  1  (  o /r  —  i.n  —  11    , 

2        ' 

lo.  A  toute  tangente  double  u  de  2  correspond  une  courbe  X,^ 
rencontrée  en  deux  points  tixes  par  toutes  les  courbes  X  qui  en  sont 
inflniment  voisines.  D'une  manière  analogue,  si  la  courbe  2  avait 
des  tangentes  d'inflexion  »,  toute  courbe  X„  correspondant  à  une 
de  ces  droites  u  serait  loucliée  par  toutes  les  courbes  X  infiniment 
voisines  d'elle  en  un  même  point;  cependant  il  n'existe  pas  en  gé- 
néral de  droites  «jouissant  de  cette  propriété. 

Connaissant  ainsi  que  la  couibe  S  est  de  la  classe  ?>ni-[n  —  1), 
qu'elle  n'a  pas  de  tangentes  d'inflexion  et  que  son  genre  est  égala 
celui  de  la  courbe  S,  on  poui'ra  en  calculer  tous  les  autres  nombres 
pluckériens. 

10.  Les  courbes  G  et  T,  dont  la  prenaière  est  l'enveloppe  des 
droites  u  auxquelles  correspondent  des  courbes  X  ayant  des  points 
doubles  X  et  dont  la  seconde  est  le  lieu  de  ces  points  doubles  o',  ont 
des  propriétés  corrélatives  à  celles  des  courbes  §  et  S. 
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17.  Les  courbes  \  correspondant  aux  divers  points  7  d'une  tan- 
gente Il  de  la  courbe  2  sont  tangentes  entre  elles  et  à  la  courbe  ^ 
au  point  x  de  cette  dernière  courbe  correspondant  à  la  tangente  a 
de  Z. 

11  s'ensuit  de  là  ([iie  toute  couibe  \y  touche  è  en?>ni'-[n  —  i) 
points  (lu.it/uc/.'i  correspondent  des  tangentes  de  3^  passant  par  le 
point  )  . 

Des  propositions  analogues  ont  lieu  pour  les  courbes  T  par  rap 
[)orl  aux  courbes  G  et  1\ 

18.  La  loriui-  réci[)ro(|ue  de  ç  par  rapport  àj)  est 

De  uièine,  la  lornie  récipro(ju<'  de  i^  par  rappoit  à  v>  est 

R^:  — R,R^/.=  /X:]X^G. 

A  ces  relations  analytiques  se  relient  les  faits  géométriques  sui- 
vants : 

L'enveloppe  des  courbes  \  correspondant  aux  points  y  d' une 
droite  n  est  constituée  par  la  courbe  X  correspondant  à  la 
droite  a  et  la  courbe  $. 

L' enveloppe  des  courbes  T  correspondant  aux  droites  \>  passant 
par  un  point  x  est  constituée  par  la  courbe  L  correspondant  au 
point  X  et  la  courbe  C. 

19.  Si  la  courbe  \y  a  pour  tangente  double  ou  d  inflexion 
une  droite  v»,  la  courbe  T^  aura  y  pour  point  double  ou  de  re- 
broussement. 

L'enveloppe  T'.,  =  o  des  tangentes  doubles  des  courbes  ^  corres- 
pondant aux  points  7  dune  droite  est  de  la  classe 

/////  \t^  —  Il  <  m  —  Il    n  —  I      H iitn   m  -\-  11  , 

\t  =  mil  -i-  2   ///  —  [    [il  —  I  IL 
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D'un  degré  égal  à  ce  même  nomLre  sera  nécessairement  le  lieu 
\  '  1=  o  des  points  doubles  des  courbes  T  correspondant  aux 
droites  p»  d'un  faisceau. 

L'enveloppe  T'.,  =  o  des  tangentes  d'inflexion  des  courbes  V  cor- 
respondant aux  points  T  d'une  droite  est  de  la  classe 

1 1  mn [m  ~  i]  [n  —  i ) . 

D'un  degré  égal  à  ce  même  nombre  sera  le  lieu  \ '^  =  o  des  points 
de  rebroussement  des  courbes  T  correspondant  aux  droites  v'  d'un 
faisceau. 

20.   La  forme  réciprocpœ  de  F  par  rapport  à  }'  est 

où  S':^  o  représente  en  coordonnées  tangentielles  la  courbe  S. 
De  même  : 
La  forme  récipro(]ue  de  F  par  rapport  à  u  est 

où  Q>' ■-=z  o  représente  en  coordonnées  ponctuelles  la  courbe  t. 

A  ces  relations  analytiques  se  relient  des  nouveaux  faits  géo- 
métriques, savoir  : 

Parmi  les  courbes  T,.,  ////)  a  cjue  colles  correspondant  aux  tan- 
gentes V  de  $  qui  se  décomposent  en  une  droite  double  et  une 
autre  courbe  résiduelle. 

Parmi  les  courbes  A  y,  //  n'y  a  cpie  celles  correspondant  aux 
points  y  de  G  qui  se  décomposent  en  un  point  compté  deux  fois 
et  en  une  autre  courbe  résiduelle. 

Paris,  (evrier  i88o. 


SUR  LES  FONCTIONS  PROVENANT  DE  L'INVERSION  DES  INTÉGRALES 
DES  SOLUTIONS  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES  ; 

Par  m.  L.   lUCHS,  à  Hcidelbcrg. 

Dans  une  Communication,  insérée  dans  les  Nachrichten  von 
der  K.  Gesellschaft  der  TT  issenschaften  zu  Gottingen,  numéro 
de  février  i88o,  p.  ijo  et  suiv.,   j'ai  délini  des  fonctions  de  plu- 
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sieurs  variables  qui  doivent  leur  naissance  à  l'inversion  des  inté- 
grales des  équations  diiïérentielles  linéaires. 

J'ai  donné  en  ce  lieu,  et  avec  plus  de  détails  dans  le  Journal  da 
Borchnrdt,  t.  LXXXJX,  p.  i5i,  etc.,  un  exemple  des  fonctions  de 
cette  sorte,  eu  introduisant,  pour  le  cas  des  équations  différentielles 
du  second  ordre,  les  restrictions  suivantes  : 

Les  fonctions  Z\^Z2  de  U\,U2  doivent  atteindre  les  points  singu- 
liers de  l'équation  différentielle  pour  des  valeurs  finies  de  «,,zi2, 
tandis  que  dans  la  représentation  des  solutions  de  l'équation  diffé- 
rentielle aux  environs  des  points  singuliers  ne  doivent  pas  entrer 
de  logarithmes.  De  plus,  tous  ces  points  singuliers  doivent  avoir 
la  propriété  que  les  solutions  y  deviennent  infinies  ou  bien  y  su- 
bissent des  ramifications. 

Il  est  manifeste  que  ces  restrictions  ne  sont  pas  nécessaires  toutes 
à  la  fois.  Quant  aux  restrictions  nécessaires,  je  les  ai  développées, 
pour  des  équations  différentielles  d'ordre  quelconque,  dans  un  tra- 
vail qui  doit  paraître  bientôt. 

Le  but  de  la  jNote  actuelle  est  de  présenter  le  Tableau  des  équa- 
tions différentielles  qui  répondent  aux  restrictions  faites  pour  les 
exemples  dont  je  viens  de  parler.  La  Xote  déjà  mentionnée,  insérée 
dans  les  Naclirichteii  de  Goetlingue,  à  laquelle  nous  aurons  à  nous 
reporter,  sera  désignée  par  la  lettre  X. 

Dans  ce  Tableau,  que  nous  dressons  ci-après,  />  et  q  désignent 
les  coefficients  de  l'équation  difféi^entielle 

-—,-  -f-/p  — +  ryw  =  o, 
llZ'  clz 

et  A  le  nombre  des  points  singuliers  de  l'équation  différentielle  (A) 
de  X. 

Pour  toute  équation  différentielle  admettant  des  intégrales  algé- 
briques, nous  nous  bornerons,  pour  abréger,  à  la  remarque  «  inté- 
grales algébriques  )5,  tandis  que  pour  les  autres  nous  donnons  un 
système  fondamental  d'intégrales  w,,0J2  de  l'équation  différentielle 

en  œ. 

I.    A  =6. 

_l 

R  =  (  3  —  rt,  )  (  c  —  r/j)  .  .  .  ( 3  —  flg  ) ,     J»-  =  R    -  w, 

p  zz^  O,       q  ziz  O, 

intégrales  algébriques. 


33o 


R 

I    /       I 
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II.   A  =  5. 

_i 

[z  —  a,].  .  .[z  —  rtj),     j  =  R    -w, 


'     Q 


4     i^—  «4ji3  —  ^'5, 


intégrales  algébriques  ; 

2°  R=:  (s  — r/j)  ..  .  (3  — «s),      r  =  R~^w, 

p  =  0,        q  :~  O, 


intégrales  algébriques. 


1° 


R  =  iz— «1! 


III.  A  =  4. 


«o)(z—    «■j 


«■/logR 


—  «il       v  =  R    ■■'m. 


2        r/3     '      '^        n^    j(' 


iul    désignant  un   module    de  périodicité   de   l'intégrale  elliptique 

_i  _? 

2°  .}■  =  [(:; —  rt, )  (3  — «,[2  — «3)]    2^3  —  </ij   ''w, 

11  II  21 


i     z  —  «9         1   z ((.,         3 


intégrales  algébriques  ; 


)(3  — «3J(z-  a,\ 


J-=:[(3~  «,).  .  .  (3  —  rti)]      -0), 


7^  = 


1  r/logR 

2  ^/3 


'      7 


4  R 

intégrales  algébriques  ; 

_  1     _  2 

4°       ,r~.  [    ;— r/i)(3  — «2)]    ^  R    ^„,     R  — /;. 


2  /-/logR 

3  ~<h 


•     '/ 
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intégrales  algébriques; 

_  i 

intégrales  algébriques. 

IV.  A=^3. 

_  1 

1"  R=  (3-  «,)^r  — -«jh'z— «31,      >'  =  R-w, 

I   f/loijR  77-    I 

O     étant     un     module     de    périodicité    de    l'intégrale     ellij)ti(|nc 

ro^rrze^ii/  ,       6).,  1-^  e     "t.'  ; 

_  '  "î 

II  II  2  1 

A»  = 1 1-  ^ 


2     3  <^/,  2    3  —  a.)  3    3  —  «3 

■7  —   ôr(2"i^-  2«2^«3)  —  ^M  : ' — r 

[_oo  3o    J  '^3  —  ^'i!\^  —  "-2),-  —  "3 

intégrales  algébriques  ; 

3"  J  =  R      ^W,        R  zr::   (3—  a,j  (2  —  rt2)(3  —   rt-j], 

2    r/IogR 
6J,  =T  const . ,      «2  =  7"^»^   ^  c/s  ; 

40  R=(3-«,)'"^(3-«,^^'^(3-«3r^       J  =  RW, 

II  2  1  5  I 

p  = -f- h •     7  =  0, 

■2  ;:  —  <•/[         o   3  —  (^/^        t)  3  —  a^ 
w,r=  const.,      w,  =  yRc/'3; 

5"  v=:^3— rt,j     -R    "fo,      R=_     3  — r/2;;3  — «Y,'. 

5   r/logR  5     I 

'^  =  6  -;77-'     ^'''--36R' 
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intégrales  ali;ébrit|ues  ; 

9,     f/logR  2     I 

intégrales  algébriques  ; 

_  i    _  V 

7"  J  =  (z  — «0    'R    '''^,      R  =  {z  —  a,)[z~a^], 

I    r/logR  I      I 

intégrales  algébriques  ; 

r        I  2         I  I  I 


2  z  —  a.2        3    3  — «3'  18(3  — «2)  ( 

intégrales  algébriques; 

_i  _2 

90  j  =  [[z-a^)[z~a,_]]   -(3 -«3)    ^w, 

/^=l(-  — «3)^',      7  =  0, 

intégrales  algébriques. 

V.   A  =  2. 

1"  R  =  iz  —  a^)'^z  —  û,)"\     .)■  =  R«, 

21  5        I 

3    3  —  «,  02 f/., 

w,  =  const.,      oi.2  =  J'R.dz; 


2°  Rz=(2  —  rt,)(2  —  «2),      J=:R     'w, 

3   d\o2R 


3°  R  =  (3  — «,]    -[z  —  aA    \     v  =  Rw, 


II  5       I 

\-  -.  

3  —  <■/,       ()  3  — 

f.),  =ï:  const. ,  f.);,=  yRf/3; 


/p  = h  -.   »       ry  =  o, 

2     3  ((,  h    Z   rt.. 
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4"  l\  =  {z—  n^){:.~a.],      y  =z  l\"  ^j, 

w,=:COnst.,      r,)2  =  JR     ^dz; 
_  1  _  3. 

II           3        I 
/^  = h  -  5      7  =  o, 

2    3  —  «,  /|    ;  —  c/, 

f,j ,  rr=  const . ,      f.j ^,  ^  y  K  <^/z  ; 

—  1  _1 

6"  R=:(Z—  â-,)     ^(S  —  rt.j      \      .}-=.Rw, 

II  •>.  I 

/>  = h  -n »     q  =  o, 

1   z  —  r/,        o  2  —  .'/j 

&),=  const.,       f,)j=:/RJc; 

')   r/lo^R  5      I 

'^=6-^?—'     ''"  -36  r' 

intégrales  algébriques; 

_  I  1 

intégrales  algébriques. 

Pour  les  équations  différentielles  qui  admettent  des  intégrales 
algébriques,  z  est  une  fonction  rationnelley  (^)  de  '{^.  Ensubslituant 
dans  l'équation  (B)  de  ^ 

on  obtient,  pour  la  détermination  des  T,,  ^o  comme  fonctions  de 
«,,  U2  les  équations  qui  ont  lieu  pour  les  fonctions  Iiyperellip- 
tiques  du  premier  ordre. 

Pour  les  cas  IV  ?>",  4",  V  i",  ?.",  3°,  4",  ')",  6",  il  résulte  du  Mé- 
moire de  MM.  Briot  et  Bouquet  ( /o«/7?y//  de  V Ecole  Polytech- 
nique, t.  XXI,  p.  222)  que  r  est  une  fonction  uniforme  et  dou- 
blement périodique  %('C)  de  ^'l. 

De  même,  pourles  cas  Jll  1°,  IV  i",  ::  représente  une  fonction  uni- 
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forme  /iCj  '^*^  C'  ^^'^^^  4^^^ 


où    0,    désigne    un    second   module  de  périodicité    de    l'intégrale 

yR  -dz^  différent  de  Q.  En  substituant  dans  les  équations  (B) 
de  N 

ces  équations  deviennent,  pour  les  cas  lil    i  ".  J\    i", 

-l      -i        -/ 

il 
tandis  que,  poui'les  cas  IV  3°,  4"  <'t  V   i°,  a",  •  •  -,  ti°,  elles  deviennent 

?,  +  i;2=  «,     rj  H-  2  ==  «_,, 

de  sorte  que  pour  tous  ces  cas  les  coefficients  de  l'équation  quadra- 
tique pour  c,,  ^2  (j^?  P'  '74)  sont  représentables  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques. 

Heidelberg,  juin   i8Po. 


Ext/ait.  d'une  Lettre  adressée  par  J/.  Fuclis  à  M.  Borc/tnrdt. 

Dans  un  résumé  des  résultats  de  mon  ti-avail  Su?-  une  classe  de 
fonctions,  etc.,  que  j'ai  publié  dans  les  Nachrichten  de  Goettingue 
(février  i88o,  p.  i7o-ij()),se  trouve  (p.  i  j3  )  la  proposition  sui- 
vante : 

J.  Si  f\z)  et  (i^[z)  for  nient  un  s'\  stènie  fondamental  arbitraire 
de  solutions  d'une  équation  dijfjérejitielle  linéaire  et  homogène  du 
second  ordre  à  coefficients  lationnels,  et  que  pour  tout  point  sin- 
gulier les  racines  /,,  r.^  de  V  équation  fondamentale  détermina- 
trice  correspondante  satisfassent  aux  cojiditions 

/■.,  =  /•,  +  !        OU       f\   ^^^   —  I   -4-   -  7        1.,  :^   —    I  -i 
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(  n  (UanI  un  nombre  i^nliei-  jiosili/')^  tandis  ijin^  1rs  racines  p,,  o^  de 
I  éijualion  fondiunenlale  drlerniinatrice  correspondante  à  z  ^^  yz 
satisfont  aux  conditions 

I  ?. 

0,  =1=  (/[  -+     I  ,       ou      p.  :=  î  H ■.       p2  --  \  -\ 

(v  étant  un  Jionihre  en^lier  positif  ]^  et  que  de  plus  les  développe- 
ments des  solutions  de  V équation  difjérentielle  aux  environs  des 
points  singuliers  ne  contiennent  pas  de  lof^arithnies,  l'équation 

F)  i^li  —  y, 

t  ^^ 

détermine  z  comme  fonction  uniforme  de  ^. 

Dans  mou  travail  inséré  dans  votre  Journal  (t.  89,  jj.  iji, 
et  suiv.),  dans  lequel  j'ai  développé  les  résultats  mentionnés,  la 
proposition  précédente  a  été  présentée  (p.  iSg)  comme  proposition!, 
sous  une  l'orme  un  peu  modifiée,  laquelle,  étant  d'une  moindn; 
clarté,  n'éloigne  pas  la  j)OSsil)ilité  d'une  mésintellii;en(;e.  C'est 
M.  H.  Poincaré,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen,  qui 
par  une  aimable  Communication  a  attiré  mon  attention  sur  cette 
circonstance. 

Je  prends  maintenant  la  liberté  de  joindre  ici  quelques  éclaircis- 
sements sur  cette  proposition. 

Soit  menée  dans  le  plan  des  -,  par  chacun  des  points  singuliers 
rt,,«2î  •  •  •  5  «p  de  l'équation  ditlérentielle,  une  coupure  quelconque, 
la  coupure/// parle  point  «/.  Que  toutes  ces  coupures  soient  supposées 
continuées  jusqu'au  points:  =  oo  et  soumises  seulement  à  la  restric- 
tion de  ne  pas  se  croiser  ni  avec  elles-mêmes  ni  entre  elles. 
Désignons  par  T  le  plan  des  z  ainsi  découpé.  Si  pour  une  valcui" 
arbitraire  z  =  Zq  on  attribue  kf[z)  et  cç(z),  ainsi  qu'à  leurs  pre- 
mières dérivées,  des  valeurs  arbitraires,  ces  fonctions,  ainsi  que  ^,  se 
trouvent  déterminées  uniformément  dans  toute  l'étendue  de  T.  En 
franchissant  successivement  les  diverses  coupures  ^i,  «72,  .  •  . ,  </p 
dans  un  ordre  quelconque  et  un  nombre  quelconque  de  fois  cha- 
cune, on  obtient  des  surfaces  que  l'on  peut  désigner  par  T,,T2, 

T3, Ces  surfaces  sont  en  nombre  infini  quand  les  fonctionsy^(c  ) 

eX.  (^[z)  ne  sont  pas  algébriques.  Dans  chacune  de  ces  surfaces  T/,  *{^ 
est  une  fonction  uniforme  de  ~.  Etablissons  maintenant  au  nioven 
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de  réqualion  (F)  la  représentation  des  diverses  icuilles  T,  T,, 
To,  .  .  .  sur  le  plan  des  'C^.  Soit  désignée  par  S/  la  surface  qui  re- 
présente ainsi  sur  le  plan  des  ^  la  surface  T/.  Tant  que,  sur  une 
feuille  T/,/(z)  et  Qj(z)  ne  sont  paiS  identiqueiiie/it  infinis,  c  est-à- 
dire  infinis  pour  toute  valeur  de  z.^  S/,  qui  correspond  à  T/,  remplira 
également  une  surface,  soit  que  T/  provienne  d'un  nombre  fini  de 
transgressions  des  coupures  y, ,  «-/o^  •  -  •  •>  (jpi  soit  qu'il  provienne  d'un 
nombre  infini.  Au  contraire,  si  f{z)  etof::)  sont  identiquement 
infinis  sur  une  feuille  T/ provenant  d'un  nombre  infini  de  trans- 
gressions des  coupures  </,  la  représentante  S/  de  T/  se  réduira  en 
un  point. 

L'ensemble  des  représentantes  S,  S,,  So,  .  •  •  forme  une  surface 
non  découpée  [zusanimejiliângend)  dans  le  plan  des  *(.  Celles  de 
ces  représentantes  qui  ne  correspondent  pas  à  des  surfaces  T/  sur 
lesquellesj"{r:)  et  <ï(-)  sont  identiquement  infinis  n'adiiieltent  pas 
de  points  de  ramification  d'après  les  développements  de  mon  Mé- 
moire (p.  1 58-1 60  de  votre  Journal)  ;  l' ensemble  de  ces  repré- 
sentantes constitue  donc  sur  le  plan  des  (^  une  surface  ct,  qui  couvre 
ce  plan  partout  simplement.  Sur  les  bornes  de  cette  surface  a  se 
trouvent  les  points  qui  jouent  le  rôle  des  représentantes  des  sur- 
faces T/  dans  l'intérieur  desquellesy(::)  et  9(3)  sont  identiquement 
infinis  parce  que  ces  points  peuvent  être  obtenus  par  le  passage  à 
la  limite  des  surfaces  qui  constituent  g. 

Le  sens  de  la  proposition  I  de  mon  travail  (  p.  [61  de  votre  Jour- 
nal] revient  maintenant  à  ce  que  "  est  une  fonction  méromorpbede 
''  dans  l'intérieur  de  la  surface  17.  De  là  découle  le  corollaire  im- 
médiatement   suivant,  dont  il  est   fait  usage  dans   la  partie   ulté- 

f  '  ^\ 
rieure  du  même  travail,  que  '         ne  peut  pas  admettre  une  même 

ç)  (  z  I  -^  ^ 

valeur  pour  deux  valeurs  ditiérentes  de  ",  étant  supposé  nécessai- 
rement que  ce  quotient  n'est  pas  indépendant  de  :;,  ou,  ce  qui  est  la 
même  cbose,  quey^(s)  et  ç(^)  ne  sont  pas  identiquement  infinis. 

Si  maintenant  un  des  points  limites  est  entouré  en  tous  sens 
par  des  surfaces  S,  il  faut,  en  dehors  des  restrictions  déjà  men- 
tionnées, qu'une  autre  relation  ait  lieu  encore  entre  les  constantes 
contenues  dans  les  coefficients  de  l'équation  différentielle. 

Heitlclbei-jT,  -  juin  1880. 
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D""  J.  ODSTRl^IL.  —  KiRZE  Axleituxg  zum  Rechnen  mit   den  (IIvmilton' 
schen)  QiATEK.MONEN.  —  Halle,  1879. 

Ce  petit  .Volume  de  yg  pages  n'est,  comme  le  titre  l'iïidique, 
qu'une  sorte  d'introduction  très  résumée  au  Calcul  des  quaternions  ; 
mais  il  serait  difficile  de  trouver  un  Traité  plus  substantiel,  car 
l'auteur,  avec  beaucoup  de  talent  et  une  profonde  connaissance  du 
sujet,  j  a  fait  entrer  tout  ce  qui  est  essentiel  pour  s'assimiler  les 
principes  delà  méthode  d'Hamilton. 

L'auteur,  avant  d'entrer  dans  l'exposé  du  calcul,  a  cru  devoir 
débuter  en  quelques  pages  par  certaines  considérations  générales  sur 
les  quantités  et  les  nombres.  Il  insiste  avec  grande  raison  sur  la  no- 
tion de  qualité,  qui  s'introduit  dans  le  calcul  algébrique  à  côté  de  la 
notion  de  grandeur  et  donne  naissance  d'abord  aux  quantités  né- 
gatives, puis  aux  quantités  imaginaires.  Au  point  de  vue  purement 
[)hilosophique,  c'est  un  grand  progrès  dans  la  Science  que  cette 
généralisation  des  quantités  et  des  nombres  5  on  est  conduit  à  substi- 
tuer l'idée  de  rapport,  c'est-à-dire  de  comparaison  mesurable,  à  celle 
de  grandeur  absolue,  et,  dans  cette  compai^aison,  rien  n'empècln; 
d'imaginer  que  certaines  qualités  des  objets  que  l'on  considère 
pourront  figurer  à  côté  de  la  grandeur  absolue  de  ces  objets. 

Les  symboles  qui  représenteront  le  résultat  de  cette  comparaison 
complexe  devront  garder  la  trace  des  diverses  quantités  comparées 
entre  elles.  C'est  ainsi  que  le  rapport  de  deux  quantités  imaginaires 
nous  donne  à  la  fois  le  rapport  des  longueurs  de  deux  droites  dans 
un  plan  et  l'angle  qu'elles  forment  l'une  avec  l'autre. 

C'est  en  cliercliant  à  généraliser  cette  notion  des  imaginaires  et 
à  créer  un  algorithme  pour  la  Géométrie  de  l'espace  que  le  célèbre 
William  Rowan  Hamilton  a  été  conduit  à  imaginer  son  algèbre  des 
quaternions,  si  intéressante,  si  féconde,  et  qui  semble  commencer  à 
se  répandre,  malgré  la  défaveur  relative  dans  laquelle  ce  calcul 
semble  avoir  été  tenu  assez  longtemps. 

L'Ouvrage  de  M.  Odstrèil  est  divisé  en  sept  Chapitres  : 

L   Composition  et  décomposition  des  vecteurs, 

IL   Construction  d'un  quaternion. 
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III.  Addition  et  soustraction  des  quaternions. 

IV.  Multiplication  des  vecteurs. 

V.  Multiplication  des  quaternions. 

\l.   Produits  de  trois  ou  plusieurs  vecteurs. 

VII.  Exemples  et  applications. 

Le  premier  Chapitre,  dont  l'exposition  est  très  claire  et  très  bien 
ordonnée  du  reste,  ne  saurait  présenter  au  lecteur  la  moindre  diffi- 
culté. 

C'est  dans  les  Chapitres  suivants,  principalement  dans  les  Cha- 
pitres IV  et  V,  c|ue  se  trouve,  on  peut  le  dire,  contenue  toute  la 
méthode.  Nous  pourrions,  à  la  rigueur,  adresser  à  l'auteur  une  lé- 
gère critique  pour  avoir  introduit  un  Chapitre  sur  la  construction 
d'un  quaternion  avant  d'arriver  à  la  multiplication  et  à  la  division 
des  vecteurs. 

11  nous  semble  que  la  marche  logique  doit  être  celle-ci  :  montrer 
tout  d'abord  avec  quelle  facilité  se  font  l'addition  et  la  soustraction 
des  vecteurs  -,  arrivera  la  multiplication,  en  montrer  les  difficultés; 
indiquer  comment  Hamilton  les  a  surmontées,  grâce  à  la  concep- 
tion du  rapport  géométrique  de  deux  vecteurs  (ou  de  la  hiradialé)  \ 
enfin,  en  combinant  les  biradiales  par  des  opérations  géométriques 
i'X  en  cherchant  à  traduire  symboli(juement  ces  opérations  diverses, 
se  trouver  conduit  au  symbole  analytique  de  la  biradiale,  qui  est  le 
quaternion. 

C'est  du  reste,  à  très  peu  près,  ce  que  fait  l'auteur,  malgré  la 
(critique  que  nous  venons  d'élever,  et  qui  est  beaucoup  moins  de 
fond  que  de  forme. 

Ainsi  que  nous  l'indiquions  plus  haut,  le  lecteur  qui  possède  par- 
faitement les  Chapitres  II,  111,  1\  et  V  (vingt-huit  pages  en  tout 
dans  l'Ouvrage  dont  il  s'agit)  peut  se  considérer  comme  maitre  de 
Ja  méthode.  Le  reste  ne  saurait  plus  être  qu'une  affaire  de  perfec- 
tionnements, de  pratique,  d'applications,  s'acquérant  parla  lecture 
d'Ouvrages  plus  complets,  et  surtout  par  la  résolution  de  nombreux 
problèmes. 

Le  Chapitre  VI  renferme  quelques  formules,  choisies  parmi  les 
plus  importantes  et  les  plus  usitées  dans  les  applications,  et  qui  ont 
rapport  à  des  produits  de  trois  ou  plusieurs  vecteurs. 

Enfin,  les  applications  du  Chapitre  VII  sont  aussi  nombreuses 
(|u  il    <\sl    possible  en   si   peu  d'espace.   Très  élémentaires  pour  la 
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plupart,  se  rapporlant  seulement  aux  malières  traitées  dans  les 
Cliapitres  de  doctrine,  elles  ont  trait  surtout  à  la  Géométrie  et  à  la 
Trigonométrie.  Deux  ou  trois  exemples  empruntés  à  la  Statique 
montrent  cependant  avec  quelle  facilité  le  calcul  d'Hamilton  s'adapte 
à  ces  sortes  de  questions.  L'auteur  a  eu  soin  de  ne  pas  passer  sous 
silence  la  représentation  des  rotations,  auxquelles  l'algorithme  des 
<|uaternions  s'applique  d'une  façon  si  heureuse  et  si  simple. 

]Nous  aurions  été  heureux  de  voir  figurer  dans  ce  petit  Ouvrage 
quelques  notions  sur  la  différentiation  et  aussi  sur  les  équations  du 
premier  degré,  l'une  des  parties  de  la  méthode  qui  font  certaine- 
ment le  plus  d'honneur  au  géuie  de  l'inventeur  des  quaternions  ; 
mais  l'autour  a  cru  évidemment  nécessaire  de  sacrifier  beaucoup  à 
la  brièveté  et  à  la  simplicité.  Tel  qu'il  est,  son  Livre  doit  rendre  un 
véritable  service  et  contribuer  à  répandre  en  Allemagne  la  culture 
de  cette  méthode.  C'est  tout  au  moins  une  première  et  très  com- 
plète initiation,  qui  prépare  à  la  lecture  des  Ouvrages  originaux. 

Nous  ne  dirons  rien  des  notations  :  M.  Odstrcil  s'est  exactement 
conformé  à  ccdles  de  l'inventeur  et  de  ses  disciples  d'Angle- 
terre. 

Nous  croyons,  au  contraire,  que  les  modifications  introduites  par 
AL  Hoûel  dans  sa  remarquable  Théorie  des  quantités  complexes, 
où  il  traite  des  quaternions  d'une  manière  très  complète,  sont  un 
perfectionnement  réel  et  sérieux,  qu'il  est  désirable  de  voir  main- 
tenir dans  les  Ouvrages  français;  mais  cela  ne  touche  pas  au  fond 
même. 

En  terminant,  nous  aurions  à  exprimer  le  désir  de  voir  paraître 
en  France  des  Ouvrages  conçus  dans  le  même  esprit  que  celui  de 
AL  Odstrcil  et  propres  à  répandre  les  principes  du  Calcul  des  qua- 
ternions dans  le  public  mathématique  et  peut-être  même  dans  l'en- 
seignement supérieur.  iMais  ce  désir  est  à  moitié  réalisé  déjà  ;  nous 
croyons  savoir  en  elfet  qu'une  Introduction  à  la  méthode  des  qua- 
ternions, de  AL  Laisant,  est  sur  le  point  de  sortir  des  presses  de 
AL  Gauthier-Villars  ('),  et  que  la  même  maison  a  entrepris  égale- 
ment la  publication  d'une  traduction  française,  par  AL  Plarr,  du 


(')  Depuis  la  rédaction  de  ce  compte  rendu,  l'Ouvrage  dont  nous  parlons  a  été 
publié;  il  se  compose  d'un  volume  iu-S"  de  xxn-2'(2  pages.  II  eu  sera  rendu  compte 
ultérieurement  d;ins  le  Bulletin 
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r(!niarqual,)le  Ouvrage  tle  M.   Tait  ,    ./Jn   eleuientarj    Tveatisa  on 
Ç)uatern'ions .  A.  L. 


LIE  (SoPHUs).  —  Beitrâge  zur  Théorie  der  Minimai-flachen  ('). 

Sous  le  titre  général  qu'on  vient  de  lire,  les  Tomes  Xl^  et  X^ 
des  Matlieinatische  Annalen  contiennent  deux  Mémoires  remar- 
quables, destinés  à  jeter  une  grande  lumière  sur  la  théorie  des  sur- 
faces minima. 

Le  premier  de  ces  deux  articles,  intitnlé  Projectivische  L'nter- 

suchimgen  iiber  algebraische  Miniinalfïiicheii  {^Math.  Ann.,  Bd. 
XIV),  présente  le  plus  grand  intérêt,  et  est  d'une  portée  consi- 
dérable. 

L'auteur  v  est  parvenu  à  donner  des  méthodes  projectives  pour  la 
génération  des  surfaces  minima  et,  en  s'appuyantsur  ces  méthodes, 
à  fonder  une  nouvelle  théorie  de  ces  surfaces.  Le  point  principal  de 
ces  recherches  consiste  dans  la  dénionstration  de  ce  théorème  que 
les  surfaces  minima  se  déduisent  du  groupe  de  surfaces 

.r=A(/)+A,(r), 

.  =  C(.)H-C,  (t) 
taules  lesjois  que  les  deux  courbes 

x  =  X  [t],     7  =  B   [t],     z  =  C  [t], 

dont  le  mouvement  de  translation  engendre  la  surface,  sont  des 
courbes  ndnima,  c'est-à-dire  toutes  les  l'ois  que  les  fonctions  arbi- 
traires qui  entrent  dans  ces  équations  satisfont  aux  équations  dif- 

lérentiellcs 

</A- -ff/B- H-f/C''=o, 

(lk\  -\-  (IE\  H-  r/Cj  —  o. 
La  théorie  des  surfa(;es  minima  est  ainsi  ramenée  à  l'étude  des 

(')  Mdtliriiiati.ulic  Aiinalen,  t.  XIV.  p.  33i-)i'),  et  t.  XV,  p.  /|65-5o6. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  34i 

deux  courbes  miniuia  qui,  par  leur  translation,  engendrent  la  sur- 
face. Cette  représentation  des  surfaces  mini  ma  de  Lie  a,  en  tous 
cas,  l'avantage  de  fournir  non  seulement  les  surfaces  réelles,  mais 
cncoi'e  les  surfaces  imaginaires;  elle  est  ainsi  très  générale.  A  l'aide 
de  ce  mode  de  génération,  l'auteur  parvient  à  déterminer  la  classe 
et  aussi  l'ordre  d'une  surface  algébrique  formée  au  moyen  de  deux 
surfaces  minima  données.  Soient  M,  M' les  classes,  II,  R'  les  rangs 
des  deux  courbes;  la  classe  de  la  surface  sera  donnée  par  cette 
formule  simple  : 

!\I(R'—  M')  -+-M'(R  — M). 

Eu  général,  la  surface  est  imaginaiie  ;  elle  devient  réelle  lorsque 
A  et  A,,  ainsi  que  B  et  B,  et  qu<;  C  et  Cj,  sont  des  fonctions  conju- 
guées. On  a  alors  M  i:^  M',  R  =  R',  et  il  en  résulte,  pour  la  classe 
de  la  surface, 

11  faut  remarquer,  en  particulier,  le  cas  spécial  où  l'on  a,  en  outre, 
A  =:  A,,  B  =:  B,,  C  =:  C).  Ces  surfaces  sont  des  surlaces  doubles, 
dont  l'indice  de  la  classe  est 

M  (II—  ÎM). 

La  détermination  de  l'indice  de  l'ordre  est  plus  compliquée, 
parce  qu'elle  ne  dépend  pas  uniquement  des  ordres  des  deux 
courbes,  mais  aussi  de  la  manière  dont  ces  courbes  se  comportent 
à  l'infini. 

iMaintenant  l'auteur  parvient  à  la  solution  complète  de  la  ques- 
tion posée  par  M.  A\  cierstrass,  savoir,  la  détermination  de  toutes 
les  surfaces  réelles  d'un  indice  de  classe  donné,  dans  le  cas  où  cet 
indice  est  uu  nombre  premier.  Ces  surfaces  se  présentent  toutes 
comme  surfaces  doubles;  la  classe  des  courbes  minima  se  trouve 
égale  à  l'unité,  et  la  fonction  de  Weierstrass  F  [s)  est  une  fonction 
rationnelle.  Le  calcul  est  développé  pour  quelques  cas  particuliers. 
On  trouve,  entre  autres,  comme  indice  de  classe  le  moins  élevé,  le 
nondDre  5,  d'accord  avec  les  recherches  de  M.  Henneberg. 

11  est  plus  difficile  de  déterminer  toutes  les  surfaces  d'un  ordi-e 
donné.  La  possibilité  de  la  solution  est  cependant  mise  en  évidence, 
et  le  calcul  est  complètement  achevé  dans  plusieurs  cas.  Pour  la 
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surface  de  citiquiènie  classe  étudiée  par*  M.  Heniiebcig,  l'ordre  se 
trouve  être  i5  et  non  17.  Toutefois  il  n  y  a  pas  là  de  contradiction 
essentielle  vis-à-vis  des  reclierclies  de  M.  Henneberg,  car  les  mé- 
thodes employées  par  ce  dernier  ne  peuvent  prétendre  qu'à  fixer  un 
certain  maximum  pour  l'indice  de  l'ordre.  D'ailleurs,  M.  C.  Schil- 
ling (^)  est  parvenu  à  séparer  du  déterminant  dont  i\I.  Henneberg 
avait  conclu  l'indice  d'ordre  17  un  facteur  du  second  degré  et  à 
réduire  ainsi  l'ordre  de  la  surface  au  nombre  indiqué  par  M.  Lie. 
La  suppression  de  ce  facteur  donne  pareillement  l'explication 
d'autres  assertions  contradictoires  avec  le  beau  travail  fondamental 
de  M.  Lie. 

IL  Metrische  Untersuchunge/i  ilher  cdgehraiscJie  MininialfUi- 
clien  [Alntli.  Anii.,  Bd.  XV). 

Comme  suite  à  l'élégante  solution  donnée  par  INL  H. -A.  Schvvarz 
du  problème  de  la  détermination  d'une  surface  minimum,  touchée 
par  une  surface  développable  donnée,  suivant  une  courbe  donnée, 
M.  Lie  se  pose  le  problème  tout  à  fait  général  de  cliercher  toutes 
les  surfaces  minima  algébriques  tangentes  à  une  développabh' 
algébrique  donnée.  La  solution  générale  de  ce  problème,  il  est  vrai, 
n'est  pas  connue^  toutefois,  on  a  obtenu  une  solution  élégante  et 
complète  détente  une  suite  de  cas  principaux.  Parexenqîle,  l'auteui" 
a  déterminé  toutes  les  surfaces  algébriques,  en  nombre  doublement 
infini,  qui  touchent  une  surface  conique  algébrique.  Il  a,  de  plus, 
étudié  les  surfaces  qui  ont  une  courbe  algébrique  pour  ligne  de 
courbure.  On  obtient  dans  ces  recherches  un  grand  nombre  de 
très  beaux  théorèmes.  De  ceux-ci  découlent,  comme  cas  tout  à  fait 
particuliers,  les  deux  théorèmes  établis  par  Henneberg  sur  les  sur- 
faces ayant  une  ligne  géodésique  plane  donnée.  On  trouve  égale 
ment  toutes  les  surfaces  algébriques  tangentes  à  une  développable 
circonscrite  à  une  surface  minimum  algébrique,  et  on  les  détermine 
par  une  construction  commune. 


(')  Die  MinitnalfLaclicii  fùnftvr  Classe.  Uisscrl.  GoUiiiycii,    iSSo. 
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M  i:  L  A  N  G  E  S. 


MCROlOniE. 


GIUSTO  BELLAVITIS. 


Le  6  novembre  1880,  la  Science  a  fait  une  grande  perte  :  c'est  ce 
jour-là  qu'est  mort  le  savant  géomètre  italien  (iiusto  Bellavitis, 
professeur  à  l'université  de  Padoue  et  sénateur  du  royaume  d'I- 
talie. 

II  serait  téméraire  d'entreprendre  ici  de  tracer  une  Xotice  com- 
plète de  sa  vie  et  de  ses  travaux;  des  existences  si  bien  remplies 
méritent  qu'on  se  recueille  avant  de  les  étudier,  et  pour  cela  le  temps 
est  nécessaire.  ^lais  il  nous  est  permis  du  moins  de  venir  payer 
notre  tribut  de  regrets  et  d'admiration  à  la  mémoire  de  ce  géomètre 
éminent,  qui  fut  en  même  temps  un  homme  de  bien.  Nous  estimons 
même  que  c'est  un  devoir  pour  la  Science  française  de  ne  pas  lais- 
ser disparaître  dans  le  silence  ceux  qui  ont  poursuivi  la  recherche 
de  la  vérité  et  cjui  se  sont  illustrés  dans  cette  recherche,  que  ce 
soit  au  dedans  ou  en  dehors  de  nos  frontières. 

Les  regrets  que  laisse  derrière  lui  Giusto  Bellavitis  seront  parta- 
gés par  toutes  les  personnes  qui  s'intéressent  aux  sciences.  Mais 
combien  ces  regrets  ne  seront-ils  pas  plus  vifs  chez  ceux  qui  ont  eu 
l'heureuse  foi'tune  de  le  connaître  personnellement  et  d'échanger 
avec  lui  des  correspondances  où,  de  sa  part,  se  révélait  constam- 
ment, à  côté  d'une  véritable  puissance  scienliiique,  une  exquise 
bienveillance,  toujours  empreinte  de  bonhomie  et  de  finesse. 

M'étant  trouvé  au  nombre  de  ces  favorisés,  je  ressens  plus  vive- 
ment que  personne  la  perte  que  l'Italie  scientitique  vient  de  faire, 
et  ce  n'est  pas  sans  un  Jjrofond  serrement  de  cœur  que  je  revois  ses 
lettres,  si  vivantes,  si  jeunes  (qu'on  me  passe  ce  mot),  tracées  par 
une  main  aujourd'hui  glacée. 

Le  lecteur  me  permettra  d'extraire  d'une  de  ces  Lettres,  datée 
du  ly  décembre  1872,  la   pi'opre  biographie  de  (jiusto  Bellavitis, 
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écrite  par  lui-mèjue,  cl  certainement  sans  aucune  préoccupalioi! 
(le  publicité.  On  n'en  jugera  que  mieux  ce  qu'était  cet  esprit  puis- 
sant et  charmant,  dont  la  correspondance  complète  mériterait  cer- 
tainement d'être  publiée  un  jour  : 

«  Puisque  vous  êtes  assez  bon,  m'écrivait-il,  pour  vous  inté- 
ressera un  vieillard  qui,  sans  doute,  n'aura  jamais  le  plaisir  de  vous 
embrasser  (')  (et  j'ajoute  en  manière  dcconsolationqu'il  n'y  a  rien 
qui  ne  coûte  en  cette  vie),  je  joins  ma  biographie  à  ma  photogra- 
phie. Né  le  11  novembre  i8o/5  à  Bassano,  petite  ville  à  4^  l^ilo- 
mètres  au  nord  de  Padoue,  j'ai  fait  toutes  mes  études  pai-  moi  seul . 
Ne  poursuivant  pas  ainsi  les  études  otficielles,  il  semblait  que  la 
carrière  de  l'instruction  publique  dut  m'ètre  fermée.  Mais, l'Insti- 
tut vénitien  ayant  été  rétabli  par  l'empereur  Ferdinand,  j'y  fus  ad- 
mis en  i84o-  Alors,  l'amitié  de  quelques  personnes  et  ma  chance 
constante  me  firent  nommer  professeur  de  Mathématiques  au  lycée 
de  Vicence  (1842),  puis,  en  1 845,  professeur  de  Géométrie  descrip- 
tive à  l'Université  de  Padoue,  chaire  que  j'échangeai,  après  l'uni- 
iication  de  l'Italie,  pour  celle  d'Algèbre  complémentaire  et  de  Géo- 
métrie analytique. 

»  Je  me  suis  marié  en  1842,  <'t  j'ai  un  ills  unique,  qui  professe 
aujourd'hui,  à  l'université  de  Padoue,  les  applications  de  la  Géo- 
métrie descriptive. 

»  Cette  petite  famille  m'a  rendu  et  me  rend  heureux.  J'ai  eit 
plusieurs  amis;  la  plupart  sont  morts  prématurément:  ce  furent  ia 
mes  chagrins. 

»  D'un  caractère  toujours  joyeux,  j'aime  la  discussion,  sans  ja- 
mais m'en  sentir  offensé.  Libre  penseur,  libéral  et  un  peu  républi- 
cain de  sentiment,  mais  monarchiste  par  réflexion,  je  ne  pouvais 
sincèrementet  franchement  accepter  la  domination  étrangère;  mais 
d'ailleurs  je  n'ai  eu  à  en  souffrir  aucune  persécution. 

»  Après  la  libération  de  cette  province,  je  fus  nommé  sénateur 
par  le  gouvernement;  je  le  dus  beaucoup  à  mon  heureuse  fortune 
habituelle,  et  peut-être  aussi  à  ce  qu'alors  il  n'y  avait  pas  beau- 
coup de  professeurs   sur  les  sentiments   italiens   des(|uels  ou  pût 


(')  La  prédiction    11c  s'est   pas   l'éalisri'  :  j'ai  en   U;   i)oiiiieiu-  do  jiatsci-  deux   jours 
avec  Giustit  Bellavilis  li;rs  d'un  voya(;e   (|iii'  je  lis  à  Padoue  et  A'enise   vers  la  fin    de 
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compter  {il  s'est  trouvé  ensuite  que  d'autres  étaient  plus  Italiens 
et  plus  libéraux  que  moi). 

))  Je  suis  allé  plusieurs  fois  à  Florence  et  à  Rome;  mais  ma 
chaire  de  professeur  et  ma  famille  m'ont  toujours  ramené  bien  vile 
à  Padoue.  Ici  la  vie  m'est  douce.  Mes  concitoyens  m'ont  nomme, 
et  jusqu'à  présent  maintenu,  conseiller  municipal. 

»  Je  mourrai  un  jour  :  le » 

Hélas!  ses  amis  étaient  en  di-oit  d'espérer  qu'ils  ne  seraient  pas 
appelés  aussi  tôt  à  remplir  le  blanc  fatal  qui  termine  cette  autobio- 
graphie 5  car  Giusto  Bellavitis  a  conservé  jusqu'à  la  (in  la  santé  dii 
corps  et  celle  de  l'esprit,  la  vigueur  intellectuelle  et  morale,  et 
cette  philosophie  pratique,  pleine  de  bonne  humeur  et  de  vertu, 
dans  laquelle,  exception  bien  rare  à  notre  époque,  il  se  vante  lui- 
même  d'avoir  trouvé  le  bonheur.  Après  avoir  vécu  heureux,  il  est 
mort  debout.  «  Je  continueà  jouir  d'une  bonne  santé  «,  m'écrivait-il 
le  10  octobre  1880,  moins  d'un  mois  avant  de  mourir. 

Pourtant,  l'idée  de  la  mort  le  préoccupait  depuis  quelques  an- 
nées. Vers  le  milieu  de  iSyS,  il  fut  sur  le  point  de  suspendre  dé- 
linitivement  la  publication  de  l'intéressant  Recueil  scientifîcjuc 
qu'il  publiait  sous  le  litre  de  Rivista  di  gioj'iiali,  et  il  termina  le 
douzième  fascicule  de  ce  Recueil  par  une  INolice  de  ses  travaux, 
sorte  d'inventaire  de  sa  vie  scientifique,  qu'il  croyait  déjà  termi- 
née. 

Il  suffit  de  parcourir  cette  Notice  pour  se  rendre  compte  de  la 
variété  extraordinaire  des  sujets  auxquels  s'est  appliqué  ce  remar- 
quable esprit,  en  y  apportant  toujours  une  marque  d'originalité  et 
une  extrême  préoccupation  de  la  clarté.  On  sent,  dans  tous  ses  tra- 
vaux, non  seulement  qu'il  cherche  à  découvrir  des  vérités  nou- 
\ elles,  mais  qu'il  a  surtout  à  cœur  de  faire  profiter  les  autres  des 
vérités  découvertes  par  lui. 

jNous  n'essayerons  même  pas  d'analyser  cett<;  liste  d'Articles,  de 
Mémoires  et  d'Ouvrages  qui  s'étend  de  l'année  1826  jusqu'à  1875. 
Arithmétique,  Algèbre,  Géométrie,  Calcul  infinitésimal.  Probabi- 
lités, Mécanique,  Physique,  Astronomie,  Chimie,  Minéralogie, 
Géodésie,  Géographie,  Télégraphie,  Sciences  sociales.  Philosophie, 
Littérature  même,  il  n'y  a  pour  ainsi  dire  pas  une  branche  des 
connaissances  humaines  qui  n'ait  eu  le  don  d'attirer  son  attention 
et  de  mettre  son  esprit  en  éveil. 
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Mais  son  piiacipal  litre,  celui  qui  le  ])la((;ia,  dans  l'axeuir  plus 
encore  que  dans  le  présent,  au  nombre  des  géomètres  dont  le  nom 
sera  conservé,  c'est  l'invention  de  la  méthode  des  équipollences, 
véritable  doctrine  nouvelle  de  Géométrie  analytique,  très  philoso- 
phique et  très  féconde  à  la  fois. 

Certes,  avant  lui,  on  avait  imaginé  la  représentation  des  (juan- 
lités  imaginaires  par  des  droites  tracées  sur  un  plan,  issues  d  une 
origine  commune.'  et  diversement  inclinées  sur  un  axe  fixe  ;  mais  ce 
n'était  là,  pour  ainsi  dire,  qu'une  représentation  conventionnelle, 
très  propre  à  éclaircir  les  notions  fournies  par  l'Algèbre,  mais  n'al- 
lant pas  plus  loin. 

L'idée  de  renverser  les  termes  de  la  question,  en  instituant  de 
toutes  pièces  le  calcul  analytique  appli(;able  aux  figures  ])lanes,  le- 
(juel  se  trouve  identique  avec  l'Algèbre  des  imaginaires,  cette  idée- 
là  appartient  bien  en  propre  à  Giusto  Bellavitis  et  lui  fait  le  plus 
grand  honneur. 

En  développant  cette  doctrine  dans  un  grand  nombre  de  IMé- 
inoires,  en  l'appliquant  à  une  foule  de  problèmes,  il  a  véritable- 
ment créé  une  nouvelle  méthode  de  Géométrie  analytique,  trop 
inconnue  encore  de  nos  jours,  et  dont  les  principes  essentiels, 
d'une  extrême  simplicité,  méritent  de  passer  dans  l'enseignement. 

De  tous  les  Mémoires  publiés  par  lui  sur  ce  sujet,  celui  qui  con- 
tient l'exposé  le  plus  complet  de  la  méthode  :  Exposition  de  la 
viétJiode  des  Equipollences,  a  été  traduit,  dans  l'année  1874,  '-u 
Bohême  et  en  France  simultanément,  par  M.  Zahradnik  dans  le 
premier  de  ces  deux  pays,  et  dans  h:  nôtre  par  l'auteur  de  la  pré- 
sente Notice  nécrologique. 

Précédemment,  sur  des  Notes  communiquées  par  Bellavitis  à 
M.  Hoiiel,  ce  diu-nier  avait,  en  les  traduisant  et  en  les  publiant 
dans  les  Nouvelles  Annales,  commencé  à  initier  les  lecteurs  de  ce 
Recueil  aux  principes  de  la  méthode  des  équipollences. 

Cependant,  comme  il  arrive  parfois,  les  idées  de  Giusto  13ella- 
vitis,  même  en  Italie,  n'attirèrent  ])as  tout  d'abord  l'attention  des 
savants,  autant  qu'elles  en  étaient  dignes. 

Dans  la  même  Lettre  du  27  décembre  1872,  dont  j'ai  donné  plus 
haut  un  extrait,  je  tiouve  encore  le  passage  suivant  ; 

(c  J'avoue,  dit-il,  que  depuis  quarante  ans  j'ai  la  persuasion  (|ue. 
sous  un  nom  ou  sous  un.  aulie.  les  {)rinci[ies  de  la  méthode  (des 
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éqiiipollences)  liniroiiL  par  <'trc  adoptés.  Mais  je  maiicpiL'  dune 
iiiitialive  persistante,  et  j'ai  été  aussi  un  peu  mallicureux.  Eu  Ita- 
lie, personne  ne  (it  attention  à  mes  idées;  et  si,  après  beaucoup 
d'années,  ou  (mi  a  adopté  quelques-unes,  ou  préfère  les  attribuer 
aux  Allemands.  » 

Depuis  lors,  il  semble  qu'un  certain  progrès  s'est  l'ait,  non  seu- 
lement en  Italie,  mais  uu  peu  partout,  au  point  de  vue  de  la  vul- 
garisation de  la  méthode  des  équipollences.  Cependant  ces  progrès 
sont  encore  insuffisants  à  notre  avis,  et  ils  ne  deviendront  efficaces, 
ainsi  que  nous  le  disions  tout  à  l'heure,  que  le  jour  où  la  méthode 
sera  introduite  dans  l'enseignement,  au  moins  par  ses  parties  essen- 
tielles. 11  ari'ive  ainsi  le  plus  souvent  qu'une  invention  ne  porte  ses 
fruits  et  ne  donne  ses  véritables  résultats  qu'après  la  mort  de  l'in- 
venteur. 

Il  me  resterait,  pour  terminer  cette  JNotice,  à  raconter  comment 
(iiusto  Bellavitis  a  été  brusquement  enlevé  à  l'affectiou  de  sa  fa- 
mille et  de  ses  nombreux  auiis,de  la  façon  la  plus  cruelle  et  la  plus 
imprévue.  Je  ne  puis  le  faire  que  d'une  façon  sommaire,  d'après 
ce  que  m'écrivait  ."-ou  lîls,  quelques  jours  après  cette  mort  si 
la taie. 

Le  samedi  6 novembre,  après  avoirpassé  la  journée  àPadoue  pour 
les  examens  de  l'Université,  il  retournait,  à  9''  du  soir,  à  sa  cam- 
pagne de  Tezze,  près  Bassano.  11  était  joyeux  de  revoir  les  siens, 
nprès  trois  joui's  d'absence.  Quelques  minutes  plus  tard,  descen- 
dant un  escalier  de  neuf  marches,  il  tombait  la  tète  la  première,  et 
on  le  relevait  au  milieu  d  une  mare  de  sang.  Depuis  lors,  il  ne  re- 
prit pas  connaissance  et  ne  prononça  plus  une  parole. 

Une  congestion  a-t-elle  été  la  cause  de  la  chute,  ou  est-ce  la  chute 
elle-même  qui  a  occasionné  la  mort.^  C'est  ce  qu'on  n'a  pu  déter- 
miner exactement.  «  Peu  m'importe  )>,  ajoute  M.  Eruest  Bellavitis, 
«  du  moment  que  j'ai  la  douleur  de  me  dire  que  je  ne  le  reverrai 
plus  vivant  1  ■» 

Si  quekjue  chose  peut  adoucir  la  peine  de  sa  veuve  et  de  son  fils, 
«•'est  bien  la  pensée  des  regrets  élernt;ls  que  laisse  derrière  lui  celui 
(ju'ils  pleurent.  C'est  aussi  l'assurance  de  cette  renommée  sereiiie 
et  pure  qui  ne  fera  (pie  grandir  avec  le  temps. 

Proposons-le  comme  modèle,  et  à  nous-mêmes,  et  aux  jeunes  géo- 
mètres de  notre  épocpie.  Sa  vie  est  digue  de  servir  d'exemple. 
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Ceux  qui,  coinuie  lui,  poursuivent  sans  relâche  la  vérité  pour  la 
vérité  elle-même,  ceux  qui  font  abnégation  des  petites  préoccupa- 
tions égoïstes,  ceux  qui  ne  conservent  pas  d'aigreur  contre  leurs 
contemporains  à  raison  de  froissements  personnels,  ceux-là  seuls 
sont  vraiment  les  adeptes  de  la  Science.  Leurs  travaux  ont  pu  n'être 
pas  appréciés  autant  qu'ils  devaient  l'être,  mais  justice  leur  seia 
rendue  un  joui-. 

Ayant  vécu  modestes,  ils  resteront  célèbres  :  Giusto  Heliavitis 
sera  de  ceux-là.  A.  Laisajnt. 


SUR  LE  CONTACT  DES  COURBES  ET  DES  SURFACES; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

M.  Kummer  a  démontré  que  les  surfaces  du  quatrième  ordre 
douées  d'une  conique  double  peuvent  être  engendrées  de  dix  ma- 
nières différentes  par  le  mouvement  d'une  conique  variable  assu- 
jettie à  rencontrer  en  deux  points  la  conique  double. 

Dans  le  cas  où  ces  surfaces  sont  des  cyclides  générales,  c'est-à- 
dire  où  la  ligne  double  devient  le  cercle  imaginaire  de  l'infini,  les 
coniques  deviennent  des  cercles,  et  il  passe,  par  conséc[uent,  dix 
cercles  réels  ou  imaginaires  par  chaque  point  de  la  surface.  Cette 
propriété  des  cyclides  m'a  toujours  paru  des  plus  remarquables;  les 
nombreuses  recherches  des  géomètres  sur  les  surfaces  du  troisième, 
du  quatrième  et  du  cinquième  ordre  nous  ont  fait  connaître  des  sur- 
faces admettant  plusieurs  séries  de  coniques  5  mais  aucune  d'elles  n(.' 
contient  un  aussi  grand  nombre  de  séries  de  sections  circulaires  que 
les  cyclides.  Il  m'a  semblé  qu'il  y  aurait  intérêt  à  démontrer  rigou- 
reusement qu'une  surface  ne  peut  admettre  plus  de  dix  séries  de 
sections  circulaires  et  que  les  cvclides  sont  les  seules  surfaces  dans 
lesquelles  ce  nombre  maximum  de  dix  séries  soit  effectivement  at- 
teint. On  verra,  dans  la  suite  de  ce  travail^  que  la  démonstration  de 
cette  proposition  se  déduit  assez  facilement  des  théorèmes  généraux 
que  l'on  peut  établir  relativement  aux  contacts  de  différents  ordres 
que  peut  avoir  en  un  point  donné  un  cercle  avec  une  surface. 

.l'ai  aussi  étudié  le  contact  d'une  conique  quelconque  avec  une 
surface.  Je  ne  connais  sur  ce  sujet  que  deux  Mémoires  de  M.  Tran- 
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son,  ruu  publié  en  i(S4i  dans  le  Journal  de  Mathéinaliques  de 
M.  Liouville,  l'autre  eu  1870  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mn- 
tJiéniatiques.  Ces  IMétnoiies  intéressants  eontiennent  surtout  des 
résultats  relatifs  à  l'élémeul  introduit  par  M.  Transon  sous  le  nom 
de  déviation.  J'ai  retrouvé  ces  résultats  et  d'autres  qui  me  paraissent 
nouveaux  (  *  ). 


(')  (.!es  recherches  ont  été  communiquées  à  l'Académie  dans  la  séance  du  i3  dé- 
cembre 1880.  Dans  la  séance  suivante,  M.  Moutard  a  présenté  une  réclamation  qui 
nous  paraît  fondée,  et  à  laquelle  nous  faisons  droit  en  reproduisant  ici  une  partie 
de  la  [Vote  de  ce  savant  géomètre,  insérée  à  la  page  io5.5  du  tome  XCI  des  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

M  I.a  question  du  contact  des  coniques  et  des  surfaces,  examinée  par  M.  Darboux 
dans  une  Note  insérée  au  dernier  numéro  des  Comptes  rendus  (i3  décembre  1880), 
a  fait  l'objet  de  deux  Communications  verbales  que  j'ai  présentées  à  la  Société  phi- 
lomathique  vers  i865.  Dans  la  première,  j'énonçais,  à  côté  d'autres  résultats,  ceux 
qui,  dans  la  Note  de  M.  Darboux,  sont  relatifs  à  des  coniques  quelconques,  en  excep- 
tant toutefois  le  théorème,  non  le  moins  important,  qui  concerne  les  surfaces  sur 
lesquelles  il  passe,  en  chaque  point,  une  infinité  de  coniques;  dans  la  seconde,  je 
représentais,  à  l'aide  d'une  cubique  gauche,  la  loi  de  distribution  des  cercles  qui 
surosculent  une  surface  en  un  même  point,  sous  une  forme  assez  simple  pour  per- 
mettre d'en  déduire,  non  seulement  les  propositions  de  iM.  Darboux  sur  ce  sujet,  mais 
aussi,  dans  une  certaine  mesure,  les  constructions  correspondantes. 

»  De  cette  dernière  Communication,  il  n'existe  aucune  trace  imprimée,  et  je  n'ai 
par  conséquent  aucune  réclamation  de  priorité  à  faire  de  ce  chef.  Il  n'en  est  pas  de 
inème  de  la  première;  j'en  ai  consigné  les  points  principaux  dans  une  lettre  adressée 
en  i863  au  général  Poncelet,  lettre  dont  l'illustre  géomètre  m'a  fait  l'honneur  de 
publier  un  extrait  dans  le  Tome  II  des  Applications  d'Analyse  et  de  Géométrie 
(p.  3G3  et  364).  (M.  Chasles  en  a  reproduit  une  partie,  en  1870,  dans  son  Rapport 
sur  les  progrès  de  la  Géométrie,  p.  35. '|.) 

»  Après  avoir  énoncé  et  démontré  à  l'aide  des  principes  de  Poncelet  un  théorème 
général  sur  le  contact  de  deux  surfaces  en  un  point,  j'ajoute  : 

»  Parmi  les  nombreux  corollaires  que  l'on  peut  déduire  de  ce  théorème  général, 
en  y  joignant  quelques  autres  considérations,  je  me  bornerai  à  citer  les  suivants  : 

»  Si  autour  d'une  tangente  quelconque  menée  ci  une  surface,  en  un  point  A,  on  fait 
tourner  un  plan,  et  que  dans  chacune  de  ses  positions  on  construise  la  conique  qui  a 
en  A  avec  la  surface  un  contact  du  quatrième  ordre,  il  existera  en  général  deux  posi- 
tions du  plan  sécant  pour  lesquelles  le  contact  montera  au  cinquième  ordre.  L'en- 
semble de  toutes  ces  coniques  forme  d'ailleurs  une  surface  du  deuxième  ordre,  en  gé- 
néral simplement  osculatrice  à  la  proposée. 

»  Par  chaque  point  d'une  surface  continue  il  est,  en  général,  possible  de  mener 
vingt-sept  coniques  ayant  avec  la  surface,  en  ce  point,  un  contact  du  sixième  ordre. 

«  Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  donnée  est  du  troisième  degré,  les  positions 
singulières  du  pl*n  sécant  mené  par  une  tangente  quelconque  pour  lesquelles  le 
contact  avec  une  conique  peut  monter  au  cinquième  ordre  sont  celles  qui  contien- 
nent les  asymptotes  de  l'indicatrice  relative  au  point  où  la  tangente  considérée  perce 
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Pour  siinplilier  les  calculs  i^elatils  à  l'étude  de  cette  dernière 
(juestion,  j'ai  clierclié  quelle  est  la  forme  la  plus  réduite  à  laquelle 
ou  puisse  ramener  l'équation  de  la  surface  dans  le  voisinage  d'un 
point  simple,  en  employant  la  transformation  liomographique  la 
plus  générale.  La  solution  de  cette  dernière  question  m'a  permis 
d'énoncer  quelques  propositions  relativement  au  contact  le  plus 
intime  que  peut  avoir  en  un  point  une  surface  du  second  degré 
avec  une  surface  donnée. 


1. 

Considérons  une  surface  quelconque  (S)  et  un  point  simpleOde 
cette  surface.  Si  l'on  choisit  pour  plan  des  a-y  le  plan  tangentenO, 
on  pourra  développer  le  z.  d'un  point  de  la  surface  suffisamment 
voisin  du  point  O  suivant  les  puissances  entières  de  .r  et  de  -)  ,  ce 
qui  donnera  une  série  de  la  forme  suivante, 

(  I  )  z^=z'j2(x,   y)  -\--  a-,  (  .r,   y  '  +  .  .  . , 

où  o,,  Ça,  ...  sont  des  ibnctions  homogènes  de  x  et  de  y  d'un  degré 
égal  à  leur  indice.  J'examinerai  d'abord  une  question  intéressante 
dont  la  solution  nous  sera  utile  dans  la  suite  de  ce  travail  :  QaeUr 
f^st  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  ou  puisse  ramener  le  déve- 
loppement (i)  en  remplaçant,  la  surface  par  sa  transformée  ho- 
mographiciue  la  plus  générale,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en 
rapportant  la  surface  donnée,  non  plus  à  des  coordonnées  homo- 
gènes ordinaires,  mais  à  des  coordonnées  tétraédriques  quel- 
conques? 

Analjtiquement,  ce  double  problème  se  formule  de  la  manière 
suivante  : 

Quelle  est  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  on  puisse  ramener 


(le  nouveau  la  surface.  On  peut  ajouter  que  le  plan  faiigeut  en  ce  dernier  point  con- 
tient la  courbe  d'intersection  de  la  surface  osculatrice  formée  par  toutes  ces  coniques 
avec  la  polaire  du  deuxième  defjré  du  point  A  par  rapport  à  la  surface  du  troisième 
ordre  donnée. 

>)  Ces  derniers  énoncés  ont  besoin  de  quel(|ucs  modifications  pour  s'étendre  aux 
surfaces  al[;ébriques  do  (le<;i-c  riuelcouffuc,  niais  ce  n'est  pas  le  lieu  d'insister  sur  ce 
poiiil.  » 


i 


MÉLANGES.  35 1 

le  développemcnl  [\)  en  emplojanl  la  substitution 

!  Z 


i^«X 

-r- 

^Y  + 

cL 

rz'X  -+- 

// 

Y  -^r' 

Z 

1  -i-  «X 

-+- 

bY  -+■ 

tZ 

</'X-+- 

//' 

Y  ^c' 

Z 

i-)- «X  +  éY -f-rZ 

r/rt//,v  laquelle  ji^urent  (juatre  foncLions  linéaires  dont  le  détenni- 
iiant  {^a'h" — •  h' a" )  doit  cire  digèrent  de  zéro? 

Si,  au  lieu  de  prendre  d'ahotd  les  vat  i;iLles  X,  Y,  ou  clioisit  leurs 
combinaisons  linéaires  «'X  -h  //X,  a"\  -}-  h"\ ^  on  xoil  (juc  la  siib- 
slitution  (2)  peut  être  remplacée  parla  suivante, 


X 

-4- 

h  7. 

I  4- 

"1- 

T-«fl 

z 

y 

Y 

-t- 

/.Z 

I  + 

"1- 

T-/'0 

Z 

z 

«I  désignant  une  lonctiou  linéaire  de  X,Y,  et  //„  nne  constante, 
cette  substitution  pouvant  être  suivie  d'une  autre;  substitution  li- 
néaire elFectuée  siu'les  seules  variables  X,  Y. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  deo:,  ->,  z  tirées  des  formules  (3)  dans 
le  développement  (i),  on  aura 

o,(X-+-^Z.Y -f- /-Zl        o,fX  +  /^Z,Y-l- /-Zi 


Désignons  par  le  symbole  A  l'opération 

O.v  or 

posons,  pour  abréger, 

et  développons  les  diiïérents  termes  en  nous  arrêtant  au  cjuatrième 
ordre.  \ai  dévelo]>pemcut  de  Z  suivant  les  puissances  de  X,  Y  sera 
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évidemment  de  la  forme 

Z  =  o.  (  X,  Y    +  U3  4-  tJ,.  +  .  .  . , 
et  l'on  devra  avoir 

+  '^3(X,Y)(i -?,//,)  +ZAo,  +  Oi(X,Y)  +  ..    . 

En  remplaçant  Z  par  son  développement  et  égalant  dans  les  dcn\ 
)nembres  les  termes  dn  même  degré,  on  auia 

U4=(^0—  "o;?2    +  "??2   -t-  U3-^V2—    "l?2-^?2—   ■'•"!?:(+  '/2^?:!    +-?'.i 

on  pins  simplement,  si  l'on  pose 

(       :^o        "0  — -  '  05 
i    U,  =  o.  H-  (',  02, 

(5)  ' 

f     Uir=  'Jv  -t-   2('i'J3+  o;CJ    -H   -Jo-^?:}  ?:i-^?2  +   ?0?i- 

Les  formnles  (4)  montrent  qne  la  lonetion  linéaire  \\  et  la  con- 
stante ('o  sont  absolument  arbitraires.  En  ajontant  li  et  /. ,  on  voit 
(lue  l'on  a  einq  constantes  dont  on  peut  disposer  pour  donner  une 
jorme  simple  anx  nouveaux  termes  dn  troisième  et  du  (juatriènn; 
ordre. 

Supposons  d'abord  que  le  point  O  de  la  surface  (S)  ne  soit  pas  uii 
point  à  indicatrice  parabolique.  On  peut  admettre  alors  que; 
Î&2  {3l:^  r)  a  d'abord  été  ramené  à  la  forme 

et  l'on  pourra  disposer  des  deux  constantes  contenues  dans  c,  pour 
l'aire  disparaître  dans  l  3  les  termes  en  X-Y,  XI-,  et  ramener  par 
conséquent  U3  à  la  forme 

U3=AX^'  +  DY^ 

Tant  que  ci-o  (xy;)'^)  et  ^-^i^x^y)  n'auront  pas  de  diviseur  commun, 
c'est-à-dire  tant  qu'aucune  des  tangentes  asymptotiques  ne  coupera 
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Ja  surface  en  quatre  points  confondus  en  O,  les  constantes  A  et  D 
seront  différentes  de  zéro. 

Cela  posé,  et  pour  faciliter  la  discussion  suivante,  supposons  que 
l'on  ait  fait  une  première  transformation  liomographique  dans  la- 
quelle on  se  soit  contenté  d'amener  Uj  à  la  forme  précédente.  On 
aura  donc 

o.y  =  .rr,      ^3  =  A .r-'  -+-  D)^ , 

et,  si  l'on  applique  la  substitution  (3),  il  faudra  que,  pour  maintenir 
à  U3  la  valeur 

U3=  AX^-+-DY', 

on  fasse  ^'i=  o.  Alors  l'expression  de  Uj  sera 

(  Ui=y,(X,Y)-4-XY(3AXV^4-3DYV0 

/  _(AX--'-+-DY^)(X/.'-i-Y//) -+-OoX^Y^ 

On  voit  donc  que,  au  moins  tant  que  A  et  D  ne  seront  pas  nuls, 
on  pourra  disposer  des  constantes  //,  /r,  Oq  tl^  manière  à  faire  dispa- 
raître soit  les  termes  en  X'',  Y^,  X-Y-,  soit  les  termes  en  X^Y. 
X- Y-,  XY^.  On  pourra  donc  donner  à  U-,  l'une  des  deux  formes 

Ui=3XY(BX2-4-CY^), 

Choisissons,  par  exemple,  la  première  5  nous  obtenons,  pour  le 
développement  de  Z, 

Z  =  XY-f- AX^+UY^'  +  XYi;BX2-f-CY2^  -+-.... 

jNous  examinerons  à  part  le  cas  d'exception  où  l'un  des  coefli- 
cients  A,  D  serait  nul  (  '  ). 


(')  La  même  méthode  s'applique  à  une  fonction  quelconque  de  n  variables  indé- 
pendantes X,,  ...,  x,^.  Supposons,  en  efTet,  que  l'on  ait  obtenu  le  développement  de 
cette  fonction  sous  la  forme 

çjj.  désignant  une  fonction  homogène  d'ordre  A  des  variables  a,,  . .  .,  a-„.  En  effectuant 
d'abord  la  substitution 

on  aura 

-=Pî+?3-i- 

On  peut  maintenant  remarquer  que   la  substitution   homographiquc  la  plus  géné- 
Bull.  des  Sciences  mathém..  1"  Série,  t.  IV.  (Octobre  1880.)  23 
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Mais  auparavant  nous  allons  montrer  que,  dans  le  eas  où  A  et  i) 
ne  sont  pas  nuls  et  où  l'on  n'a  pas  à  se  préoccuper  d'introduire  des 
irrationnelles,  on  peut  ramener  A  et  D  à  être  égaux  à  l'unité. 


Fille  peut  se  raniener  à  la  suivante, 


ii„Z 


où  ^<„  est  une  constante,  »,  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  variables  X^.  sui- 
vie d'une  seule  substitution  linéaire  effectuée  sur  les  seules  variables  X^.  En  clierchant 
le  développement  de  Z  suivant  les  puissances  de  X,,  ...,  X„,  on  trouvera,  comme 
dans  le  texte, 

Z=p,^X,.  ...,XJ+U,+  U,^..., 

V\.  L\  ayant  les  valeurs  définies  par  les  formules 

U«=    ?4-+-    •-"'.?.,-+-    }-■:"'+    ?-2^?3—   ?3^?i-|-   ?«?\- 

i\  =;  A^j  —  II,, 

?ii  =?;(''' 11    •  •  •  '  ^'ii  )    ^  "o- 

Voyons  comment  on  pourra  disposer  des  constantes  contenues  dans  c,,  de  //,,  .    ., 
^'»'  ?ci  pour  obtenir  une  forme  réduite  du  développement. 
Posons,  suivant  les  notations  de  la  théorie  des  formes, 

i>:  ~  «C  =  ^.l-  =  <'%' 

T3,-A;V. 

On  disposera  des  constantes  contenues  dans  <■,  de  manière  à  annuler  le  covariant 
linèaii'e 

{y.a/>  /  ry.j., 

]>uis  des  constantes  /<,,  /;.,  ...,  /;„,  ;/„  de  manière  à  annuler  ;i  la  fois  l'invariant 

{\(i/>;-  (\«/r- 

et  le  covariant  linéaire 

(ArtZ')-(A«c)--a,.. 

Ces  conditions  ne  sontpas  impossibles,  en  général,  et  conduisent  à  un  développement 
l>arfaitement  défini.  11  suffît  maintenant  de  substituer  aux  variables  ri  covariants  li- 
néaires des  formes  o„,  Uj,  U,,  . .  .  pour  obtenir  un  développement  dont  tous  les 
coefficients  sont  des  invariants  par  rapport  à  toutes  les  substitutions  homograpliiques 
auxquelles  on  peut  soumettre  les  variables;  ou  bien,  si  l'on  ne  veut  pas  changer  de 
Nariables,  les  invariants  sont  ceux  du  système  de  formes  çj„,  U,,  U4,  .... 

ISous  touchons  ici  à  celte  question  des  invariants  difiérentiels,  qui  a  été  l'objet  des 
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Faisons  la  (Icrnii'TC  snhslilution 

7j  r=  nliz,      X  =  rt.T,      Y  r^  h  y, 
Je  développeiîieiit  deviendra 

.:;  —  .TY  H ,r^  H r^  -(-  x)"  B'  ^-  +  C  r'  ;  -t-  .... 

/;  (i    '  '    ^  ■     ' 

Or,  on  peut  déterminer  a  et  />  par  ies  équations 


<|iii  donnent 


A^D  AD-  AD 


(H  l'on  aura  déliniliveinent 

i  'j]  z  =  .i-y  H-  .1-^  -+  V''  -f-  .r  )•  (^  «.;;-  -4-  h  y-  ';  -|-  .  .  .  . 

Cette  forme  réduite  est  pins  simple  que  la  l'orme  (6);  mais  ell<' 
n'est  pas  unique,  ear  elle  subsistera  si  l'on  remplace  x,  j  respe<'ti- 
vement  par  0a',  O-y^  9  étant  une  laeine  eul)ique  de  l'unité. 

Si  l'une  des  tangentes  asymptotiques  coupe  la  surface  en  quatre 
points  confondus,  on  peut  supposer  qu'une  première  transformation 
liomographique  ait  ramené  ç-,  à  la  forme  Aj?'',  ou  plus  sim])le- 
ment  x^ .  Alors  on  aura 

Ui  =  ?i  +  3 X^' Y //  —  X-*  X A-  -^-Y/i)  -h  f^a X^ Y-. 

On  pourra  disposer  de  //,/, Oo  de  manière  à  réduire  à  zéro  les  coelfi- 
cients  de  \^  V,  X-1-,  X'.  La  (orme  réduite  du  développement  sei'a 
donc 

(8)  Z  =  XY-t- X''  +  ,'<Y-'X+ AY^+ .... 

Si  l'une  des  constantes  a  ou  h  n'est  pas  nulle,  on  pourra  même  la 
réduire  à  l'unité. 


importantes  recherches  de  M.  Halphen,  en  ce  qui  concerne  les  courbes  planes  et 
{gauches,  et  même  les  surfaces  (voir  Journal  de  Mathématiques,  3"  série,  t.  H,  et 
Thèse  sur  les  invariants  différentiels  des  courbes  planes);  je  me  contenterai  des  dé- 
veloppements donnés  dans  le  texte,  qui  étaient  indispensables  pour  la  suite  de  ce 
travail. 
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Si  en  chaque  point  de  la  surface  une  tangente  asymptotique  coupe 
en  quatre  points  confondus,  la  surface  est  réglée  et  la  forme  (8) 
convient  pour  chaque  point  de  la  surface.  Mais  alors  elle  est  beau- 
coup trop  générale.  Si  nous  exprimons,  en  effet,  que  la  valeur  (8) 
de  Z  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
gauches,  qui  est,  comme  on  sait,  en  désignant  par  a,  [3,  y,  ^  les  déri- 
vées du  troisième  ordre, 

0  2  7-3  -{-  a-  t^-h  3t-r[3[:i'—  -î  «y  )  +  3  //-  (  3  y-  —  -2  ^rj  ) 
4-  6rst[!/.rJ  —  3,Sy)  -+-  iT.s^tt/.y  -+-  \irs~p'J 

—  6 «3^/2  _  6,^,;.„-2  _  S.ç-V.rj  —  o, 

nous  verrons  que  tous  les  termes,  sauf  le  dernier,  sont  au  moins 
dutroisièmeordre,et,enégalant  à  zéro  les  termes  de  moindre  degré, 
nous  obtiendrons  la  forme  réduite 

(c)  )  z  z=  .r)--  H-  .r^  -+-  a.r''  -\-  b  .r'*y  H-  cr^y^-, 

où  l'on  néglige  les  termes  du  sixième  ordre. 

On  verra  de  même  que  dans  le  cas  d'un  point  parabolique  ordi- 
naire on  est  conduit  à  la  forme  suivante, 

(  I  o  )  Z=:  .7:2   _^    ,3  _|.    fiy-j-Z   _,_    l,yU^ 

et,  si  la  surface  a  tous  ses  points  paraboliques,  c'est-à-dire  est 
développable,  on  trouvera 


au  moins  tant  qu'un  invariant  du  quatrième  ordre  ne  sera  pas  nul. 

IL 

On.  peut  se  servir  des  formules  réduites  précédentes  pour 
résoudre  différentes  cjuestions.  J'examinerai  les  deux  suivantes. 

Supposons  d'abord  que  l'on  veuille  étudier  les  surfaces  du  se- 
cond degré  ayant  en  O  le  contact  le  plus  intime  avec  la  surface  (S). 
Soit 

(12)  s  =z  .r r  -<-  .r^  -t-  .>•*  +  .r  )•  (  a  x-  -{-  hy^  )  +  .  .  . 

le  développement  de  z.  Toute  surface  du  second  degré  (Q)  ayant 
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avec  (S)  un  contact  du  second  ordre  sera  représentée  par  une  étpia- 
tion  de  la  forme 

( 1 3 )  z=  .rr  -h  z[<x.v  -h-  pj  -1-72), 

qui  donne,  pour  le  développement  de  s, 

(  1 4  )       z  =  'Y  H-  •Jrr  (  a  .i-  +  px  )  -+-  .r  >  -[(/..r-h  Sy  ]  "^  H-  '/  ■'''/  '^  +  .  .  . . 

La  projection  de  la  courbe  d'intersection  des  surfaces  (Q)  et  (S) 
sur  le  plan  des  xj  a  pour  équation 

O  =  .r^  -+-  J^  —  .T-j  (  a.r  -t-  py  ] 

-+-  .Tj  [a.r'^  -f-  br'  —  [kx  -h  3jy^  —  y.ry ]+..., 

et  elle  a  un  point  triple  à  l'origine,  quels  que  soient  a  et  [j. 

On  ne  peut  pas  disposer  des  constantes  a  et  (b  de  manière  à 
obtenir  un  contact  complet  du  troisième  ordre,  mais  on  peut  les 
choisir  de  telle  manière  que  les  tangentes  au  point  triple  soient 
confondues.  On  a  alors  les  trois  systètues  de  solutions 

a  ==—3,  S  =  —3, 

u  =  —30,       3  =  — 3&-, 
«  =  — 3^>-,     5  =  — 30, 


auxquels  correspondent  les  trois  faisceaux  de  surtaces 

=  xy  —  3 3 (  x  -\-  y)-^-  yz-, 
xy —  33  (  fix -I- f)-y] -^  yz-, 
xy  —  33(6-jr  H-  6  y]  H-  vz". 


\: 


Il  y  a  dans  les  résultats  obtenus  un  fait  qu'il  importe  de  signaler  : 
les  surfaces  (Q)  ayant  avec  la  surface  (S)  un  contact  du  second 
ordre  dépendent  de  trois  constantes  arbitraires  a,  jS,  y.  Il  semble- 
rait donc  qu'on  pourra  disposer  des  constantes  a,  ^,  y,  non  seule- 
ment de  telle  manière  que  les  tangentes  en  O  au  point  triple  de  la 
courbe  d'intersection  coïncident,  mais  encore  qu'elles  coïncident 
avec  une  tangente  quelconque  donnée  à  l'avance.  Ces  conditions, 
qui  pourraient,  en  effet,  être  satisfaites  si  l'on  avait  au  lieu  d'une 
surlace  du  second  degré  (Q)  une  surface  quelconque  à  neuf  pa- 
ramèti'cs,  ne  peuvent  pas  l'être  dans  le  cas  actuel.  Quand  les  tan- 
gentes au  point  triple  sont  confondues,  elles  le  sont  nécessairement 
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avec  l'une  des  trois  tangentes  définies  par  l'équation 

(i6)  x^-hf'^=o, 

et  il  V  a  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré  poui-  lesquelles 
les  tangentes  au  point  triple  se  confondent  avec  l'une  de  ces  tan- 
gentes :  ce  sont  les  surfaces  définies  par  les  équations  (  i5). 

Ces  trois  directions  jouent  le  même  rôle  que  les  directions  prin- 
cipales relativement  au  contact  d'une  sphère  et  de  la  surface  (S),  et 
l'on  voit  que  la  théorie  du  contact  des  surfaces  du  second  degré 
avec  une  surface  quelconque  (  S)  nous  conduit  aussi  à  un  système 
de  lignes  courbes  tracées  sur  la  surface  :  ce  sont  celles  dont  la  tan- 
gente en  chaque  point  serait  définie  par  l'équation  (i6).  jNous  pou- 
vons appeler  les  tangentes  tangentes  d' oscidatioJi  (juadrique  et 
les  lignescorrespondanles  lignes  d' oscillation  qiiadriqiie.  Elles  sont 
définies  par  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre,  qu'il  est 

aisé  de  former  dans  tous  les  cas. 

(Iy 
On  l'obtiendra  eu  exprimant  que  la  fonction  de  -—-, 

dx^  clx-     '       '    clx  \       (Ix  )  \    dx'  dx 

est  un  cube  parfait,  ce  qui  conduit  aux;  trois  équations 

,    dv 

3  (  inr  -]-  rj)  — \-  :>■/-{-  nr  -\-  1  ois  =  o, 

dx 

[3 y  -T-  nr-\-  ims)  — h  o  ^  -f-  int  -\-  2ns  =  o, 

dx  ' 

dy 
[3p  -h  int-\-  itis)  -y-  -+-  3  (a  -f-  //^)  =  o, 

entre  lesquelles  il  y  aura  à  éliminer  m,  ?i.  On  obtient  ainsi  1  équa- 
tion dillérentielle 


.'7 


1    '{''^(l)'-^^'-^£  +  4--'-^J 

+  '4.^'— 9'^U;  _o.,.(_ 


+  rjr(^s--rt]('^)\(^sf('^]    -r-3r- 


\dx  I  dr 
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qui  est  identiquement  vérifiée  dans  le  eas  des  surfaces  du  second 
degré,  comme  cela  était  évident  a  priori. 

La  deuxième  application  que  j'aie  à  indiquer  des  formules 
réduites  consiste  dans  la  détermination  de  la  surface  de  Steiner 
ayant  en  O  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  la  surface  (S).  La 
surface  de  Steiner  dépendant  de  quinze  constantes,  il  y  a  au  plus 
une  surface  de  Steiner  ayant  en  un  point  un  contact  du  quatrième 
ordre  avec  une  surface  donnée.  La  question  est  seulement  de  savoir 
si  cette  surface  existe  efl'ectivement. 

A  cet  effet,  je  fais  toujours  usage  du  développement  (12),  et  je 
vais  démontrer  que,  si  l'on  prend  la  surface  de  Steiner  définie  par 
les  formules 

«  +  I'.,  3  -r  (('.,  «3 

X  ^=  5  )•  =  ' "-  5         Z  ^=.  •) 

I  -I-  «2  "  I  H-  «2  '  +  "2 

où«o,  p-o,  -w-i  sont  des  fonctions  homogènes  et  du  second  degré  des 
paramètres  a,  (i,  on  peut  disposer  des  constantes  contenues  dans 
Uo,  Vi^  (Vo  de  manière  à  obtenir  le  contact  du  quatrième  ordre  de 
cette  surface  avec  la  proposée.  Pour  cela  je  substitue  les  expres- 
sions précédentes  dans  la  formule  (12)  et  j'écris  que  tous  les  termes 
se  détiuisent  jusqu'au  quatrième  degré.  On  obtient  ainsi  sans  diffi- 
culté les  valeurs 

ii.,=z  a  vr  +  b  S-  —  5  «5, 

"2 = — r^', 

en  sorte  que  la  surface  de  Steiner  clierchée  est  définie  par  les  for- 
mules 


I  H-  av.-  -f-  6  5-—  5&i5 

3  —  ^' 
^  ~   i+rta2  +  è,5'-— 5«3' 

I  -f-  rt  K-  +  6  jS-  —  5  a  3 

m. 


jNous  allons  maintenant  commencer  l'élude  des  différents  pro- 
blèmes relatifs  au  contact  d'une  conique  et  de  la  surface  (S).  Sup- 
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posons  que  îes  axes  des  x  et  des  y  aient  été  choisis  d'une  manière 
quelconque  et  que  la  surface  soitdéiinie  par  le  développement 

(19)  z  =  'f,{.i;j)'+-  f3{x,j]-h 

Coupons-la  parle  plan  dont  l'équation  est 

( 20 )  rn  z  -+-  Il .V  —  j  =  o. 

On  aura  une  courbe  plane  dont  la  projection  sur  \c   plan  des  xj 
aura  pour  équation 

(21)  J  —  /ixz=  w  (p.,  ( .r,  j  )  H-  m  «j.,  +  .  .  . . 

La  formule  de  Lagrange  permet  d'obtenir  très  rapidement  le  dé- 
veloppement de  j-  suivant  les  puissances  de  x.  Posons  pour  un 
instant  j^=zlx.  La  fonction  'fi[x^j)  se  changera  eu  .r'''-i'/(X),  et 
l'équation  précédente  deviendra 

"X  =  «  +  /«  ^  ^2  (  "^0  "^  '^^  "^^  ?3  (  ^0  "^    •   •   ■  • 

Elle  est,  comme  on  voit,  de  la  forme 
et  elle  donne,  par  conséquent, 


^  a.  an  ' 


Remplaçons  F(«)  par  sa  valeur  et  ordonnons  par  rapport  à  x  ;  nous 
aurons  le  développement  de  X  d'où  l'on  pourra  conclure  celui  de  j 
et  aussi  celui  de  z.  On  obtient  ainsi  les  formules 
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les  valeurs  de  «o,  «3, . . .  étant  données  par  les  lorinules  suivantes, 


'A) 


1  «,=  »,, 

«3=?3  +  W?2'/2' 

l?^". 

«5  =:  «5  -4-  m  (  (j),  ?;  -f-  —  j 

-? 

,i..r+^ 

(  «e  =  ç/6  -f-  w  (  yo  î'o  H-  ?3  ?4  ) 

(?2?i+?2?3 

+ 


'2^3, 


m*   ,    . 

120  '  '  - 


ml    S'2  Î'C  +   ^3  ?5  "^~   ■^"^   )     +  T^  (  3  ffl  o  O5  -^  6  a>2  'j>3  ©4 


■?2Î' 


^?l?i. 


m* 


720 


;i>?r. 


où  Ci  désigne  la  fonction  '^i{x.,y).,  dans  laquelle  on  a  remplacé  x 
par  i,^par7i,  et  où  les  accents  supérieurs  indiquent  des  dériva- 
tions à  elïectuer.  Au  moyeu  de  ces  formules,  auxquelles,  on  le  voit, 
nous  sommes  conduits  presque  sans  calcul,  nous  allons  résoudre  les 
(questions  que  nous  avons  en  vue. 

Commençons  par  étudier  les  coniques  osculatrices,  c'est-à-dire 
les  coniques  ayant  cinq  points  d'intersection  avec  la  surface  con- 
fondus au  point  O.  Soit 


25 


i>,(a:,  j)  + 


py)' 


l'équation  de  l'une  des  surfaces  du  second  degré  qui  sont  oscula- 
trices à  (S)  et  qui  contiennent  cette  conique.  Le  développement  de 
la  coordonnée  z  d'un  point  de  cette  surface  nous  donnera,  en  posant 


>6) 


\   z 


?i  ?: 


?'l? 


'ni 


-•V?i?i 


+  ?i?2  +  6y?i?2-t-2v-?^ 


les  termes  négligés  étant  du  septième  ordre  au  moins.  I^a  conique 
section  de  celte  surface  par  le  plan  (P), 


o, 
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aura  pour  projectiou  sur  le  plan  des  a;}  la  conique  dont  l'équatiou 
est 

j  —  /i.K  =  iiib^x-  -\-  inb.^x''  -H  .  .  . , 

et  ^2  7  ^3i  •  •  •  seront  définis  par  les  loi'mules  (  24  ),  où  l'on  rempla- 
cera (Do,  <P3,  ...  par  les  valeurs  qui  conviennent  à  la  surface  du 
second  degré,  valeurs  définies  par  le  développement  (26).  Posons, 
pour  abréger, 

«1=  «  H-  P«; 
on  aura 

(^2=  'fi  y 

^3  =  // ,  ©.,  +  ni  ^2  »', , 

b,  =  u\  «2  +  V  'fi  +  "'  {  «1  ?1  )'  +  — -  (  f  2  )". 


b,=  n]'f.,+  3yii,'fl-h  m  l-  fi\fl-hr?l) 


'il 


6 


(  =  «^(J)2-f-6'/MJ(f2+  27^02  "^  '"(^"l?2  "+■   3  7"l?2  j' 


Écrivons  que  la  conique  est  osculatrice  à  la  section  plane  de  (S). 
Nous  aurons  les  équations 

(a8)  a^=  b,,     «3=Z<3,      a:,=  b^, 

dont  la  première  est  identiquement  satisfaite.  Les  deux  dernières 
nous  donnent 

f  29  )  l 

(     «1  S)2+   "0?2  "^  "^("l?2  )'=  ?i~^  "^{'fifz)'' 

Supposons  que  le  plan  sécant  (P)  soit  donné,  c'est-à-dire  que 
l'on  connaisse  m  et  yi.  Les  équations  précédentes  contiennent  les 
arbitraires  a,  (3,  Mq  ^  elles  ne  suffisent  donc  pas  à  déterminer  ces  trois 
arlîitraires.  Il  y  a,  en  effet,  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré 
contenant  la  conique  osculatrice  de  la  section  et  données  par  une 
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équation  de  la  forme  (aj).  Elles  ont  pour  équation 

z-=  'fjf^,  y]-\-z[(/.x  +  '^y  -ir'jz)'^'  kz[mz  -\r  nx  —  j), 

où  A"  est  arbitraire. 

Mais  nous  pouvons  achever  de  déterminer  la  surface  du  second 
degré  cherchée  en  ajoutant  une  équation  nouvelle  aux  deux  é(jua- 
tions  (29),  par  exemple  en  exigeant  que  dans  la  seconde  de  ces  équa- 
tions les  coefficients  de  ///  soient  égaux  dans  les  deux  membres. 
Alors  on  est  conduit  au  système 

^3=  5'^..  + (a +  ,S  «)'/,, 


(jui  donne,  nous  allons  le  voir,  des  valeurs  parfaitement  détermi- 
nées pour  a,  i^,  y. 

On  en  déduit  en  elfct 


3 1  )  \  v.i=.—  —  n 


?l 


?2?4 

7  =  


et  l'équation  de  la  surface  du  second  degré  correspondante  est 

Mais  alors  nous  sommes  conduits  aune  importante  conséquence: 
l'équation  précédente  ne  contient  pas  //i  ;  elle  représente  donc  le 
lieu  des  coniques  osculatrices  des  sections  par  les  plans  sécants 

mz  -+-  71.x  —  yz^o, 

où  771  est  vai'iable,  c'est-à-dire  des  sections  dont  les  plans  passent 
par  une  même  tangente.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  dans  une  surface  on  considère  toutes  les  sections  planes  pas- 
sant par  une  même  tangente,  le  lieu  des  coniques  osculatrices  de 
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ces  sectionna  leur  point  de  coiitaci  commun  avec  La  tangente  est 
une  surface  du  second  degré  ayant  un  contact  du  second  ordre 
ai^ec  la  surface  proposée. 

Ce  lliéorème  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  de  Meusnicr  sur  les 
cercles  osculateuis  des  sections  planes  passant  par  une  même  tan- 
gente. 

Pour  étudier  plus  complètement  les  surfaces  du  second  ordre 
représentées  par  l'équation  (Sa),  prenons  pour  le  développement 
de  z  la  forme  réduite 

z  =  xy  H-  .r^  H-  j  ^  H-  ry  (  a  .r^  -\-  hy'^  \  ; 
l'équation  (Sa)  deviendra 


33 


xy  )  «^  =  za;  (  2  «^  —  ir']-\-  zy  [in*  —  ii] 
+  z-{anr  -\-  hn*  —  (i  ■\-  n^  )-]. 


On  voit  qu'il  passe  six  surfaces  de  ce  système  par  un  point 
quelconque  de  l'espace.  Il  passe  donc  par  chaque  point  de  l'espace 
six  coniques  osculatrices  en  un  point  déterminé  d'une  surface  quel- 
conque (  S  ) . 

Dans  son  Mémoire  de  i84i,  M.  Transon  a  établi  que  le  lieu  des 
axes  de  déviation  des  sections  planes  passant  par  une  même  tan- 
gente est  un  plan.  Cette  proposition  est  luie  conséquence  du  théo- 
rème fondamental  établi  plus  haut,  car  on  sait  que  les  axes  de  dé- 
viation sont  les  diamètres  des  coniques  osculatrices  passant  au 
point  de  contact.  Ces  coniques  se  trouvant  sur  une  surface  du 
second  ordre,  le  lieu  de  leurs  diamètres  sera  le  plan  diamétral  de 
cette  surface  conjugué  à  la  direction  de  la  tangente.  Ce  plan  diamé- 
tral est  représenté  par  l'équation 

OU 

ny  -f-  «'^.i-  -H  (  I  -i-  //^  )  3  =  o. 

On  voit  donc  qu'il  y  a  trois  de  ces  plans  passant  eu  nu  point  de 
l'espace.  En  d'autres  termes,  il  y  a  trois  sections  planes  dont  l'axe 
de  déviation  coïncide  avec  une  droite  donnée  passant  par  le  point 
de  contact. 

11  est  intéressant  de  rechercher  quelle  est  la  nature    du  contact 
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(Ips  surfaces  du  second  degré  contenant  les  coniques  osculatrices 
avec  la  surface  (S).  Le  développement  de  la  valeur  de  z  tirée  de 
l'équation  (33)  est 

Vxi-}.  —  ti^\        y'-:>.ii'' — I     1 


Fx  (  9,  —  n^)       j[in^  —  I  )  ~j  ■' 

L     "  «'     J 


et,  par  suite,  la  projection  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface 
du  second  degré  et  de  la  surface  (S)  sur  le  plan  des  xy  aura  pour 
équation 


,  .r,  a.v        viiii'^ — i]-        .r(2  —  li^Y'} 

[_  /i  n*  ir  J 

On  voit  que  deux  tangentes  aupointtriple  de  la  courbe  d'intersec- 
tion seront  confondues,  et,  en  outre,  la  tangente  double  coupera  la 
courbe  d'intersection  en  cinq  points  confondus. 

Pour  les  trois  valeurs  de  n  correspondantes  aux  tangentes  d'oscu- 
lation,  on  aura  les  trois  surfaces  du  second  degré  que  nous  considé- 
rons comme  ayant  le  contact  le  plus  intime  avec  la  surface. 

IV. 

Après  avoir  étudié  les  coniques  osculatrices,  c'est-à-dire  les 
coniqu'.'s  coupant  la  surface  (S)  en  cinq  points  confondus  en  O, 
cherchons  les  coniques  surosculatrices,  c'est-à-dire  les  coniques 
coupant  la  surface  en  six  points  confondus.  Pour  cela,  il  faudra 
joindre  aux  équations  (28  )  la  suivante, 

«5=  h-, 

ou,  en  tenant  compte  des  valeurs  déjà  données  pour  «;,,  />;;, 


36G  PREMIÈRE   PARTIE. 

Si  l'on  4>onslc]èr(î  la  valeur  de  n  comme  comme,  //,  et  y  seront 
donnés  par  les  équaiions  (3i),  et  l'équation  précédente  fera  con- 
naître m.  Coniin(î  elle  est  du  second  degré,  on  voit  que  cJmcune  des 
surfaces  du  second  ordre  qui  contiennent  les  coniques  osculatrices 
des  sections  menées  par  une  même  tangente  contiendia  deux  co- 
niques surosculatrices .  Remplaçons  dans  l'équation  précédente  z/,, 
y  par  leurs  valeurs;  nous  serons  conduits  à  la  relation  suivante 
entre  m  et  zz, 

(34)  A +  B/«'i)2-l- C/«-a;=  o, 

où  A,  B,  C  ont  pour  valeurs 


Cette  équation  (34)  donne  la  condition  pour  que  le  plan 

mz  -{-  iix  —  )  =  o 

détermine  dans   la  surface   une  section  surosculée  en  O  par  une 
conique. 

H  est  aisé  de  reconnaître  que  les  fonctions  A,  B,  C  sont  respecti- 
vement des  degrés  9,  6,  3.  L'équation  (34)  représente  donc  un 
cône  de  neuvième  classe;  mais,  comme  elle  est  du  second  degré 
en  m^  on  voit  que  le  plan  tangent  est  un  plan  septujjle  de  ce  cône. 
Ainsi  : 

Par  une  droite  quelconque  passant  au  point  de  contact  ou  peut 
mener  neuf  sections  surosculées  par  une  conique  au  point  de  coji- 
tuct;  mais,  si  la  droite  est  une  tangente  de  la  surface,  on  ne  peut 
plus  en  mener  que  deux. 

Je  l'ei-ai  remarquer  en  outre  que  les  généi-atrices  de  contact  du 
cône  et  du  plan  tangent  sont  les  tangentes  asvmptotiques,  qu'il  faut 
comptei-  (-liacune  deux  fois,  et  les  droites  que  nous  avons  appelées 
tangentes  d' osculation  quadrique. 

Ou   peut  se  servir    de  l'équation  de  ce   cône  pour   résoudre   une 
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(jucstion  intéressante.  On  connaît,  en  deliors  des  surfaces  du  second 
degré,  d'autres  surfaces  par  chacun  des  points  desquelles  passent 
une  inlinité  de  coniques  :  c'est  ce  qui  alieu  pourla  surface  de  Steiner, 
par  exemple.  Proposons-nous  de  reclierclier  toutes  les  surfaces 
jouissant  de  cette  propriété.  Ce  problème,  qui  parait  au  premier 
abord  très  difiicile,  peut  être  résolu  d'une  manière  très  simple  à 
l'aide  de  la  méthode  suivante. 

Je  remarque  d'abord  qu'il  n'v  a  pas  de  surface  autre;  que  les  sur- 
faces du  second  degré  dont  la  section  par  un  plan  quelconque  se 
décompose  et  contienne  une  conique.  Jl  est  aisé,  en  ell'et,  de  démon- 
trer la  proposition  suivante  : 

Si  une  droite  D  coupe  une  surface  algébrique  en  des  points  qui 
sont  tous  distincts,  et  si  les  plans  passant  par  cette  droite  coupent 
la  surface  suivant  une  section  comprenant  toujours  au  moins 
une  conique,  la  surface  se  décompose  et  contient  au  moins  une 
surjace  du  second  degré. 

Par  suite,  il  est  impossible  que  des  plans  quelconques  déterminent 
dans  uiic  surface  indécomposable,  d'un  degré  supérieur  au  second, 
des  sections  comprenant  chacune  une  conique.  D'autre  part  si, 
comme  nous  le  supposons  ici,  il  y  a  une  infinité  de  tels  plans,  pas- 
sant par  chaque  point  de  la  surface,  il  faut  qu'ils  enveloppent  une 
surface  non  développable  :  je  dis  que  cette  surface  est  la  surface 
proposée. 

En  effet,  il  y  a,  par  hypothèse,  une  infinité  de  plans  tangents  du 
cône  (34)  coupant  la  surface  suivant  une  conique.  Si  donc  le  cône 
(34)  est  indécomposable,  tous  les  plans  de  ce  cône  devront  jouir  de 
la  même  propriété.  Il  suit  de  là  que  le  cône  (34)  devrait  être  le 
cône  de  sommet  O  circonscrit  à  la  surface  enveloppe  des  plans  cou- 
pant la  surface  (S)  suivant  une  section  conique.  Or  un  des  plans 
tangents  de  ce  cône  coïncide  avec  le  plan  tangent  vn  O.  On  voit 
donc  que  la  surface  enveloppe  des  plans  déterminant  dans  (S)  des 
sections  coniques  ne  peut  être  que  la  surface  (S)  elle-même,  et,  par 
conséquent,  le  cône  (34)  we  serait  autre  chose  que  le  cône  de  som- 
met O  circonscrit  à  la  surface  (  S). 

Or,  je  dis  que  cela  ne  peut  être.  De  même  que  la  section  par  un 
plan  tangent  (;n  un  point  simple  a  seulement  un  point  double  au 
point  de  contact,  les  tangentes  en  ce  point  double  étant  les  tan- 
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gentes  asymptotiques,  de  même  le  cône  circonscrit  à  une  surlace 
ayant  son  sonnnet  en  un  point  simple  admet  seulement  le  plan  tan- 
gent pour  plan  tangent  double,  les  génératrices  de  contact  de  ce 
plan  tangent  double  étant  les  tangentes  asymptotiques.  Or  le  cône 
(  34)  admet  le  plaii  tangent  pour  plan  tangent  septuple.  Donc,  tant 
qu'il  sera  indécomposable,  les  sections  par  ses  plans  tangents  ne 
pourront  être  des  coniques. 

Il  faut  donc  que  le  cène  se  décompose.  Cela  ne  peut  arriver  que 
de  deux  manières  dillérentes  :  ou  bien  il  y  aura  un  facteur,  fonc- 
tion de  /ï,  qui  sera  commun  à  A,  B©o,  Ctp^;  ou  bien  l'équation  du 
second  degré  en  ni  admettra  deux  racines  rationnelles. 

La  première  supposition  est  impossible.  Pour  que  la  suppres- 
sion d'un  facteur  commun  réduisit  le  cône  à  admettre  le  plan 
tangent  au  plus  comme  plan  langent  double,  les  génératrices  de 
contact  étant  les  tangentes  asymptotiques,  il  faudrait  que  C  fut  nul 
ou  que  C92  divisât  A,  c'est-à-dire,  si  l'on  se  reporte  <à  l'expression 
de  C  et  de  A,  que  cp^  divisât  ^3.  Mais,  si  C  est  nul,  il  résulte  de  la 
dernière  des  formules  (35  )  que  ©3  est  encore  divisible  par  Oo-  Cette 
condition  devant  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la  surface  (S), 
(■elle-ci  serait  du  second  degré,  car  ses  tangentes  asymptotiques  la 
couperaient  constamment  en  quatre  points  confondus. 

11  reste  donc  cà  examiner  le  cas  où  les  deux  valeurs  de  m  données 
par  la  formule  (34)  sont  rationnelles.  On  aura  alors 

B^  — 4AC=:K-, 

K  désignant  un  polynôme  du  sixième  degré,  et  l'on  aura  pour  ni  les 
deux  valeurs 

B  -+-  K  B  —  K 


ri  = 


Les  deux  cônes  correspondants  à  ces  deux  valeurs  de  m  admettent 
tous  les  deux  le  plan  tangent  de  (S)  au  moins  pour  plan  tangent 
double,  car  nous  avons  déjà  vu  sur  l'équation  (34)  que  cço  hl*  sau- 
rait disparaître  comme  facteur  commun  à  A,  B,  C.  Donc,  dans  tous 
les  cas,  l'enveloppe  des  plans  déterminant  dans  (S)  des  sections 
coniques  ne  peut  être  que  la  surface  (S)  elle-même,  ou  du  moins 
elle  comprend  cette  surface. 

Les  deux  cônes  précédents  ne  peuvent  d'ailleurs  être  admis  si- 
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multanément,  leur  ensemble  conslituant  un  cône  qui  admet  le  plan 
tangent  à  (S)  au  moins  comme  plan  quadruple.  Chacun  d'eux, 
d'aill(nirs,  devra  être  rejeté  tant  que  le  nuuiérateur  de  l'expression 
correspondante  de  /«©o  ne  sera  pas  exactement  divisible  par  le  dé- 
nominateur C,  car  il  admettrait  alors  le  plan  tangent  à  (S)  au  moins 
comme  plan  tangent  triple,  ce  qui  est  généralement  impossible.  Si 
le  numérateur  est  exactement  divisible  par  le  dénominateur,  et  seu- 
lement dans  ce  cas,  le  cône  peut  être  admis  ;  mais  alors  il  est  de  la 
troisième  classe.  On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas,  le  cône  de 
sommet  O  circonscrit  à  la  surface  (S)  sera  de  troisième  classe.  On 
déduit  facilement  de  cette  proposition  la  solution  complète  de  la 
question  proposée. 

La  polaire  réciproque  (S')  de  (S)  sera  en  elïet  du  troisième  ordre 
et,  comme  la  suriace  (S)  est  coupée  par  chacun  de  ses  plans  tan- 
gents suivant  une  conique  au  moins,  il  faudra  que  le  cône  du  qua- 
trième ordre  circonscrit  à  (S')  et  ayant  son  soxmnet  en  un  point 
de  (S')  se  décompose  et  contienne  un  cône  du  second  degré.  Il  devra 
donc  se  réduire  à  deux  côues  du  second  degré,  et,  par  conséquent, 
la  section  complète  de  (S)  par  son  plan  tangent  devra  se  composer 
de  deux  coniques  :  on  reconnaît  la  surface  de  Steiner. 

Dans  la  discussion  précédente,  nous  avons  omis  le  cas  où  la  sui*- 
face  est  réglée.  Si  l'on  se  sert  alors  delà  forme  réduite  (9)  donnée 
plus  haut,  on  trouvera  que  l'équation  du  cône  (34)  devient 

n^ m^  -\-  3nni  --  2  -f-  a//-  -^  nir'  -+-  en'  =  o. 

Pour  f[u'il  se  décompose,  il  faudra  qu(! 

q  —  ^\  "}.  ~  a/i-  +  bir  -\~  m* 

soil  un  cai'i('  paifait. 

r—  a.-7«^  ', 

rn  alors  oîi  aura  les  deux  cônes  partiels 


Quel  que  soit  celui  de  ces  cônes  que  l'on  prenne  (et  l'on  ne  peut 
prendre  les  deux  à  la  fois),  on  voit  qu'il  est  du  second  degré.  Donc 

UiilL  (irs  Sciences  matliéw.,   i'  Sprie,  t.  W .  (Ortnljrf'   1880.)  2q 
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la  surface  réciproque  de  la  surface  cherchée  devra  être  coupée  par 
son  plan  taugeut  suivant  une  droite  et  une  conique  :  ce  sera  la 
surface  réglée  du  troisième  degré. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

J'^ji  deJiors  des  surfaces  du  second  ordre\  il  n  y  a  (jue  hi  sur- 
face de  Stciner,    la  surface  réglée  du  troisième  ordre  et   leurs 
imriétésqui  contiennent  une  infinité  de  conifjues  passant  pai'  chaque 
point  de  la  surface. 

V. 

Après  avoir  considéré  les  coniques  qui  coupent  la  surface  en  six 
points  confondus,  et  qui  sont  en  nombre  illimité,  clicrclions  com- 
bien il  V  a  de  coniques  coupant  la  surface  (  S  )  en  sept  points  consé- 
cutifs. Pour  cela  il  faudra  ajouter  aux  équations  déjà  données  la 
suivante  : 

En  y  remplaçant  a,  |3,  /  par  leurs  valeurs,  on  trouve  l'écjuation 
suivante, 

'361  A'  -\-  lî'wtpo+  (;'/"-(p2  H-  \y  ni^'i/l  =  (), 

on  l'on  a 

B '  ::=  5,  <p ;!  (1) ;;  H-  '.'.  'i)\  (p:[  w  ;  —  6  ©  V  '^  ^  p -j  —  4  ? •>  ?  ^  ?  i  ^~  -'•  1"  '>  '? '■'>  ¥  ■> 
+   20'»:Jcp.,  - —    I  ()«.,  ffi.j 'j/.j  Cl/., , 

C=  t'->'t'i  +   -^?-2  Ys^'.'i  '^'fa'î'V'/')  —  ?;i?2'/'>  '^  4  ?  0  ?'■'  'f'v  —  '■^?3?2'f2?3 

—  1  o »o ©v <p',,'  -t-  20 tp -,  'i-V"  —  l'ji'l  y.^ , 
D' =:  t' o;Sw-j  H-  3ç/.;y.^a/^j  ■ —  ^l^^'^i  —  ^^?2't'-( 'f  ■>"  —  -^'fa  ?;t  ?'•>  ?•>  ~^  ^^^aT^'* 

Au  lieu  de  L'équation  (36)  nous  prendrons  celle  que  l'on  obtient 
en  en  reti'ancliant  l'équation  (34  )  multipliée  par  yjuo^^ùl ,  et  nous 
aurons  ainsi 

■[^'j  j  A''4-  l\"/)/f.,-]~  Ç"  urtf'l  -)-  D"//?"*.:  =  o, 


MÉLANGES, 
où  A",  B",  C\  ïï'  ont  les  valeurs  suivantes 

B  '  =  -2  a;^0-  —  5o-,'J^'j--\-  2  &^  ?» '/^  —  (^'fit'r'l  v's  "!"  ^?2?3?i?'2 
'^J'J,       {    C    z=l'j\q,^  —  9.  ç/^  Ojç"  +  _'j  ©2  Çltp',^  —  3(9^  ©'.,  0/'  H- ?.  œ^  a»:,  «" 

—  ?3=f2?2   +  2?2?3?2?3  —  ?3?2'  —  2?2?3^, 

D" 1     :i    '"          12'"  i    '      "     ,  '      '  •> 
iï^i'^i  I  fi^'ïs ?^  ?3  ?•'  "*"  ?2  ?:j  ?-.' 

(Jn  peut  encore  inditjuer  ces  expressions  abrégées, 

.-"  V      ^^  '^      ?2?i—   «'^       ,       /       •»  '^     /   <?A 
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D 


'^_     ,     V    ^^'    /'?» 


-^//2^ 


r/2 


"î'2/ 


■X  o  !,  w ., 


'  '  '  '  "  tlir  \  o., 


qui  montrent  presque  immédiatement,  parla  décomposition  en  frac- 
tions rationnelles,  que  C",  D"  sont  respectivement  du  sixième  et 
du  troisième  degré.  On  verra  facilement  que  IV  est  du  neuvième 


degré. 


Si  donc  l'on  pose 


///Oo  =  «, 


on  aura  à  éliminer  u  entre  les  deux  équations 

( 

i  A' 


38 


A  -+-  B  //  +  C  «-  :=  o , 

B"«-i-C"«--+-D";r'r=o, 


OÙ  les  degrés  des  coefficients  par  rapport  à  n  sont  en  progression 
arithmétique  dans  les  deux  équations  :  9,  6,  3  pour  la  première,  12, 
9,  6,  3  pour  la  seconde.  Donc,  d'après  les  règles  connues,  on  sera 
conduit  à  une  équation  finale  en  n  qui  sera  du  trente-troisième 
degré.  Mais  je  vais  montrer  que  cette  équation  admet  le  facteur 
étranger  ©^  et  qu'elle  se  réduit,  par  conséquent,  à  une  équation  du 
vingt-septième  degré  après  la  suppression  de  ce  facteur. 

Considérons  en  elFet,  dans  les  équations  (38),  u  etCDo  comme  les 
seules  variables,  et  traitons  pour  un  instant  toutes  les  autres  fonc- 
tions O3,  0',,  .  .  .  comme  des  constantes.  Il   est  aisé  de  reconnaître 


«iiic  pour'y.jr^o  l«'s  ('(iMallons  (miI   uiu'  raciiu"  ("dmnmutv  Vu  ciYct , 
pour  5)2  •=  (>,  «'lK\s  s»>  roiluiscnt  aux  vsuivautcs, 

a»»  -4-  3<p^w'j//  -f-  (|)s^'j*«*=:;  o, 

(|ni  adintMIt'Hl  la  raciiK^  tiunmuiM' 

I.a   ivsultautc  des  «'•(|ualioiis  i^3S'(  adnitMlia  ildiu-  c<  ru  Wuicuv. 
Mais,  si  I  i>M  Ic^rmc  la  ci'mhinaisou 


pu) 


ou  iroonnaiira  aisi'incnl  i^uc  (("Ile  oinialioii.  si  1  (Ui  v  («tiisidriH' // 
et  O2  roiunu>  les  rtxMdoiuit'cs  dim  poinl.  n>|M'<'S(Milc  une  ((Mirlic 
avant  un  poini  Irijdc  tKMci'inm»'  j>ar  Irs  xalrnrs 

Il  suit  de  là  (|iu\  ilans  la  n-snllantc.  .  :";  dt»il  s;'  Iioiimm-  vu  tactcni-. 
Il  osl  aiso  d«>  diMuonlivr  ijuo  la  iv>uUanto  n'osl  pas  di\  isiblr  par  unr 
plus  haulo  puissau("(Mlo  v._>  [').  \)ouc,  oWc  se  n'-duira  t'xacttMuiMit 
au  \  ini;t-st^pliônH>  d«'j;rf.    Viusi  : 

//  1  (t.  <v/  i;vv/<'/"«//.  r///,i,'/-.V'*/>/  conii/urs  (fui  coupent  une  sur/ucc 
ifuc/contiu;'  ou  srpf  points  roufouilus  eu  un  poiut  siuiplr  tlo  cette 
surface. 


i '^  0«  piMit  suivtv  pour  cola  doux  \oii'S  dillorontos  :  soit  montrer  (ju'auouno  coiu- 
hinaison  lii\oairo  dos  doux  oquations  (!^S^  no  pont  oouduiroà  uno  oqualion  qui  ropro- 
^outo  uno  oonrho  ayant  un  point  quadruplo  oorrospondant  aux  valonrs 


s;>il  nioutror  quo  les  langonlos  au  poiiU  triplo  do  la  courbe  considoieo  dans  le  text* 
sont  distinctes  do  la  tansTonto  à  Tune  dos  oourhos  ropresontoos  par  l'équation  (3S'^ 
au  nxôuio  point. 

J'ai  enooiv  oaloule  1111  o\<>niplo  uuuioritpio  dans  lequel   l'equatiou    no  contient  pas 
i.,  a  uno  puis-sanoo  snp.ereme  à  la  troisiouio. 


Mi;iw\N(ii;s.  37! 

Dans  le  cas  des  siirlaeijs  du  Iroisii'-mc  d(;(^i«',  ces  v  iii^l-scpt 
roiii(|U(!S  soiiL  (X'll(;s  (|iii  soiil.  loiil,  ciil.ièrcîs  sur  la  surl'ace  cl  (jiii 
passent  par  le  point,  eonsidérc'.  On  jmmiI.  done  déduii'c  du  lliéorènnî 
qui  précède  la  ({('iiioiislt alion  de  r«;\islcnce  de  vinf^jl-scpL  séfics  de 
coui(|U(.'S  ou  de  vinj;l-,s(;pl,  droites  sur  la  sui  lace  du  troisiciiM!  ordic. 
Mais  de  ce  i<''sidlat  parlicidiec  on  n'aurait  j)U  conclinc  le  lli('-orciiie 
précédent,  <;ar  nous  avons  employé  les  teinies  des  six  premiers 
oi(li(;s  du  déveIo|)|>c;iiciit  de  r,  et  il  n'exislc  pa.s  de  suilaec;  cul)i({ue 
ayaiil  111  un  poiul  avec  une  siii  lac-  douné-c  iiu  couLk  t  du  sixième 
ordre. 

\1. 

A|)res  avoir  liai  te  1(;  cas  des  couicpies  (|uri(()U(|Ucs,  nous  allons 
i^xamincM' (;n  |>ai'licidier  l<'s  <"erclcs  et  (''tudi<T  les  (pn-slions  rclalives 
au  ci)nlact  des  c(mcI(!s  cl  de  la  sni'laci!  (Sj. 

Soient 

3())  III..    1    iix        ),      .'-+-.>^-H=^ — •,'.Rs.--o 

les  ('(pialions  d'uu  ccicle  tanj^enta  la  suilace.  jji  cond)inant  la  pre- 
mière de  ces  é(pialions  avec  celle  de  la  surjace,  on  a  les  dév(;lu|)j)e- 
menls  dcja  donnes 

\    )  :^  11.1: -V- in(i.^.i- ~\- iiin.yi-'   \    ..., 

(  ¥^  )  i 

(    z  :--.  a^-r^  -\-  a^x-^  -h  .  .  . . 

Pour  avoir  ré(]uation  ipii  delinit  les  |)oinls  d'inlersecliou  du 
cercle  et  de  la  surface,  il  (aut  porter  c<;s  valeurs  'lej  et  ~  dans  la 
second(!  des  ('(pialions  (3(j  1,  (pii  pr;iit  s'(''(iire 

.!:'•  [  I  -I-  «'  ;  -\-  linii.rr..  -+-  :;-  (  1  -f-  /«^  j    -  7,  Il  3  =  0. 

On  a  donc 

.r^  (  I  -f-  //^  —  ■'.  I>  '' I  )    1-  '  'i- iii/iti^  —  'J.  Il (i^  ]  ./■' 

-H  x'"  [  (  I  -r  ni^  j  fi\-\-  2  iniui-^  —  '.>.  Il  c/,,  ]  -I-  ,  .  .  1^  o. 

Vonv  (jue  le  cercle  soit  osciilaleui',  il  lant  (pie  l'on  ait 

I  -f-  n--\  ;  2K  r/^, 
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et  cette  équation,  donnant  une  valeur  de  R  indépendante  de  m, 
établit  le  tliéorènie  de  iNIeusnier. 

Pour  que  le  cercle  ait  un  contact  du  troisième  ordre,  il  faut  que 
l'on  ait 

!-+-«-=:  2Rr/,, 
m//a2=B.aj. 

Eliminons  R,  et  remplaçons  «o,  «3  par  leurs  valeurs;  nous  ob- 
tiendrons l'équation 

(41)  2  w//  o  ■;  =    0/3  -+-  //?  5>o  'y»',  ;  J  -h-  fi-  . 

Cette  équation,  établissant  une  relation  entre  iji  et  «,  définit  tous  les 
plans  coupant  la  surface  suivant  des  courbes  ayant  un  sommet  U 
l'origine.  On  peut  l'écrire 

(  4^  )  W  (?  2  L  2  "  ?2 >  '  ~^  '^"  )  ?'>  ]  —  ?:j  V  f  ^~  ""  ]  =    O. 

Sous  cette  forme  on  voit  facilement  que  le  coeiiicient  de  mc^-i  est  du 
second  degré  seulement.  L'équation  représente  donc  un  cône  de 
cinquième  classe  ayant  le  plan  tangent  pour  plan  quadruple.  Ainsi  : 

Les  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  des  sections  surosculées 
par  des  cercles  au  point  O  envelovpcnt  un  cône  de  cinquième 
classe  admettant  le  plan  tangent  pour  plan  quadruple.  End' autres 
termes,  il  en  passe  cinq  par  un  point  quelconque  de  l'espace  et 
un  seul  par  une  des  tangejites  de  la  surface. 

On  peut  écrire  l'équation  du  cône  en  rétablissant  l'homogénéité. 
Remplaçons  ii  par  --,  m  par  -;  l'équation  du  plan  sécant  deviendra 

(431  zZ-^jX  — .rY=o, 

et  l'équation  (42)  prendra  la  forme 

144 )         s?o  1  .r, y) y^-^—y  "^  )  =  ?3 1-^, y; [■i--^r , . 

Sous  cette  forme  on  voit  que  les  quatre  génératrices  de  contact  du 
cône  et  du  plan  tangent  sont  les  deux  tangentes  asymptotiques  et 
les  deux  tangentes  jirinci pales. 
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Dans  h;  cas  des  surraces  enveloppes  de  sphères,  ''f^ia-^j  ,  admet 
en  fadeur  une  des  directions  principales  et  ]e  cône  se  réduit  à  la 
quatrième  classe.  Pour  la  cyclide  de  Dupin,  le  cône  se  rc-duit  à 
la  troisième  classe,  les  deux  directions  principales  étant  eu  facteur 
dans  (^3  (^•,  j)  ).  Il  en  est  de  même  dans  le  cas  des  surfaces  du  second 
degré,  mais  pour  une  raison  diJlérente,  ©3  étant  divisible  par  ©o. 

Jl  est  aisé  de  voir  que  le  lieu  des  normales  aux  cercles  situés  dans 
leurs  plans  sera  en  général  un  cône  du  quatrième  ordre,  dont 
l'équation  sera 

L'ordre  de  ce  cône  s'abaissera  dans  les  mêmes  cas  et  de  la  même 
quantité  que  la  classe  du  cône  précédent. 

Enfin  cherchons  le  lieu  de  tous  les  cercles  surosculaleurs,  et  pour 
cela  nous  supposerons  qu'on  ait  pi'is  pour  axes  des  ji:  et  des  i'  les 
directions  principales;  alors 

©3  I  n  '^=^  a  -h  h/i  -j-  iii-  -f-  (hr, 
et  les  équations  du  cercle  seront 


X-  H-  1-  -\-  z-  — 


.\)  < 

Entre  ces  équations  il  faudra  éliminer  /z,  ce  qui  se  fait  sans  difli- 
culté. 

Posons,  pour  abréger, 

H  =  y/jA  ^  yl  ^  ^-.      _3^ 

Les  équations 

U  =  o,     V  —  o 

représenteront  les  sphères  principales,  et  l'on  aura 


376  '  PKExMIÈUE   PAllTIE. 

La  seconde  des  équations  (/|5  )  peut  s'écrire 

( a  -\-  en-  )  £/-  +  2  ( «  —  j'3  ;  n'- x  =  n  [  ?, -) '  '  a  =  S  j  —  h  —  cUi'-  ] . 

Si  Ton  V  remplace  n  par  sa  valeur,  on  aura 

^''     '  i         -i-U[JU  — ^'V  —  ?.jV(,S  —  a)]-^:=o, 

équation  du  dixième  degré  qui  représente  une  surface  ayant  pour 

ligne  triple  la  courbe 

TJ  =  0,      V  =  o 
ou 

z  =  o,      .V-  4-  r-=r  o, 

et  pour  ligue  double  la  courbe  (R)  du  sixième   ordre  représentée 
par  les  équations 

l    i  <-<  V  —  c  IJl  0*  -4-  2  1  S  —  a  ';  .rU  ==-  o, 

^'^'^  '    (</u  —  Z'V)r/-^  o;^  —  pj.)  \  =0, 

la  solution  U  =^  o,  \  =  o  étant  exclue. 

Celle  surface  est  évidemment  unicursale,  et  elle  est  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques,  par  rapport  au  point  O, 
d'une  surface  réglée  du  cinquième  ordre. 

iNIais  c'est  surtout  la  ligne  double  qu'il  est  intéressant  d'étudier; 
elle  est  définie  par  les  équations  (47)1  ^^  montrent  sans  difliculté 
qu'elle  est  la  léciproque  d'une  cubique  gauche  par  rapport  au 
point  O. 

En  ellét,  si  l'on  emploie  les  formules 

CCS  équations  deviennent 

/■/  (  |5  —  /  -.'  )—  c[  V.  —  k  z'  )  -4-  2  (  !3  —  «  )  (  <•<  —  /-  z  ]  .1-'  =  o, 
,/,^_  /.,')_^(;3_A-';;+2(a-3)(;5-y;c')j'=0. 

Voici  quelle  est  l'origine  de  cette  courbe.  Prenons  une  sphère  quel- 
conque tangente  en  O  à  la  surface.  Cette  sphère  coupera  la  surface 
!  S)  suivant  une  courbe  ayaijt  en  O  deux  tangentes  symétriques  par 
rapport  aux  directions  principales.  Les  sections  déterminées  par  les 
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plans  passant  par  ces  deux  tangentes  auront  leurs  cercles  oscula- 
teurs  sur  Ja  sphère  considérée.  Il  y  en  auia  deux,  une  pour  chaque 
tangente,  qui  seront  surosculées  par  leurs  cercles  osculateurs  5  ces 
deux  cercles  se  coupent  au  point  O  et  en  un  autre  point  (jui  décrit 
la  ligne  douhle  précédente. 

11  résulte  de  là  une  propriété  leniarquable  de  cette  ligne 
double  (K)  :  par  chaque  point  de  celte  courbe  il  passe  deux  cercles 
coupant  la  surface  en  quatre  points  confondus.  Si  donc  on  Iraus- 
foruie  la  surface  par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant, 
pour  pôle  un  point  de  la  courbe  double,  ces  deux  cercles  se  trans- 
formeront en  droites  tangentes  qui  couperont  la  suriace  en  quatre 
points  (confondus.  En  d'auti'es  termes,  les  tangentes  asyjuptoticjues 
de  la  surface  transformée  la  couperont  en  quatre  points  confondus-, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  il  y  aura  des  surlaccs  du  second  degré 
ayant  avec  la  transformée  un  contact  complet  du  troisième  ordi'e. 
Ainsi  : 

La  lieu  des  pôles  des  inve/sions  qui  transfoiinent  une  sui- 
face  (8)  en  une  autre  a}  ant  au  point  Jiouiologue  d'un  point  dcter- 
miîié  O  Je  (S)  un  contact  du  troisième  ordi'e  avec  une  surface  du 
second  degré  est  une  courbe  du  sixième  ordre  (jui  est  l'inverse, 
par  rapport  au  point  O,  d' une  cubique  gauche. 

C'est  là  un  résultat  intéressant  et  dont  nous  aurons  à  faire  usage. 
Dans  le  cas  où  le  point  O  est  un  ombilic,  l'équation  du  cône  (42) 
se  réduit  à 


Alors,  tous  les  plans  passant  par  une  des  droites  représentées  par 
l'équation 


couperont  eifectivement  runi(|ue  sphère  principale  ayant  avec  la 
surface  un  contact  du  second  ordre,  suivant  des  cercles  coupant  la 
surface  en  quatre  points  conséculils. 

Quant  aux  plans  passant  par  les  droites  de  coeÛicient  angulaire 
rt:  t,  ils  ne  peuvent  donner  de  véritable  cercle  et  ils  doivent  être 
écartés. 
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^Jf. 


Clierclions  maintenant  les  cercles  qui  coupent  la  surface  au 
point  O,  en  cinq  points  consécutifs.  Pour  cela,  il  faudra  joindre 
aux  deux  équations  déjà  obtenues  la  suivante  : 


Eliminant  R  et  réduisant,  nous  avons 


(48)  (l -t- /«-)»*  =  (  1-4- 


"■)     T2?i—  <^l 


'<F2l?2?:)—  'f:i?2   '    "1- 


Si  l'on  élimine  vi  entre  cette  équation  et  l'équation  (  4^  N  on  ar- 
rive à  un  résultat  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 


+  !_  3  «  ©3  —  (  I  -f-  /?-  ]  ç'3  ]  [  2  /?  '^  .  —  (1   -\-  II-)  (fi'^  ]  9:)  f  I  H-  //-  ] 


J^Qbls)      ' 


"'■¥ 


I  —  n-    —  ^^ 
2 


"?-i 


«nl  =  o. 


Il  est  aisé  de  voir  que  celte  équation  est  du  dixième  degré.   En 
introduisant  l'homogénéité  et  remj)laçant  n  par  -  •>  elle  devient 


[.^(...)-(^^-,^;,](.^-,^) 


(49) 


dr-^^dû:jl""S^~-'^'^"^'^^'^''^ 


.^  ^y-mv^^y , 


_\  àx-         0) 


y-} 


2  x.y 
O 


^yr"- 


Ainsi,  il  y  a  dix  cercles  surosculateurs  passant  en  un  point  simple 
de  la  surface.  Leurs  traces  sur  le  plan  tangent  sont  déterminées  ])ar 
l'équation  précédente. 

Je  dis  (|u'il  ne  saurait  y  en  avoir  davaiilai;c  si   le  poinl  n'esl  pas 
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un  ombilic.  En  ellet,  pour  que  roqualion  précédcule  soit  vérifiei; 
identiquement,  il  faut  que  le  seul  terme  de  cette  équation  qui  ne 
contienne  pas  le  facteur  x--f-j  -, 

soit  exactement  divisible  par  ,r--t- j-.  Le  second  facteur,  égalé  à 
zéro,  donne  les  directions  principales,  nécessairement  rectangu- 
laires ;  il  ne  peut  admettre  le  diviseur  x-  -f-^)  "•  H  fi^ut  donc  que  (^i 
ou  ©2  soit  divisible  par  x-~\-  j-^  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ce  qui  exprime  que  le  point  est  un  ombilic. 

Mais  alors,  nous  l'avons  vu,  l'équation  du  cône  (  4^)  se  réduit  à 

'J:j  '  I  -I-  rt^     =33  o, 

ou,  en  supprimant  le  facteur  ('i-i-/i-)=  o,  qui  ne  donne  aucune 
véritable  solution,  à 

L'équation  (48)  se  réduit  alors  à  la  suivante, 

w,^  —  là  (  I  -I-  ir  )■-  =  inf{  [  I  +  «-  )  iJ.^ , 
qui,  jointe  à  l'équation 

détermine  les  véritables  cercles  coupant  la  surface  en  cinq  points 
confondus;  ces  cercles  sont,  en  général,  au  nombre  de  trois, 
excepté  dans  les  cas  suivants  : 

Si  une  racine  de  O3  est  double  et  si  la  valeur  correspondante  de  ni 
est  indéterminée,  il  y  aura  une  infinité  de  cercles  correspondants  à 
cette  racine,  c'est-à-dire  ayant  la  même  trace  sur  le  plan  tangent. 

En  second  lieu,  si  çps  est  identiquement  nul,  c'est-à-dire  si  la 
surface  a  un  contact  du  troisième  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé 
avec  une  splière,  il  pouri^a  évidemment  y  avoir  une  infinité  de 
cercles,  tous  situés  sur  cette  splière  et  coupant  la  surface  en  cinq 
ou  plus  de  cinq  points  consécutifs. 
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^ous  pouvons  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

^V  en  un  point  simple  cl'  une  surface  il  passe  plus  de  dix  cercles 
coupant  la  surface  en  cimf  points  consécutifs  réujiis  en  ce  point ^ 
ce  point  est  un  ombilic. 

Il  n'existe  pas  de  surface  admettant  plus  de  dix  séries  de  sec- 
tions circulaires. 

Car  tous  les  points  d'une  telle  surface  devraient  ètie  des  om- 
bilics. 

On  peut  ajouter  que,  sî  une  suriaee  i;onlient  dix  séries  distinctes 
de  sections  circulaires,  elle  ne  saurait  être  une  surface  eaiveloppe 

de  sphères,  car  alors  Oj  et  x -^  —  7  -r—  auraient  un  lacteur  com- 
^  '  Oy       '^    0.1: 

niun,  et  l'équation  (49)  aurait  une  racine  double  correspondante  à 

ce  facteur.  Par  la  même  raison,  on  voit  qu'aucun  des  cercles  ne 

sera  tangent  à  une  section  principale. 

VJJ. 

^ous  pouvons  niaiiilenant  démontrer  que  toute  surface  qui  admet 
dix  séries  de  sections  circulaires  est  nécessairement  une  cyclide. 
En  eli'et,  si  les  dix  cercles  définis  par  l'équation  (4^  ^'■^)  appai'- 
tiennent  à  la  surface,  ils  pourront  être  considérés  comme  la  coupant 
au  moins  en  six  points  confondus  en  O,  et,  par  conséquent,  la  va- 
leur de  m  qui  leur  coi-respond,  etqui  est  définie  par  l'équation  (42), 
devra  satisfaire  aussi  à  l'équation  (34  1^  qui  exprime  que  la  conique 
de  section  par  le  plan 

mz  -\-  n.i:  — j-  z=^  o, 

conique  qui,  ici,  est  un  cercle,  coupe  en  six  points  confondus  au 
point  O.  On  est  ainsi  conduit  à  l'équation 


15^ 


yo 


^  A  [  ?.  «  ©,  —  (  I  H-  «^  I  ^'^  ]- 


Cette  équation  du  treizième  ordre  de\ra  admetti-e  toutes  les  racines 
de  l'équation  du  dixième  ordre  {48  bis).  Au  lieu  d'effectuer  le  calcul 
auquel  on  serait  ainsi  conduit,  je  vais  cnqdover  l'aililicc  suivant . 
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Considérons  la  splière  contenant  J'nn  des  cercles  (il)  et  tangente 
en  O  à  la  surface.  La  section  de  la  surface  par  cette  splière  aura 
nn  point  double  en  O.  L'une  des  tangentes  en  ce  point  double  sera 
la  tangente  au  cercle  (C).  L'autre  tangente,  symétrique  de  la  pre- 
mière par  rapport  aux  directions  principales,  en  sera  nécessaire- 
m(;nt  distincte,  et  par  cette  tangente  il  passera  un  cercle  (C)  cou- 
pant la  surface  en  cinq  points  confondus.  Ce  cercle  sera  évidemment 
situé  sur  la  même  splière  que  le  cercle  (  C),  et  il  coupera  ce  cercle 
(C)  en  un  point  M  différent  du  point  O,  et  qui  appartiendra  à  la 
courbe  (K),  considérée  au  §  \.  Si  donc  on  transforme  la  sur- 
face proposée  (S)  par  inversion,  en  prenant  ce  point  M  pour  pôle 
de  l'inversion,  elle  se  transformera  en  une  surface(S')  qui  contiendra 
maintenant  une  de  ses  tangentes  asymptotiques,  et  pour  laquelle 
(JJ3  sera  divisible  par  90  • 

jNous  allons  introduire  cette  double  hypothèse  dans  les  équations 
à  considérer. 

Supposons  que  l'on  prenne  pour  axe  des  r  cette  tangente  asvm- 
ptotique,  qui  fait  partie  de  la  surface;  on  aura 

Quant  à  o-,,  05,  ils  seront  divisibles  par  jc.  Donc,  quand  on  rempla- 
cera X  par  i^y  par  71,  la  fonction  O/  sera  de  degré  i —  i  en  «.  On 
aura 

'i>2  '  n  )  =  A    «  H-  //  . 

On  peut  même,  en  prenant  une  surface  semblable  à  la  proposée, 
remplacer  A  par  l'unité  et  poser 

o.2{n  .  ~^=  n  -T-  //. 
On  aura 

et  il  résulte  de  l'expression  (35)  de  C  cjue  C  sera  nul. 

Mais  alors  l'équation  [^%bis]  se  réduira  à  une  équation  du 
neuvième  degré,  la  racine  qui  devient  infinie  correspondant  au 
cercle  changé  en  tangente  asymptotique  ;  quant  à  l'équation  (5o), 
où  l'on  peut  supprimer  le  facteur 

'.'.  «  ©2  .  I   "^^    "'     '/•.  ' 
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qui  définit  les  directions  principales,  elle  se  réduira  à  la  suivante, 

;  ■  n  '  \    A  [  c.  «  ©2  —  :  I  -T-  «- ,  '/,]  +  B  a.  ^  I  -i-  «-  •  =--  o, 

qui  n'est  plus  que  du  huitième  degré  et  qui,  devant  admettre  toutes 
les  racines  de  l'équation  (  48  his),  dei,'ra  m'oir  lien  identiquement. 
Par  suite,  le  facteur  in^-^ —  (i  -h  ti-)'Î,  devra  diviser 

By3  (  I  H-  «■-  . 

Comme  il  ne  peut,  nous  l'avons  vu,  diviser  (  i  -j-  «-  j  ni  03  tant  que 
la    surface  n'est   pas  une    enveloppe  de    splières,  il    faudra   qu'il 
divise  V>. 
Or  on  a 

,    cl    'i),  t».  —  (i>.7 

B  =  'i..t-,-  "  '     .,     ' 
"  an  ».; 

ou,  en  remplaçant  CJ3  par  sa  valeur, 


,    d    œ.  —  u\  oo 
dn  o  ^ 


D'ailleurs, 


On  devra  donc  avoir  identiquement 

'-^ ^-i-^  )  =z  (  o^,  —  I  —  /i- 1  \J'j\  H-  /  'j.  +  Z    '  , 


'  "  dn 
OU  encore 

fl    I ,^,  _  „2 y, \  r       /"  —  /  I  -I-  11"    _  [ \-\-lf-) y  _  {\-^h'-  I" 

d'Y-,    \  92  /  ?2  'T'i  ?2  ?2 

Le   premier   membre   contiendra   en  dénominateur  au  plus   la 
troisième  puissance  d(î  o.,.  11  faut  donc  que  l'on  ait 

l"=o. 

D'ailleurs,  le  second  membre  étant  la  dérivée  d'une  fonction  algé- 
brique de  ç-o,  il  faut  aussi  que  /'  soit  nul.  11  restera  donc 

d    i  a>,  —  H  ?  '-3,  \         ,        l{\  -\-  II-  I 


Jj_  l  yt— "i?2  \  _  / 


dy.,  \  -j'î  )  'j\ 
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et  eu  intégrant  on  voit  tout  de  suite  que  çp-,  tloit  être  divisible  par  ^j. 

Si  maintenant  nous  nous  reportons  à  l'équation  (5i),  nous  voyons 
que  tous  les  termes  de  cette  équation,  sauf  ÇoT^i  ^^^^''  divisibles 
par  (fl.  11  faut  donc  également  que  O;-,  soit  divisible  par  Ço. 

On  voit  donc  que  la  seconde  tangente  asjmptotique,  comme  la 
première,  coupera  la  surface  en  six  points  confondus  en  O,  et,  par 
conséquent,  elle  sera  l'un  des  dix  cercles  qui  coupent  la  surface  en 
six  points  confondus  :  c'est  d'ailleurs  ce  que  montre  bien  aussi 
l'équation  (.48  bisj^  dont  le  premier  membre  devient  divisible  par 
la  première  puissance  de  Oo. 

En  nous  reportant  à  la  surface  Si  nous  voyons  que  tout  cercle 
passant  au  point  O  sera  coupé  en  deux  points  par  un  des  neuf  autres 
cercles  ciui  passent  au  même  point^  nous  pouvons  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Quand  une  surface  admet  dix  séries  de  sections  circulaires, 
chacun  des  cercles  passant  en  un  point  O  est  coupé  en  deux  points 
par  un  autre  cercle  de  la  surface  passant  au  même  point. 

Cette  proposition  va  nous  dispenser  de  toutes  les  intégrations 
qu'il  y  aurait  à  faire  pour  trouver  la  surface  (  8  I,  ou  du  moins  elle 
va  nous  permettre  de  les  faire  sous  une  forme  géométrique. 

Considérons,  en  eifet,  un  ceicle  (C)  de  la  sui'face  et  tous  les 
cercles  (F),  (F'),  ...  qui  le  rencontrent  en  deux  points.  11  est 
clair  que,  lorsque  le  cercle  (^C)  se  déplacera  d'une  manière  continue 
sur  la  surface,  il  ne  cessera  pas  de  rencontrer  (F),  P  i ,  .  .  .  .  En 
etlet,  considérons  l'un  quelconque  des  cercles  (F).  11  est  coupé  par 
le  cercle  (  C)  en  deux  points  ^1,  M'.  Le  cercle  qui  le  coupera  en 
deux  points,  dont  l'un  sera  très  voisin  de  M,  ne  pourra  être  que 
très  voisin  du  ccKcle  (C),  et,  pai-  conséquent,  il  constituera  une 
position  nouvelle  du  cercle  (  C),  qui  se  déplace  et  se  déforme  en 
restant  sur  la  surface. 

La  surface  contient  donc  deux  séries  de  cercles  (  C  ),  (C  ),  .  . .  et 
(  F  ),  (F'),  ...  telles  que  tout  cercle  de  la  première  série  coupe  en 
deux  points  tout  cercle  de  la  seconde. 

Or,  quand  un  cercle  rencontre  deux  autres  cercles  (F),  (F'),  par 
exemple  en  deux  points,  il  est  nécessairement  orthogonal  à  la  sphère 
iini(|in'  ([ui   foiipi-  CCS  deux  cercles  à  angle  droit.  Les  cercles  (C  I. 
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(C  ),  .  ■  .  seront  donc  tous  oitliogonaux  ;t  une-niènic  spliùre  (5),  et 
il  en  sera  de  même  des  cercles  de  l'autre  série.  Les  sphères  qui  con- 
tiendront Tun  des  cercles  (C)  et  l'un  des  (;ei'cles  (F)  seront  ortiio- 
gonales  à  (6). 

Il  suit  de  là  cjue  la  surface  cherchée  est  l'enveloppe  d'une  série  de 
sphères  (V)  qui  coupent  à  angle  droit  une  sphère  tixe  (0),  et,  comme 
elle  contient  deux  séries  de  cercles  orthogonaux  à  (&),  il  laut  que 
la  surface  lieu  des  centres  des  sphères  (V)  admette  un  double  sys- 
tème de  génératrices  rectilignes  correspondantes  à  toutes  les  sphères 
qui  passent  soit  par  un  cercle  (C),  soit  par  un  cercle  (1  )•  Le  lieu 
des  centres  des  sphères  (V),  devant  être  doublement  réglé,  sera 
donc  du  second  degré,  et  la  surface  cherchée  sera  l'enveloppe  des 
sphères  coupant  orthogonalement  une  sphère  fixe  et  ayant  leurs 
centres  sur  une  surface  du  second  degré  ^  en  d'autres  termes,  ce  sera 
une  cyclide  générale. 

Dans  les  raisonnements  qui  précèdent,  nous  n'avons  considéré 
que  les  termes  des  cinq  premiers  ordres.  On  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Si  une  surface  admet  en  un  point  simple  dix  cercles  la.  coupant 
en  six  points  confondus,  elle  a  avec  une  cyclide  un  contact  du  cin- 
quième ordre. 


Ml»<K?'0  mVn 
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UPSCHITZ  (R.i.  —  Lehrblch  der  Analysis.  Erster  Band.  Grundlvgex  dku 
Analysis,  1877.  I  vol.  in-S",  5g4  pages. 

Dans  ce  Volume ,  l'auteur  traite  de  l'Arithmétique  et  des  élé- 
ments de  l'Algèbre;  nous  indiquons  ci-dessous  l'ordre  qui  a  été 
suivi,  et  nous  terminons  en  résumant  l'intéressante  démonstration 
donnée  par  M.  Lipschitzdu  principe  fondamental  de  la  théorie  des 
équations. 

SECTlOl^  I  :  Calcul  des  iionihres  déterminés. 

Chapitre  J  :  Eléments  de  la  science  des  nombres  entiers  (p.  1- 
22).  JNotion  du  nombre  entier;  opérations  fondamentales;  nombres 
premiers,  nombres  composés  ;  plus  gi-and  commun  diviseur  ; 
nombres  premiers  entre  eux  5  décomposition  en  facteurs  premiers; 
diviseurs  d'un  nombre;  nombres  premiers  à  ini  nombre  donné 
et  inférieurs  à  lui.  Addition,  soustraction,  multiplication  des 
nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Chapitre  II  :  Calcul  des  fractions  (p.  aS-ay). 

Chapitre  III  :  Calcul  des  puissances  des  nombres  entiers  et  frac- 
tionnaires ;  nombres  rationnels  et  irrationnels  (p.  28-60).  Puis- 
sances d'une  fraction  donnée;  racine  ji'^"'^  arithmétique;  valeurs 
limites;  limites  d'une  somme,  d  un  produit,  etc.;  définition  des 
nombres  rationnels  et  irrationnels;  signification  unique  de  la 
racine  7^"""*  arithmétique;  calcul  des  radicaux;  généralisation  de  la 
notion  d'exposant. 

Section  II  :  Eléments  d'^l^èbre. 

Chapitre  I  :  Expressions  entières  et  rationnelles;  grandeurs 
constantes  et  variables  (p.  ô'i-Ciô). 

Chapitre  U  :  Fonctions  rationnelles  entières  d'une  seule  va- 
riable; équations  algébriques  à  une  seule  inconnue  (  p.  66-295). 
Fonctions  entières  du  premier  et  du  second  degré  à  une  variable; 
équations  du  premier,  du  second  degré.  Introduction  et  calcul  des 
quantités  imaginaires;  décomposition  du  trinôme  du  second  degré 

Bull,  des  Sciences  muchérn.,  -i'  Série,  l.  IV.  (>'ovemLre  1880.)  '-^5 
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en  facteurs  du  premier  degré.  Equations  binômes;  résolution  de 
ces  équations;  propriétés  de  leurs  racines;  division  du  cercle  en 
n  parties  égales;  représentation  géométrique  des  quantités  imagi- 
naires. Racines  d'une  équation;  décomposition  d'une  fonction 
entière  en  facteurs  du  premier  degré;  application  aux  équa- 
tions binômes;  transformation  d'une  fonction  entière  par  le 
changement  de  la  variable;  dérivées  des  fonctions  entières.  Equa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré;  équations  résolvantes. 
Fonctions  symétriques  ;  produit  des  carrés  des  dillerences  des  racines 
d'une  équation.  Démonstration  de  ce  que  toute  équation  algébrique 
entière  à  une  inconnue  admet  une  racine  réelle  ou  imaginaire. 

Décomposition  d'une  fonction  entière  en  facteurs;  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique;  fractions  continues  arithmétiques  et 
algébriques. 

Chapitre  111  :  Fonctions  rationnelles  entières  à  plusieurs  va- 
riables (p.  296-299). 

Chapitre  IV  :  Systèmes  de  n  fonctions  linéaires  à  Ji  inconnues; 
résolution  de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues;  déter- 
minants (p.  3oo-35o). 

Chapitre  V  :  Fonctions  homogènes  entières  à  deux  variables 
(p.  35i-35p). 

Chapitre  VI  :  Formes  quadraticjues  (p.  36o-4:Jo).  Formes  posi- 
tives à  deux  variables  ;  leur  représentation  dans  le  plan  d'après 
Gauss;  leur  transformation;  réduction  d'une  forme  quadratique 
dont  le  déterminant  est  nul  à  un  moindre  nombre  de  variables; 
lormes  adjointes;  décomposition  en  carrés;  formes  quadratiques 
ternaires  positives;  leur  représentation  dans  l'espace  d'après  Gauss. 
Inertie  des  formes  quadiatiques. 

Section  111  :  De  la  dwisioii  poursuivie  indéjiniiiienl. 

Chapitre  I  :  Suites  récurrentes  (p.  45i-475).  Division  de  deux 
fonctions  entières;  progressions  géométriques;  division  au  moyen 
des  cocificients  indéterminés;  suites  récurrentes;  décomposition 
d'une  fraction  rationnelle  en  fractions  élémentaires;  décomposition 
d'une  série  récurrente  en  séries  élémentaires;  somme  des  puis- 
sances semblables  des  racines  d'une  équation.  Formule  d'interpola- 
tion. Développements  de  (i  -\-  x)^"-  en  série  dans  le  cas  de  m  entier 
négatif.  Sommation  d'une  série  récurrente  indéfinie. 
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Section  I\  :  Fonctions  exponentielle,  logarithmique,  trigo- 
nométrùjue  directes  et  inverses  (p.  476-5oi). 

Section  \  :  Séries  et  produits  infinis. 

Chapitre  I  :  Propriétés  générales  des  séries  et  des  produits  in- 
finis (p.  5o2-54())-  Séries^  convergence.  Continuité  d'une  fonction. 
Addition,  soustraction,  multiplication  des  séries.  Convergence  des 
produits  infinis;  applications. 

Chapitre  II  :  Séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de 
la  variable  qui  représentent  les  fonctions  fondamentales  de  l'Analyse 
(p.  547-591). 

\  oici  maintenant,  dans  ses  principaux  traits,  la  démonstration 
donnée  par  M.  Lipschitz  du  principe  fondamental  de  la  théorie  des 
équations. 

]Non  seulement  cette  démonstration  prouve  l'existence  d'une 
racine  pour  toute  équation  entière,  mais  elle  permet  de  construire 
une  suite  de  nombres  qui  aient  cette  racine  pour  limite;  la  méthode 
d'approdiniatiojiy  qui  constitue  en  quelque  sorte  la  substance  de 
cette  démonstration,  ne  dillère  pas,  au  fond,  de  la  méthode  donnée 
par  Newton  pour  approcher  de  plus  en  plus  d'une  racine  réelle  ; 
mais,  si  cette  méthode  se  présentait  naturellement  à  l'esprit,  il  y 
avait  une  difficulté  réelle  dans  le  choix  du  point  de  départ,  de  la 
première  valeur  imaginaire  à  laquelle  on  voulait  appliquer  la  mé- 
thode pour  former  une  suite  de  nombres  ayant  réellement  une 
racine  pour  limite. 

Soit 

/(  .r  )  =  .r«  -f-  (Il  X-"-'  +  a^x"-'  +  ...-]-  a„  =  o 

une  équation  entière  du  degré  //;  soient 

Li,   L2'   •  •  •  )  L« 
les  modules  des  coefficients 

a^,    «,.     .  .  .,    a„. 

On  fera  d'abord  les  remarques  suivantes. 

Si  l'on  détermine  un  nombre  R  qui  satisfasse  aux  inégalités 

R   >  (  «  -FI  )  L, , 
R'->(«  +  i]L,, 

R«>(«-M)L„, 
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et  si  l'on  décrit  de  Torigine  comme  centre  un  cercle  (R)  avec  le 

rayon  R,  pour  un  point  x  situé  à  l'extérieur  de  ce  cercle,  Je  module 

R" 
dey^x)  est  supérieur  à et  celui  de  la  fonction  dérivéey'(a-) 

,  n  i  ri  -\-  3)  -r,„_,  1  .  ^ 

est  supérieur  a  — ■ — — -^  i\"  ',  en  sorte  que  les  racines  des  équa- 
tions f{x)  =  o,y  (a:)  =  o  ne  peuvent  être  situées  qu'à  l'intérieur 
de  ce  cercle.  Ou  trouve  tout  aussi  aisément  des  limites  supérieures, 
dépendant  de  R,  pour  les  modules  des  valeurs  que  peuvent  prendre, 
àl'intérieur  du  cercle, les  fonctions /"(x),  y  (a:),  ...,y"*'"^  (x).  Nous 
désignerons  dans  la  suite  ces  limites  par  ©,  <&,,  05,,  ...,  9/,.- 

Admettant  maintenant  que  la  proposition  qu'il  s'agit  de  démon- 
trer soit  vraie  pour  les  équations  de  degré  Ji —  i,  en  particulier 
pour  l'équation  y  (  a:  )  =  o,  il  s'agit  d'établir  qu'elle  subsiste  pour 
l'équation  de  degré  Ji^f[x)  =  o  ;  il  suffit  évidemment  d'examiner 
le  cas  où  aucune  des  racines  vîi,  vTo?  ■••i  'On~i  de  l'équation  dérivée; 
n'annuley(a:)  ;  on  choisira  une  de  ces  racines,  r,!,  telle  que  le  mo- 
dule dey(y:,)  soit  inférieur  ou  égal  aux  modules  des  quantités 
f{'^'i)i  f[''''i)-)  •••■>  /{"^n-ijt  et  c'est  cette  racine  r;,  qui  constitue  le 
premier  point  de  départ  de  M.  Lipschitz. 

On  sait  depuis  longtemps  déduire  de  la  quantité  r^  une  autre 
quantité  z^  telle  que  le  module  àe  f[z^)  soit  inlérieur  au  module; 
defiri^)-^  il  est  clair  qu'en  procédant  de  cette  façon  l'on  ne  tombera 
jamais  sur  aucune  des  racines  732,  ...,  v;„_i  de  l'équation  dérivée,  à 
cause  de  la  façon  dont  on  a  choisi  rîi  \  M.  Lipschitz  précise  d'ailleiii-s 
comme  il  suit  la  façon  dont  on  déduira  ^j  de  yj, . 

Posant  z,  =  y;,  -f-  ^,  ou  aura 

/(.. -i-?)==/(.0 +  ?/'(>::  )+-^y  (..)+... +  ^-^/''(.^ 

Le  terme  eiiy(y3()  est  nul  ^  plusieurs  des  termes  suivants  peuvinl 
s  annuler  aussi.  Soity^'(y;))  la  première  dérivée  qui  n'(\st  pas  nulle; 
on  aura 

l  .1.  .  .1  1.2...// 

Désignant  maintenant  par  h  une  quantité  réelle  et  comprise  entre 
o  et  1  (on  restreindra  davantage  dans  un  instant  les  valeurs  qu'(tn 
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peut  attribuer  à  /i),  on  déterminera  ^  par  l'équation  binôme 

Si  '^  désigne  une  cpielconque  des  racines  de  l'équation  binôme 

on  aura 

1 
le  symbole  A''=  ^Â  ayant  le  sens  arithmétique;  on  aura  alors 

/(,;,  +  ;)=/(ï:,](i  —  A^  +  /  +  /./, 

/  -h  t|U  étant  une  quantité  imaginaii'e  dont  le  module  sera  inférieur  à 

//~^  -f-  h ~^-\- .  .  .  +  A'  j , 

où  P  désigne  un  nombre  réel  quelconque  supérieur  aux  modules 
des  quantités 


I  .  2  .  .  .  (  i  +  1 

le  module  de  /  -f-  iu.  sera  donc  inférieur  à 


Si  donc  on  astreint  h  à  satisfaire  à  l'inégalité 


on  aura 


ou 

< 


\fM\-h[\f[r„]\-[n-i)Vll], 


(')  Ici  et  plus  loin   In]  désigne  le  module  de  a. 
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et  le  nioduje  de  /  (-1),  où 

sera  bien  inférieur  à  celui  de  /(-/■;,).  Ou  partira  maintenant  de  la 
valeur  Zi  et  ou  la  traitera  de  la  même  façon  ^  seulement  il  faut  re- 
marquer que  l'équation  binôme  qu'on  a  à  résoudre  est  maintenant 
du  premier  degré  et  que,  si  l'on  continue  de  la  même  façon,  il  en 
sera  toujours  ainsi.  Si  donc  on  pose 


et  si  l'on  désigne  par  A,  une  quantité  réelle  comprise  entre  o  et  i , 
satisfaisant  en  outre  à  l'inégalité 

|/(.i)|-(«-i)Pi/',>o, 

Pi  désignant  un  nombre  réel  quelconque  supérieur  aux  modules 
des  quantités 

on  aura 

|y>i  +  ?t)l  <  1/(^01  -  /'.[l/(^^i)l  -  («  -  i)Pi/'.]. 

et  le  module  àef^Z'i)  sera  bien  inférieur  à  celui  dey( ::,)•,  on  con- 
tinuera de  la  même  façon,  et  l'on  obtiendra  ainsi  une  suite  de  quan- 
tités 

^2>     "^2'     "2»     ^2» 
-'3>      -^H     "3>      '^^3> 


analogues  à  i^i,  ^,,  //,,  P, .  Nous  montrerons  tout  à  l'heure  que  les 
quantités  Pj,  Po,  P3,  ...  peuvent  être  prises  inférieures  à  un 
nombre  positif  Q,  convenablement  déterminé  5  rien  n'empêche  dès 
lors  de  prendre  toutes  ces  quantités  égales  à  Q.  Si  maintenant  on 
désigne  par  d'i,  û'^,  ^z-,  ...  les  modules  des  quantités  J"(^i), y  (zo), 
J\z^]^  . . .,  et  si  l'on  prend 
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3'ji 


'Jm  =  '^1       ' 


4^«  — I    Q 


4i«  —  I   Q 


4i«-i)qJ 


et  l'on  en  conclut  de  suite  qu'on  peut  prendre  l'indice  m  assez 
grand  pour  que,  pour  cet  indice  et  les  indices  supérieurs,  on  ait 


quelque  petit  que  soit  le  nombre  o. 

Si,  en  eflet,  il  nci\  était  pas  ainsi,  les  quantités  cî(,  J^,  ...,  o„i_,, 
qui  forment  une  suite  décroissante,  seraient  toutes  supérieures  à  o, 
en  sorte  que  l'on  aurait 

Or  le  second  membre,  lorsque  /n  augmente  indéfiniment,  tend  vers 
zéro. 

Lors  donc  que  m  augmente  indéfiniment,  il  est  certain  que  le  mo- 
dule dey^(z;„)  tend  vers  zéro. 

Il  reste  à  prouver  ce  qui  a  été  admis  relativement  aux  nombres 
P,,  Po,  . . .,  à  savoir  qu'ils  peuvent  être  regardés  comme  inférieurs 
à  un  nombre  déterminé  Q;  P„j,  par  exemple,  est  assujetti  à  être 
plus  grand  que  le  plus  grand  des  modules  des  quantités 


-^r(3„o, 


/' 


Or,  d'une  part,  les  modules  des  quantités 

J        "m  ;  1     •  •  •  »  y        ^in  < 

restent  inférieurs  aux  quantités 


a("\ 
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et  ccJaquel^  que  soit  l'indice  ///,  puisque  les  points  -i,  ^^o,  ••  i  ^nn  ••■ 
resleiit  toujours  à  l'intérieur  du  cercle  (R);  d'un  autre  côté, 

-lit  /•(  / 

y    (2m-i; 

a  un  module  qui  reste  inférieur  à  une  quantité  déterminée  :  d'une 
part,  en  ellet,  le  module  du  numérateur  est  inférieur  à  ç^de  l'autre, 
on  peut  décrire  des  points  v/i,  r;:.,  .  . .,  X//i_i  comme  centres,  avec  des 
rayons  ^o,,  p^,  . .  .,  pn-i  suftisamment  petits,  des  cercles  tels  que  les 
points  z,,  rro,  ...,  -,«, ...  nese  trouvent  jamais  à  l'intérieur  de  l'un  de 
ces  cercles  ^  ces  rayons,  en  eliet,  peuvent  être  pris  assezpetits  pour  que, 
dans  l'intérieur  du  cercle  décrit  de  V/a  conime  centre,  par  exemple, 
le  module  de  f{z)  difl'ère  aussi  peu  qu'on  le  veut  du  module  de 
j  ['r.k)-,  t^t,  en  particulier,  en  dillère  d'une  quantité  moindre  que 

«[uanlité  qui,  elle-même,  est  moindre  que 

Le  point  :;,„  sera  donc  à  l'extérieur  de  ce  cercle;  il  en  résulte  que  le 
module  dey'('/„_,  )  ou  de  n[z,n_\  — r,^  )  (z,;,_i  —rr^).  ..(-,«_,  —  %„  ) 
est  inférieur  à 

et  par  conséquent,  enfin,  les  modules  des  quantités 

y  2  y  ■' 

~'"      fn     ,  '"'  fil  !  -      ^ 

l  .1  I  . 2  ... « 

restent  toujours  inférieurs  à  un  nombre  déterminé  Q. 
La  suite  des  égalités 


> 

/•(»,  ' 

.^ 

/>/« 

J    V  '"'Il 

prouveni  (pie  les  modules  des  quantités  ^,.  i^:(.  .  .  .,  '{,„.  lendciil  vei-s 
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zéro  avec  —■>  puisqu'il  en  csl  ainsi  des  modales  des  quantités 

/{^i),y>2),  •■•,/(^,„),  ... 

et  que  les  modules  des  quantités 

/'[z,),/{z,),    ...,f'[z,„],    ... 

restent  supérieurs  à  'h. 

On  peut  enfin  remarquer  qu'on  peut  pousser  les  opérations 
assez  loin  pour  que,  à  partir  d'un  certain  moment,  on  puisse 
prendre  toujours  les  quantités  A  égales  à  l'unité;  à  partir  de  ce 
moment,  on  applique  léellcment  la  méthode  d'a])proximation  de 
Newton . 

Si,  en  efi'et,  on  se  reporte  à  1  égalité 

on  voit  qu'on  pourra  prendre 


pourvu  que  le  module  de 

1.2  \  .1.  .  .11 

soit  inférieur  au  module  Op  dcfi^Zp).  Or,  puisque  les  quantités  o,, 
décroissent  constamment  et  indéfiniment  avec -1  ou  peut  prendi-e 
l'indice  p  assez  grand  pour  que  l'on  ait 


c  étant  un  nombre  réel  quelconque  compris  entre  o  et  i;  s'il  en 
est  ainsi,  on  aura 

\/[z„+-C„y<Cc-^\%\<c\/[z„]l 
et  cette  inégalité  subsistera  pour  les  valeurs  de  l'indice  supérieures 
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Si  donc  oi^  prend  Zp^,  =  Zp  -h  ^^^ -{- .  .  . ,  on  auia 


d'où  l'on  déduit  immédiatement  que  les  quantités 


tendent  vers  zéro  quand  i'iiidice  augmente  indéfiniment. 
Maintenant  on  a 

"p+ni  — -  "p  ~T~  "/)  "^  -p-hl    I"     •  •  "<     'p+ni  ■> 

d'ailleurs, 


! ''/'+! 

'<^' 

!?;,+. 

:|<V< 

v 

1^ 
1  •^l'+i 

•? 

,H- 

^/)  +  l  +  • 

1  ■-'      1 

<"r   ' 

et  l'on  voit  qu'on  peut  toujours  prendre  p  assez  grand  pour  que; 
le  module  de  la  différence  "^+,„ — Zp  soit,  quelque  grand  que 
soit  /7Z,  inférieur  à  une  quantité  donnée,  si  petite  qu'elle  soit.  Les 
termes  de  la  suite 


■'pi    ■^p+\i     •  •  -1    '■'p+mt 


tendent  donc,  quand  l'indice  augmente  indéfiniment,  vers  une  cer- 
taine limite  c:,ct  il  est  clair  que  le  module  de  f{z\  est  nul.  La  pro 
position  est  donc  démontrée. 
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C.  SCHILLING.  —  Sun  l\  surface  minima  de  cinquième  classe  (»). 

Dans  le  iNIémoire  Ueher  die  Flâclien  deren  mittlere  Kriiintnunti 
ûbcrall  gleichnull  ist,  M.  \\  eierstrass  s'est  occupé  de  ce  problème  : 
Trouver  toutes  les  surfaces  vdniuia  qui  sont  algêhriques  et  d'une 
classe  déterminée  (*  ). 

Ce  problème,  dans  le  cas  où  la  classe  de  la  surface  est  un  nombre 
premier  ou  le  double  d'un  nombre  premier,  a  été  résolu  par 
M.  Soplius  Lie  dans  deux  Mémoires  où  la  méthode  employée  difïère 
dans  une  certaine  mesure  de  celle  de  M.  Weierstrass  (3). 

Dans  le  cours  de  ses  recherches,  M.  Lie  donne  une  preuve  nou- 
velle du  théorème  établi  par  M.  Henneberg  (  '),  relativement  à  la 
non-existence  de  surlaces  minima  réelles  de  classe  inférieure  à  la 
cinquième. 

M.  Weierstrass  a  annoncé  oralement  l'existence  d'une  surface 
minima  de  la  cincjuième  classe,  et  fait  cette  remarcjue,  cjue  l'on  peut 
passer  d'une  face  à  l'autre  par  un  chemin  continu. 

M.  Henneberg  est  parvenu  à  la  même  surface  (^)  en  cherchant 
à  déterminer  la  surface  minima  qui  admet  j)our  lignes  géodésiques 
les  développées  de  la  parabole.  Il  a  montré  plus  tard  cju'elle  était  de 
la  cinquième  classe  (^).  Il  a  démontré  ensuite  de  deux  façons  dif- 
férentes cjue  cette  surface  est  du  dix-septième  ordre.  M.  Lie  a  donné 
au  contraire  le  nombre  i5  pour  l'ordre  de  cette  surface  :  la  suite  de 
ce  travail  confirme  cette  détermination. 

Dans  ce  cjui  suit,  on  se  propose  d'établir  les  points  principaux 
des  recherches  de  M.  Lie,  en  modifiant  d'ailleurs  la  méihode  d'ex- 
position, et  l'on  s'occupe  particulièrement  de  la  recherche  de  la  sur- 
face minima  de  la  cinquième  classe. 


(')  Ce  qui  suit  a  été,  pour  la  majeure  partie,  traduit  du  jMémoire  de  IM.  Schilling: 
plusieurs  passages  out  été  abrégés  ou  légèrement  modifiés. 

(^)  Monatsherichte  der  Derl.  Akad.  d.   JFissenschaften,  p.  612-619;  1866. 

C)  Mathem.  Annalen,  t.  XIV,  p.  33i-4i6,  et  t.  XV,  p.  463-5o6, 

(■*)  Annali  di  Matem.,  2°  série,  t.  IX,  p.  d^-o-j-.  Bescimmung  der  niedrigsteii  Klas- 
senzahl  der  algebraischen  Minimalflàchen. 

(^)  Ueber  solche  Minimal jlàchen ,  welclie  eiiie  vorgeschriebene  Curve  zur  geodàti^ 
^clien  Linie  habeii.  Zurich,   1870. 

(")  Vierteljahrsschrift  der  Naturf.  Gcsellsch.  in  Ulrich,  Jahig.  21,  p.  66-70  :  Veber 
diejenige  Minimal flàche,  etc. 
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ÉTABLISSEMENT    DE    QUELQUES    FORMULES   GÉJNÉRALES  ^    LEMMES 
COKCERNAKT    LES    SURFACES    MINIMA    ALGÉBRIQi:  ES  . 

I.  Recherches  générales  ;  définition  des  courbes  ndniina .  — 
Soient  x,j)',  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point,  t  une  va- 
riable réelle,  et 

les  équations  d'une  courbe,  où  ©,  ^|/,  /^  désignent  des  fonctions  ana- 
lytiques de  t -^  soient  de  nième 

les  équations  d'une  seconde  courbe  ;  les  équations 

(     3=:X,(^)+X2(t) 

représenteront  une  surface  engendrée  par  le  mouvement  de  trans- 
lation de  l'une  des  deux  courbes  le  long  de  l'autre. 

Dans  le  cas  où  t  et  t  désignent  des  variables  imaginaires,  M.  Lie 
conserve  le  nom  de  surface  à  la  figure  analytique  définie  par  les 
équations  (i). 

Une  suite  de  restrictions  convenables  permet  de  réduire  cette 
surface  à  une  surface  minima  réelle. 

On  suppose  d'abord  que  l'on  a 

[?'t(0P+[-y.(0]^+[/:i(0]^=O' 

et  l'on  obtient  alors  une  surface  analytique  qui  satisfait  aux  équa- 
tions qui,  d'après  Monge,  définissent  les  surfaces  minima. 

M.  Lie  désigne  sous  le  nom  de  courbes  minima  les  courbes  pour 
lesquelles  on  a 

clr-  H-  dy^  +  dz-  =r  o . 

La  seconde  restriction  consiste  à  prendre  pour  /.  et  t  des  valeurs 
conjuguées  et  pour  les  fonctions  9>,  .!>..,  /o  les  fonctions  conjuguées 
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de  ©I,  '.j>i,  yy\  les  équations  de  AI.  Lie  coïneident  alors  avec  les 
équations  données  par  M.  Weierstrass  et  représentent  toutes  les 
surlaces  niinima  réelles. 

Les  équations  (1),  dont  la  signification  est  ainsi  restreinte,  cor- 
respondent aux  équations 

■'■=  i  [\—s^)^[s)ds-\-  Ç[i—  s\]Yi[siuh^. 
y  =  /'  I  (  I  +  i- )  F 1  s ] ds  —  i  i  [i->t  r.\]  i\  [ ,v,  ) ^/.v, , 
z  =      I  2  .y  F  :'  .0  (Is  H-     il  s  y  F,  (  .s-,  )  f/.v, , 

écrites  avec  les  notations  de  M.  Weierstrass  et  où,  comme  dans  le 
Mémoire  de  ce  dernier,  F(.v)  désigne  une  fonction  analytique  de  ,v  et 
F<  [Si  )  la  fonction  conjuguée  de  la  variable  conjuguée  s^ . 

Les  recherches  de  ]NL  Weierstrass  ont  montré  que^  pour  obtenir 
une  suiface  minima  algébrique,  il  était  iiécessaire  et  suffisant  de 
prendre  pour  F (5)  la  dérivée  troisième  d'une  fonction  algébrique 
de  s  ;  F,  (^i)  a,  par  suite,  une  détermination  analogue.  On  parvient 
aussi,  par  une  voie  semblable,  en  partaiit  des  équations  (i),  aux  sur- 
faces minima  algébriques,  en  prenant  pour  0(,  (p),  ^,  comme  pour 
Oo,  ^-i^  y^o  ^^^  fonctions  algébriques  des  variables. 

IL  Fondements  des  recherches  de  M.  Lie.  Définition  et  nature 
des  surfaces  doubles.  —  L'idée  fondamentale  des  recherches  de 
M.  Lie  consiste  à  ell'ectuer  analytiquement,  en  quelque  sorte,  dans 
le  cas  où  les  variables  t  et  t  sont  imaginaires,  les  opérations  qui, 
comme  la  translation  d'une  courbe,  la  génération  d'une  surface  par 
la  translation  d'une  courbe  le  long  d'une  autre  courbe,  n'ont  d(; 
sens  géométrique  que  dans  le  cas  où  l'on  a  allaire  à  des  variables 
réelles. 

Soit  donc 

une  courbe  minima;  la  translation  ( au  sens  analytique)  de  cette 
courbe  le  long  d'une  autre  courbe  minima 

engendrera  la  surface  minima  réelle. 
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Avec  les  ijotalions  de  M.  Weierstrass,  les  équations  d'une  courbe 
minima  sont 


3  =      i  isF  (s]ds. 


En  donnant  aux  trois  intégrales  une  même  limite  inférieure  Aqi 
on  obtient  une  courbe  spéciale  du  faisceau,  qui  peut  être  regardée 
comme  le  type  de  toutes  les  courbes  de  ce  faisceau. 

Dans  ce  mode  de  représentation,  par  chaque  point  d'une  courbe 
minima  de  première  espèce  passe  une  courbe  minima  de  seconde 
espèce.  En  général,  on  doit  concevoir  les  deux  faisceaux  de  courbes 
comme  distincts  et  comme  constituant,  pour  ainsi  dire,  un  réseau 
uniforme  sur  la  surface  5  mais  il  peut  se  faire  que  la  translation  des 
courbes  d'un  faisceau  le  long  d'une  courbe  de  l'autre  fasse  coïncider 
les  deux  faisceaux,  en  sorte  que  chaque  courbe  minima  d'un  fais- 
ceau coïncide  avec  une  courbe  minima  de  l'autre  faisceau  et  que  les 
deux  faisceaux  n'en  fassent  plus,  en  réalité^  qu'un  seul.  Les  sur- 
faces minima  de  cette  nature  ont  reçu  de  M.  Lie  la  dénomination 
de  surfaces  doubles. 

Si  l'on  se  trouve  dans  ce  cas,  ou  doit  pouvoir,  en  désignant  par  /(, 
et  t'p  des  valeurs  convenablement  choisies  des  deux  systèmes  de  va- 
riables, faire  correspondre  ces  variables  de  façon  que  l'on  ait 

?i(0  +  ?2(-o)  =?i(^o)  +  ?2(r'), 

Xi(^|H-X2(-'o)  =  Zi(^o)  +  /.2(-'), 
d'où 

1    (p,  (?)— ya  (t')  =  C|, 

^3)  •^.(0--K(t')  =  C,, 


7.ï[t)  —  y,t  (-' 1  =  ^3, 

où  C|,  Co,  C3  sont  des  quantités  indépendantes  des  variables  / 
et  t'.  (La  dernière  de  ces  variables  a  été  alfectée  d'un  accent,  parce 
que,  dans  le  mode  de  correspondance  qui  nous  occupe,  les  variables 
t  et  t'  ne  sont  plus  conjuguées.) 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  899 

En  revenant  aux  formules   de  M.   Weierslrass,  on  trouve,  pour 
les  mêmes  conditions, 


i 


(4)  i   (.-+-.v^)F(..)./.v  =  -(n-.',^)F,(/,)rf/„ 

9.xF{s]ds-=-?..s\  Fi{s\]ds\, 


d' 


<l  ou 


(5' 


En  satisfaisant  à  ces  conditions,  on  obtiendra  une  surlace  double. 

Aux  points  s  et (ou  v',  )  du  plan  (5)  correspond,  sur  la  sphère 

qui  est  la  projection  stéréograpliique  de  ce  plan,  deux  points  dia- 
métralement opposés^  mais,  si  l'on  se  reporte;  à  la  relation  uniforme 
qui  lie  chaque  point  de  la  surface  à  un  point  correspondant  de  la 
sphère  (ayant  pour  coordonnées  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male au  point  de  la  surface  minima),  on  voit  que  des  normales  de; 
directions  opposées  correspondi;nt  au  point  de  la  surface  déterminé 
par  la  valeur  s  de  la  première  variable  (et  la  valeur  coiijuguée  5, 
de  la  seconde  variable)  et  au  point  de  la  surface  déterminé  par  la 

valeur  .s',  = de   la   seconde  variable  1  et  la  valeur  conjuguée 

.s'  = de  la  première  variable  )  :  mais  il  résulte  des  conditions 

précédentes  que  les  portions  de  surfaces  qui  correspondent  aux  do- 
maines de  ces  deux  points  peuvent  être  amenées  l'une  sur  l'autre 
par  une  translation  ;  si  elles  ne  coïncidaient  pas  elfectivemcnt,  la 
surface  serait  périodique  et  par  conséquent  transcendante,  cas  que 
nous  excluons.  Ainsi,  ces  deux  portions  de  surface  (pour  lesquelles 
les  directions  des  normales  sont  opposées)  coïncident,  mais  doivent 
être  regardées  comme  appartenant  à  des  faces  opposées  de  la  sur- 
face minima-,  par  suite  : 

De  toute  surface  double  luinima  algébrique  on  peut  détacher 
une  portion  Jîine  telle  qu'on  puisse  passer  par  un  chennn  continu 
d' une  face  à  l' autre,  sans  trai^erser  le  contour. 
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A  ('baqu«  point  de  cette  surface  situé  à  l'intérieur  d'un  contour 
déterminé  correspondent  deux  points  de  la  sphère;  on  doit  donc 
concevoir  en  quelque  sorte  la  surface  comme  double,  et  la  dénomi- 
nation adoptée  par  M.  Lie  est  ainsi  justifiée. 

m.  Classe,  et  ordre  des  surfaces  mùiima.  —  Pour  déterminer  la 
classe  et  l'ordre  des  surfaces  mini  ma  algébriques,  on  s'appuie  sur 
ce  que  certaines  conceptions  et  conclusions  relatives  aux  figures 
géométriques  réelles  sont  indépendantes  de  la  réalité  de  ces  figures, 
tant  qu'elles  sont  déterminées  par  des  équations  algébriques. 

On  a  le  tliéorème  général  suivant  (^  )  : 

Si  V on  prend  sur  une  su/face  nnninia  quelconque  une  courbe 
minima  quelconifiie,  et  que  Von  mené  par  tous  les  points  de  cette 
courbe  les  tangentes  aux  autres  courbes  ndnima  qui  passent  par 
ces  différents  points,  ces  tangentes  passent  par  un  même  point  du 
cercle  imaginaire  à  l'infini. 

Si  l'on  prend  njaijitenant  sur  ce  cercle  un  point  quelconque  r, 
non  singulier,  et  que  l'on  mène  par  ce  point  toutes  les  tangentes  à 
la  surface  minima,  leur  ensemble  forme  le  cône  ou  cylindre  (les 
deux  dénominations  conviennent  ici)  mené  du  point  n  tangentiel- 
lement  à  la  surface,  et  la  classe  de  la  surface  sera  la  classe  de  ce 
cône. 

Cliacune  de  ces  tangentes  est  aussi  tangente  à  une  courbe  minima 
du  premier  faisceau  K  ou  à  une  courbe  minima  du  second  fais- 
ceau K',  car,  si  l'on  mène  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
de  la  surface  minima,  il  coupera  le  cercle  imaginaire  à  l'infini  eji 
deux  points  auxquels  correspondent  les  deux  tangentes  aux  deux 
courbes  minima  qui  passent  par  ce  point  de  la  surface. 

Considérons  maintenant  l'ensemble  des  surfaces  formées  par  les 
tangentes  à  une  courbe  minima  K)  du  premier  faisceau^  soit  M  la 
multiplicité  du  cercle  imaginaire  à  l'infini  pour  l'une  quelconque  de 
ces  surfaces  :  du  point  tt  on  pourra  mener  M  tangentes  parallèles  à 
la  courbe  Kj    du  premier  faisceau.   Si  l'on  effectue  maintenant  le 


(')  SopliLS   I.M,,  loc.  cit.,   th.  9. 
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mouveraeut  de  translalioii  qui  a  été  expliqué  au  début,  on  voit  que, 
par  ce  mouvement,  chacune  de  ces  tangentes  engendre  un  cône  (ou 
cylindre)  circonscrit  à  la  surface  minima  le  long  d'une  courbe  du 
second  faisceau;  le  nombre  de  ces  cônes  circonscrits  est  ainsi  M; 
à  ces  M  cônes  correspondent  M'  cônes  circonscrits  à  la  surface  le 
long  des  courbes  du  premier  faisceau,  en  désignant  par  Al'  le  degré 
de  multiplicité  du  cei^cle  imaginaire  à  l'infini  pour  une  surface  en- 
gendrée par  les  tangentes  à  une  courbe  du  second  faisceau. 

La  classe  d'un  cône  pris  isolément  est  égale  au  nombre  des  plans 
tangents  qu'on  peut  lui  mener  par  une  droite  passant  par  le  som- 
met du  cône  non  singulière;  elle  est  ainsi  égale,  dans  ce  cas,  au 
rang  de  la  courbe  minima  (c'est-à-dire  au  degré  de  la  surface  des 
tangentes  à  cette  courbe  ),  diminué  de  la  multiplicité  du  point  7r, 
relativement  à  la  surface  des  tangentes. 

Soient  donc  R  et  R.'  les  rangs  des  couibes  des  deu\  faisceaux  ;  on 
a  M  cônes  de  la  classe  R' —  M'  et  M' cônes  de  la  classe  R  —  M. 

La  classe  de  la  surface  minima  est 

M'(R  — M  ;H-iM(R'—  M'). 

Si  la  surface  minima  est  réelle,  les  deux  faisceaux  de  courbi's 
minima  sont  conjugués  et  l'on  a 

la  classe  est  aM(R  —  M). 

Si,  en  particulier,  la  surface  minima  est  une  surface  double,  on 
parviendia  par  un  raisonnement  analogue  à  M  cônes  circonscrits 
de  la  classe  R —  M  ;  la  classe  de  la  surface  est  donc  M(R  —  M). 

Il  suit  de  là  que  les  surfaces  minima  algébriques  dont  la  classe 
est  impaire,  et  en  particulier  un  nombre  premier,  sont  des  surfaces 
doubles. 

Puisqu'il  n'existe  pas  de  courbe  dont  le  rang  soit  inférieur  à  4 
et  que  les  surfaces  minima  de  classes  3  et  4  sont  toujours  imagi- 
naires, comme  l'a  montré  M.  Lie,  on  voit  que  la  classe  la  moins 
élevée  possible  pour  les  surfaces  minima  réelles  est  5. 

L'ordre  d'une  surface  minima  déterminée  par  les  équations 

/i'i/l.  des  Sciences  inatiu'm.,   'i"  Série,   t.   I\'.    'JNi>V(>mbro  iS8o.)-  ^-t> 


.i„7,  l'Hii.Mii: lU'  l'AUTii:. 

est  égal  au  nombre  de  points  d'intersection,  à  distance  finie,  de  la 
surface  et'de  la  droite 

.T  ■=!  a  -\-  of.p,      ■)■  ^z  b  -\-  pp,      z  ^  c  -\-  yp, 

les  constantes  a.  Z»,  c,  a,  i^,  y  ayant  des  valeurs  quelconques. 

S\  l'on  désigne  par  r?if,  nio  les  ordres  des  deux  courbes  minima, 
on  voit  sans  peine  que  l'ordre  de  la  surface  minima  est 

;// ,  ni  2  —  0) , 

0)  désignant  le  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes  situés 
à  l'inlini. 

Dans  le  cas  d'une  surface  réelle.  m,c=7;/2='"  et  l'ordre  est 
ni- —  w;  eufin,   dans  le  cas  d'une  surface  double,  il  est 

-  (  m-  —  w  ) . 

2 

Dans  le  cas  des  surfaces  réelles,  o)  peut  aussi  être  regardé  comme 
le  nombre  des  points  à  l'infini  d'une  courbe  minima  dont  les  con- 
jugués appartiennent  à  la  même  courbe. 

IV.  Détermination  de  l'ordre,  du  rang  et  de  la  classe  des  courbes 
minima  sous  la  supposition  M  =  i .  —  Ce  qui  précède  ne  fournit 
point  de  procédé  pratique  pour  déterminer  dans  le  cas  général  les 
nombres  R,  M,  m\  lorsque  M  est  égal  à  i,  M.  Lie  a  donné  un 
moyen  simple  pour  déterminer  les  autres  nombres. 

La  supposition  M  :::=  I  entraine  cette  conséquence  que  les  cooi- 
donnécs  .r,  7,  z  d'un  point  de  la  courbe  minima,  et  par  suite  aussi 
la  fonction  F(.^),  doivent  être  des  fonctions  rationnelles  de  s  \  in- 
versement, s'il  en  est  ainsi,  on  a  M  =  i ,  puisqu'à  clia(|ue  point 
du  cercle  imaginaire  à  l'infini  ne  correspond  (pi'une  seule  valeur 
de  s. 

Dans  ce  cas,  les  courbes  minima  sont  des  courbes  unicursales. 

La  décomposition  en  fractions  simples  permet  de  mettre  la  fonc- 
tion F(v)  sous  la  forme 

F    .V  ;  =    \      \ -f-  C„  H-  C,  .V  -i-  .  .  .  4-  C„  .v". 
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Si  C«,  où  n  ^  o,  est  diUérent  de  zéro,  x,  j',  z  sont  infinis  en 
même  temps  que  5,  et  la  valeur  5  =  oo  appartient  aux  valeurs  sin- 
gulières ;  on  évite  cette  circonstance  par  une  rotation  convenable 
du  système  d'axes  coordonnés.  En  général,  les  formules  n'entraînent 
aucune  particularisalion,  quand  on  y  suppose  tous  les  C  nuls  et 
que,  par  suite,  on  augmente  q  d'une  unité. 

Les  coordonnées  ,r,  j)'^,  z  devant  être  des  fonctions  rationnelles 
de  s,  il  doit  en  être  de  même  des  trois  premières  intégrales  de  F(5), 
au  moyen  desquelles  x,  j  ,  z  s'expriment  rationnellement;  il  en 
résulte  que  pour  toutes  les  valeurs  de  k  on  doit  avoir 


Lf'=o,      A^'  =  o, 


Ainsi,  la  fonction  F  i  v  )  doit,  pour  les  valeurs  de  s  qui  la 
rendent  infinie,  être  infinie  du  quatrième  ordre  au  moins. 

En  remplaçant  maintenant  /«/,  —  3  par  /n/i,  on  obtient  la  fonction. 
F(.v)  sous  la  forme 


V.-t-3  ' 


inversement,  toute  fonction  F(.v)  de  celte  forme  fournit  une  courbe 
minima  qui  satisfait  aux  conditions  énoncées  et  qui  est  déterminée 
par  les  équations 


J    ^ 


3  =        /    2  .f  F  l  .V  1  ils. 


/ 

Sous  ces  suppositions,  on  peut  déterminer  aisément  l'ordre,  le 
rang  et  la  classe  de  la  courbe  minima. 

L'ordre  du  numérateur  de  la  fonction  \:'{s)  est 

w,  -4-  111.^  -4-  .  .  .  -f-  m^-r-  3  q  —  4» 

et  celui  du  dénominateur 

n/.  -r  NI.,  -+-...-(-  '/i,,  -+-  'J  a. 
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Les  coordonnées  x,  j)  ,  z  (Vun  poinl  de  la  couibe  minima  dé- 
pendent donc,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  de  la  quantité  s  par  des 
équations  entières  du  degré 

m  =  /«i  +  /«2  -h  .  .  ■  -r-  m,^  -l-  O.q. 

Tel  est  donc  l'ordre  7^^  de  la  courbe  minima. 

Les  coordonnées  x,  j',  :^  sont  infinies  en  même  temps  que  F(.ç), 
à  savoir  pour  s  ^  a^^  le  plan  à  l'infini  rencontre  ainsi  la  courbe  eu 
(j  points,  tous  situés  sur  le  cercle  imaginaire  à  l'infini  et  dont  celui 
qui  correspond  à  la  valeur  s  =  «/,  doit  compter  pour  «?A-h  2  points 
d'intersection. 

Les  points  pour  lesquels  F(.î)  est  nul  sont,  en  général,  des  points 

singuliers  d'une  courbe  minima  quelconque,  puisque  l'on  a  pour 

dx  dv  dz  ,  , 

ces  points —  =  o,  -^  =  o,  —  =  <>;  t'<^  sont  des  reljroussements,  et 
^  ds  ds  ds 

leur  nombre  est 


p  ^  w,  +  «/.,  -r-  .  .  .  H-  /",/  -t-  3  7 


—  /î. 


Ouant  au  rang  /'  d'une  telle  courbe  (nombre  de  tangentes  qui  ren- 
contrent une  droite  donnée  quelconque),  à  sa  classe  c  (nombre des 
plans  osculateurs  qu'on  peut  lui  mener  sur  un  point  donné  quel- 
conque), leur  détermination  s'ed'ectue  en  cherchant  le  degré  de 
certaines  équations  entières  en  .v  qu'il  est  aisé  de  former;  on  trouve 
ainsi 

/•  z=  ///i  -4-  ///^  -4-  .  .  .   4-  m^i  +  <7  H-  ^, 

c  =  Wi  -\-   III 2  -r-  .  .  .  +  III, f  -+-  9. 

Ces  di\crs  nombres  p,  r.  c  sont  liés  par  les  relations 


\  .  Dcleriniiialiun  de  l'ordre  d  une  sur  j  ace  luiniina  alséhriiiue 
sous  la  supposition  M  :^  i .  —  Cette  détermination  s'ellectue  faci- 
lement dans  ce  cas,  en  s'appuyant  sur  ce  que  les  courbes  niinima 
sont  uuicursales^  si  l'on  désigne  par  7?^  leur  degré,  on  voit  de  suite 
que  l'ordre  de  la  surface  est  en  général  /?i-,  diminué  du  nombre  de 
]);)inls  à  l'infini  communs  à  deux  courbes  minima  de  faisceaux  dif- 
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i"(M-cMils.  C(;t  ordre  est  donc  au  plus  égal  ;i  ni^  et,  en  excluant  les  ;«in- 

gularités  particulières,  au  plus  égal  à  ni-  —  ni.  Dans  le  cas  des  sur- 

faciis  doubles,  le  nombre  des  points  à  l'infini  communs  aux  deux 

courbes  est  évidemment  égal  à  ///,  et,  puisqu'à  chaque  point  delà 

surface  correspondent  deux  couples  de  valeurs  pour  .v,  .v,,  l'ordre 

ni^  —  ni 
est 


En  vertu  de  ce  qui  précède,  on  voit  cpie,  si  l'on  se  donne  la  classe 
ou  l'ordre  d'une  surface  minima  sous  la  supposition  M  =  i,  la 
détermination  de  la  fonction  ¥  {s)  dépend  de  la  résolution  en 
nombres  entiers  d'un  ceitain  nombre  d'équations;  les  valeurs  de  r/, 
mi,  mo,.  .  -iniq  étant  ainsi  trouvées,  on  obtient  une  ionction  F(.v) 
correspondante,  dans  laquelle  les  quantités  A'*^,  a/,  restent  arbi- 
traires, et  l'on  en  déduit  les  équations  d'une  surface  minima  qui, 
en  général,  n'est  pas  uiw.  surface  doubb;. 

VI.  Siu[faces  doubles.  —  Pour  que  la  surface  minima  soit  double, 
il  doit  exister  certaines  relations  enlie  les  A^*'  et  les  a/;. 

Pour   une  telle  surface,  les  points  (|ui  correspondent  aux  deux 

vabîurs  s  cl de  la  première  variable  (où  ,v,  désigne  la  quantité 

conjuguée  de  s)  doivent  coïncider;  cette  circonstance  doit  avoir  lieu 
encore  lorsque  la  valeur  s-  (correspond  à  un  point  à  1  infini-,  il  suit 
de  là  que,  si  a^  est  un  infini  de  F(.î),  il  doit  en  être  de  même  de  la 
valeur 

où  n/s  désigne  la  quantité  conjuguée  de  a/,:,  par  suite,  le  nombre  </ 
doit  être  pair  et  peut  être  représenté  par  a^i;,  et  les  infinis  de  l''(.v  ) 
peuvent  être  séparés  en  deux  groupes  correspondants 

ayy  n.2,   ....  a^„ 
rt,,  rt>,    .  .  .  ,  n^,, 

en  sorte  qu'on  puisse  écrire  I"  (v)  sous  la  forme 

yv^  f        A-"''''  -l,-/''    • 


4o6  PUEMIÈIIE  PAUllE. 

La  détermination  des  quantités  JL^^^  et  a/(  résulte  de  la  condition 
établie  plus  haut  pour  la  surface  double,  à  savoir  que  l'on  ait 


S*  \  .V    / 


-Fis] 


Eu  désignant  par  a/t^  n^,  A'^^,  Jl.'^^  les  valeurs  conjuguées  de  a^, 
ay;.,  A'*^,  .1/^^,  on  trouve 


IV,: 


I 

ni 

A- 


(8) 


-VV 


Ar 


^,fî 


—  «V. 


vvr 


Al'' 


(.v-a,)-0" 


Ces  équations  contiennent  les  relations  cliercliées  entre  «a,  uyi, 
AW,  J.W. 

En  particulier,  si  mA=-.  i,  on  doit  avoir 


AC'Ha^ 


AM'H 


O/c 


"A-  , 


ACO 


.l,(^) 


•^■  — ^'/J*         -v  — a/,)* 


d'où 


\  Fis]--= 


=s 


{ 


ys  —  a,,y 


s  H-  -^ 

«a/  J 


Si  l'on  pose  maintenaut 
il  résulte  de  la  relation 


('/. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


407 


uc  !'( 


que 


<■/. :=  —  —,       (I,.  =z  —  Ôi,-r-  Ifir:; 


puis  des  autres  relations  on  tire 

I      (Ô/;.  =  D/,    H-    4  '^/.  +    2  //  -, 

a''  ] 

I  Jl/  — —  R/,/^\ 

En  résumé,  on  a  pour  ces  surlaces  le  Tableau  suivant 


d'où 


Ordre. 


Raiiii. 


Classe. 


Nombre  des 
rebroussemeiits. 


('.oiiil)P    mi  ni  ma. 

ut  — -  •>.  (  /// , 

^-  ll/o  -^  .  .  .  -f-  111^. 

-^  4  n' 

/■  =  j.  [  m  1 

-r-     m.,   -^  .     .    .   -1-   IlIfT 

+  •^.^+2 

c  =  ■2{  m 

-H  ni 2-+- .  .  .-J-  ///^r 

)-+-2 

s         '"k 


ni.r\-+-  6 


S"-^  -4 


Siiil 

ace. 

0 

= 

/// 

'  /y/  - 

-  Il 

À 

c 

= 

/• 

—  1 

///  -1-  r 

K  =  \    >  =  1 


4.,1/''        1 


Aux  valeurs  de  /??  =  6,  8,  10,  .  .  .  correspondent  respectivement 
les  valeurs  de 

/■  =:    6,       8,  I?.,  .  . 

c=  4,     6,     8,  .  . 

I>  =4,     6,  8.  .  . 

C—  5,     7,  9,  .  . 

0=i5,  28,  45,  .. 


SUIlFACE    MIINIMA    DE    CIJNQLIKME    CLASSE. 

\11.   Développement  de  la  fonction  F(^)  pour  cette  surface: 
démonstration  de  ce  que  toutes  les  surfaces  minima  de  cÙK/uième 
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classe  sunhscinhlahles.  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  sur- 
lace est  de  la  classe  5  et  de  l'ordre  i5^  on  a  alors  ^=  i,  ///j  =  i. 


F     .0=  77   +  -, 


et  les  résultats  précédents  montrent  qu'il  faut  prendre 
r         e^'^  e~  ^'  ~  ^  '''     H 

Les  deux  valeurs  de  s  pour  lesquelles  F  [s]  est  infini  correspondent 
à  deux  points  diamétralement  opposés  sur  la  splière,  qui  fournit  la 
représentation  conforme  de  la  surface  niinima-,  l'un  de  ces  deux 
points  est  arbitraire  ;  nous  ferons  /•  =  o  5  ¥[s)  prend  alors  la  forme 

F(i-)=R(^,--6'- 


et  une  l'Otation  autour  de  l'axe  des  z  permet  de  faire 

en  supposant  en  outre  qu'on  a  pris  Pi  pour  unité  de  longueur.  On 
voit  ainsi  que  toutes  les  surfaces  niinima  de  cinquième  classe  sont 
semblables. 

Vin.    Courbes  niinima.  —  Les  équations  d'une  courbe  niinima 
sont,  en  remplaçant  partout  F  (  v)  par  —  3  F  (i  ) , 

_('i  — ^-)^  _ /- (  I  -I- ,v2  )»  __3(r-+-.vM 


La  classe  de  cette  courbe  est  4i  son  ordre  6,  son  rang  6;  elle 
possède  quatre  rebroussements  qui  correspondent  aux  quatre  valeurs 
de  s  qui  annulent  F  (^),  savoir 


-h  /, 


par  la  translation  qui  engendre  la  surface  niinima,  ces  quatre  re- 
broussements engendrent  quatre  courbes  de  rebroussement  [Jtiic- 
ke/ucuiue  ]  du  sixième  ordre.  En  engendrant  la  surface  mininia  par 
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la  translation  de  la  courbe  minima  dont  les  équations  sont 

(  I  —  s':  i'  / 1  I  -1-  s-,  )•■*  3    l  -\-  s'* 

s\  S\  SI 

les  quatre  rebroussements  correspondants  engendrent  les  mêmes 
courbes  de  rebroussement,  en  sorte  que  la  surface  minima  possède 
quatre  courbes  de  rebroussement  du  sixième  ordre. 

La  courbe  minima  est  située  sur  les  cylindres  suivants,  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  aux  axes, 

2.  2 

j-=3.r^-f-6, 

3  =  3.)^- 6, 

et  qui  rencontrent  les  plans  coordonnés  suivant  une  astroïde  ima- 
ginaire et  deux  paraboles  de  ]Neil. 

IX.   Equations  de  la  surface  minitiui.  —  La  surface  minima 
elle-même  est  déterminée  par  les  équations  suivantes  : 


__   . ,  ,  ^  _  , , ,.    _,  _3\ 


s  -r-  S^]  —   [A"'  -r-  D^  j. 


J  =  l 


OU,  en  coordonnées  polaires,  en  faisant 

s  =1  re'f',      ,Vj  =:  re~'l', 
,r  =  2  1  —  —  r'  ]  ces  oq  —  G  | i\  cos  q, 

)-  =  2  I  —  —  r*  j  sinS^  -(-  6  I r  J  sin<7, 

z   =  2  I   —  -f-  /•-  I  cos  2  7. 

Ces   équations  montrent  bien  qu'aux  couples  de  valeurs  i,  v, 
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d'une  part,  —  —■, de  l'autre,  correspondent  le  mèniepoint,  que 

la  surlace  est  double  et  qu'où  peut  eu  détacher  une  portion  tiuie 
telle  qu'on  puisse  passer  d'une  face  à  l'autre  saus  traverser  le  con- 
tour. 

Cette  surface  est  du  quinzième  ordre;  puisque  l'on  a  g  =  i^ 
m,  :^  I,  on  voit  f[ue  le  plan  à  l'intini  rencontre  la  courbe  niiuinia 
génératrice  en  deux  points  situés  sur  le  cercle  imaginaire  à  l'infini 
et  qui  correspondent  aux  valeurs  s  zizz  o^  s  =  co  ;  en  chacun  de  ces 
points  sont  confondus  ///,  -f-  2  ::=  3  points  d'intersection  de  la 
courbe  et  du  plan  à  l'infini,  en  sorte  que  ce  plan  est  osculateur  en 
deux  points  à  la  courbe;  les  formules  montrent  que  ces  points  sont 
situés  sur  la  droite  de  l'infini  du  plan  des  xj'^  qui  doit  être  regardée 
comme  une  droite  triple  de  la  surface. 

Ainsi  qu'on  l'a  dit,  on  ne  peut  pas,  des  formules  précédentes,  dé- 
duire inversement  des  formules  qui  expriment  uniformément  les 
deux  variables  5,  s^  au  moyen  de  x^j^  z  (  supposés  liés  par  l'équation 
delà  surface);  au  contraire,  à  chaque  point  de  cette  surface  corres- 
pondent pour  .V,  .y,  deux  couples  de  valeurs. 

Cette  circonstance  ne  se  présente  plus  quand  on  change  conve- 
nablement les  variables;  mais  la  propriété  de  la  représentation  pré- 
cédente de  la  surface  sur  le  plan,  à  savoir  la  conservation  de  la  si- 
militude pour  les  parties  infiniment  petites,  n'a  plus  lieu. 

Le  choix  des  nouvelles  variables  est  tout  iudi(jué:  on  posera 


d'c 


2 
Ou  obtient  alors 


i'W'-é}  -K-V/-;^) 


f^.H_^:':  +  3(^^  +  ^n(-+- 


3  =  3;.tM-^I    h— ,T^-f.a,- 


I         I 

— 1 — 
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cl,  L'ii  laisaul 

on  obtient  (inalement 

,i-  =:  1 0  CI )s  -j  [ 4  ;  f'  -+-  3  )  cos-  y  —  3  (  0-  +  4  )] . 
>■  =:  20  sin  o [ 4  ( f-l  +  3  )  sin-  »  —  3  f  0-  +  4  )1» 

Z  =1  6[rj-  -\-  2  )  cos  2  V. 

X.  Intersection  de  la  surface  par  les  plans  de  coordonnées  et 
par  le  plan  de  l'infini.  —  Partant  de  ees  équations,  on  voit  de  suite 
les  plans  des  xz  et  des  jz  sont  des  plans  de  symétrie  de  la  surface 
et  que  l'intersection  de  cette  dernière  par  le  plan  :3  =  o  se  compose 
des  deux  droites  x±j  =  o,  qui  doivent  être  regardées  comme  des 
droites  triples  d'intersection  de  la  courbe  imaginaire  du  sixième 
ordre 

'  -.    -O, 


yb  3/        \,      32 

et  eniin  de  la  droite  à  l'inlini,  qui  doit  être  comptée  pour  3j  d(; 
même,  en  cherchant  l'intersection  par  le  plan  0^=0,  on  voit  que 
l'axe  des  z  doit  être  regardé  comme  une  droite  double  de  la  sur- 
face^ la  portion  qui  s'étend  depuis  le  point  z  =  —  12  jusqu'au  point 
z  =  i2.  est  l'intersection  de  deux  nappes  réelles  ;  les  deux  autres 
portions  indéfinies  de  l'axe  des  z  doivent  èti^e  regardées  comme 
isolées  5  cette  intersection  comprend  en  outre  une  parabole  de  jNeil, 


dont  le  rebroussement  est  situé  sur  l'axe  des  z  au  point  z  =  — 12, 
et  une  courbe  double  de  la  surface  unicursale  et  du  cinquième  ordre 

3'7'—q]  3(7^—27-2—  3)  ,,  -'^^^ 


On  a,  pour  cette  courbe, 


dz 


de    ses    six    points    doubles,    deux  sont   réels  (z  =::;  1 2,  _;)  =  o)   et 
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(5  =1:  o,  7  5=  o)  -,  les  quatre  autres,  qui  correspondeut  au^i  valeurs 

T    Zn  /y  o, 

sont  des  points  de  rebroussement.  Cette  courbe  double  est  isolée  à 
partir  du  point  z  =  —  12. 

Enfin  le  plan  de  l'infini  rencontre  la  surface  suivant  la  droite, 
triple  dans  la  surface,  située  à  l'infini  dans  le  plan  des  xj.,  laquelle, 
dans  l'intersection,  doit  compter  pour  neuf  droites,  et  suivant  deux 
autres  droites  aussi  triples  dans  la  surface  et  situées  dans  les  plans 
a:  -i-ji  =  o,  a:  — j  i  =  o.  Ces  résultats  sont  conformes  avec  la  théo- 
rie, qui  veut  que  les  lignes  analytiques  d'une  surface  minima  qui 
sont  situées  dans  le  plan  a  l'infini  soient  des  droites. 

XI.  Sur  les  faisceaux'  de  cylindres  circonscrits  du  sixième 
ordre.  — Aux  grands  cercles  de  la  sphère  qui  donne  la  représen- 
tation conforme  de  la  surface  minima  correspondent  des  courbes  du 
sixième  ordre  tracées  sur  la  surface. 

L'équation  d'un  de  ces  grands  cercles  est 

ssi  —  as  —  a^Si  =  i, 
où  a  et  ai  désignent  des  quantités  conjuguées^  on  en  déduit 


Ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations  de  la  surlace,  donnent 
pour  a*  ,j,  5  des  expressions  du  douzième  degré  en  a';  mais  aux  va- 
leurs 

s  —  a. 


et 

I  +  ns 


correspondent  deux  points  confondus  de  la  couibe  qui,  ainsi,  est  du 
sixième  degré.  A  la  double  infinité  des  grands  cercles  de  la  sphère 
correspond  une  double  infinité  de  courbes  du  sixième  ordre  sur  la 
surface^  les  normales  à  la  surface  le  long  d'une  de  ces  courbes  sont 
parallèles  à  un  même  plan,  en  sorte  que  le  cylindre  dont  cette 
courbe  est  la  directrice  et  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires 
à  ce  plan  est  circonscrit  à  la  surface. 

A  ces  courbes  du  sixième  ordre  appartiennent,  comme  cas  limite, 
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les  ligues  du  troisième  ordre  qui  correspondent  aux  méridiens  de  la 
sphère.  Ces  courbes  sont  les  paraboles  cubiques  trouvées  par 
JNI.  Henneberg. 

A  la  fin  du  travail  de  M.  Scliilling,  on  trouvera  une  vue  stéréo- 
scopiquede  la  surface  ou  plutôt  du  quart  de  cette  surface,  dont  on 
reproduira  aisément  les  autres  parties  à  cause  de  la  symétrie  par 
rapport  aux  deux  plans  des  xz  et  dcsjz. 


LECORNU.  —  Sur  LÉQLiLumE  des  sliifaces  flexibles  et  inextensibles  (  '  ). 

M.  Lecornu,  après  avoir  rappelé  les  propositions  de  la  Géomé- 
trie des  surfaces  dont  il  aura  l'occasion  de  se  servir  dans  la  suite  de 
son  travail,  cherche  les  équations  d'équilibre  d'une  surlace  tlexible 
et  inextensible  soumise  à  des  forces  extérieures  quelconques,  com- 
parables toutefois  aux  éléments  stij)eriicie]s  aux([uels  elles  sont 
appliquées,  en  sorte  qu'on  peut  toujours  supposer  ces  forces  rappor- 
tées à  l'unité  de  surface. 

Si  dans  une  telle  surface,  supposée  en  équilibre,  on  découpe  un 
contour  fermé  quelconque,  la  portion  de  surface  détachée  restera 
eu  équilibre  si  l'on  applique  sur  le  contour  des  forces  de  Lension 
<oii\enableiuent  choisies,  situées  dans  le  plan  tangent;  on  su[)po- 
sera  ces  forces  de  tension  rapportées  à  l'unité  de  longueur.  La  force 
de  tension  qui  s'exerce  sur  un  élément  de  contour  a  une  compo- 
sante normale  (force  d'arrachement)  et  une  composante  tangen- 
tielle  (force  de  cisaillement).  On  aperçoit  de  suite  que  les  forces  de 
cisaillement  développées  en  un  point  donné  sur  deux  éléments 
linéaii'es  qui  se  coupent  à  angle  droit  sont  égales;  on  reconnaît 
aussi  aisément  que,  si  en  un  point  quelconque  de  la  surface  on  con- 
sidère dans  le  plan  tangent  deux  directions  rectangulaires,  et  que 
l'on  désigne  par  /î,,  «o  les  forces  d'arrachement  relatives  à  ces 
deux  directions  et  par  t  la  force  commune  de  cisaillement,  la  co- 
nique qui,  étant  rapportée  à  ces  deux  directions  comme  axes  coor- 


(')  Tht"'se  soutenue  devanl  la  Faculté  des  Sciences  df  Paris  le  lO  noveniln'c  1880. 
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donnés,  a  pour  «'qualion 
\ 

//j  ■>■'  -^  9.t  .>•)'  -i-  /' .).>■'  -■=  I  , 

jouit  de  celte  propriété  que,  si  l'on  C07isidèr(;  la  force  de  tension 
relative  à  la  direction  d'un  quelconque  de  ses  diamètres,  cette  force 
de  tension  est  dirigée  suivant  le  diamètre  conjugué*,  ]M.  Lecornu 
donne  à  cette  conique  le  nom  d'i/idicfitrice  des  tensions. 

Supposant  ensuite  la  surface  rapportée  à  des  coordonnées  ortho- 
gonales quelconques  X,  p.,  et  désignant  par  L  f/A,  M  d^  les  différen- 
tielles des  arcs  des  courbes  coordonnées  qui  passent  par  le  point 
(X,  p),  l'auteur  écrit  que  le  petit  élément  de  surface  LM  d'k  rZ/u,  que 
l'on  peut  assimiler  à  un  petit  rectangle,  est  en  équilibre  sous  l'in- 
fluence des  forces  de  tension  relatives  à  son  contour  et  des  forces 
extérieures  dont  les  composantes  suivant  les  arêtes  du  trièdre  triree- 
tangle  formé  par  les  tangentes  aux  courbes  coordonnées  et  la  normale 
à  la  surface  sont  F, ,  Fo^  ^7  et  à  son  contour.  En  désignant  par  /z, ,  no 
les  forces  d'arrachement  relatives  aux  directions  des  tangentes, 
part  la  force  commune  de  cisaillement,  parR,,  Ro  les  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  de  la  surface  suivant  les  deux  tan- 
gentes, par  T  le  rayon  de  courbure  géodésique,  enfin  par  p^  et  po 
les  rayons  de  courbure  géodésique  des  deux  courbes  coordonnées, 
en  sorte  que,  x,  7  ,  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  du  point 
(/,  y.)  etX,  Y,  Z  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  ce  point, 
on  ait 

rM        V/).r   <r-.r         Ol-        \  <^>-    à' ■'■ 


à  y.    (h-  0,  ^  à'i    Oa- 

L-  _  Y  ^  <^-^     ^''  _  V  Y  '^'■''     ^'^^  -  V     '^'■^' 

M.  Lecornu,  par  une  application  habilement  faite  du  principe  des 
vitesses  virtuelles,  parvient  aux  équations  suivantes  : 


F,, 
F.,, 


I 
L 

On. 2 

m. 

M  ()y.             p. 2              pi 

1 

()y. 

I    ()t        //.,  —  //,        ?.  / 

M 

/          -1-     "             + 

4   ■ ''■           pi           ,'^' 

f 
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Une  première  remarque  consiste  eu  ce  que  le  nombre  des  in- 
connues 7Z|,  J12-,  t  est  égal  au  nombre  des  équations,  en  sorte  que 
F|,F2,  ^  ne  sont  assujettis  à  aucune  condition,  ce  qui  montre 
combien  le  problèuie  traité  par  l'auteur  diffère  du  problème  de 
l'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible. 

De  plus,  ces  équations  ne  diffèrent  que  par  les  seconds  membres 
et  par  le  nom  des  inconnues  7^|  ^  Ji<x,  t  des  équations  qu'on  rencontre 
dans  la  théorie  de  la  déformation  infiniment  petite  des  surfaces 
flexibles  et  inextensibles.  Dans  ces  dernières  équations,  les  varia- 
tions /,  ni,  ô  des  quantités  —■,  — »  -  remplacent  /i, ,  /Zo,  /. 

Les  équations  étant  linéaires,  on  voit  que  l'intégration  des  équa- 
tions d'équilibre,  en  supposant  traité  le  proi)lème  de  la  déforma- 
tion, revient  à  trouver  seulement  une  solution  particulière.  Dans  le 
cas  où  la  surface  n'est  pas  développable,  on  voit  aisément  qu'on 
peut,  par  un  changement  de  variable  simple,  changer  les  équations 
d'équilibre  en  d'autres  semblables  où  le  terme  <ï>  n'existe  plus  *,  on 
a  alors  affaire  à  deux  équations  linéaires  en  /z,,  «o,  dont  l'auteur 
fait  une  étude  particulière.  Dans  cette  étude,  les  lignes  asympto- 
tiques  jouent,  comme  dans  la  théorie  de  la  déformation,  un  rôle 
capital  :  leurs  tangentes  en  un  point  de  la  surface  sont  conjuguées 
par  rapport  à  l'indicatrice  des  tensions;  ce  sont  des  fonctions  ar- 
bitraires des  paramètres  de  ces  lignes  qui  figurent  dans  les  expres- 
sions les  plus  générales  de  «,,  «o,  t  qui  satisfassent  aux  équations 
d'équilibre. 

Enfin  iM.  Lecornu  donne  de  ces  principes  une  suite  d'applica- 
tions, dont  la  plus  importante  concerne  les  surfaces  réglées;  il  ren- 
contre, chemin  faisant,  plusieurs  propositions  géométriques  inté- 
ressantes. 


4i6  PREMIÈRE  PARTIE. 


MELANGES. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  FONCTIONS  UNIFORMES  D'UNE  VARIABLE  LIÉES 
PAR  UNE  RELATION  ALGÉBRIQUE,  ET  SUR  UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  ; 

Par  m.  EMILE  PICARD. 


Désignons  par  u  et  v>  deux  fonctions  uniformes  d'une  variable  z^ 
liées  par  la  relation  algébrique  irréductible  de  degré  m 


Je  me  propose  de  montrer,  dans  ce  travail,  comment  on  peut  trou- 
ver les  formes  possibles  des  deux  fonctions  u  et  p-,  et  il  résultera 
tout  naturellement  de  cette  reclierclie  que  le  nombrecaractéristique, 
ordinairement  désigné  par  p,  relatif  à  l'équation  (i)  ne  peut  être 
que  zéro  ou  l'unité.  Tel  est  l'objet  de  la  première  Partie  de  cette 
étude,  auquel  on  peut  encore  donner  la  forme  géométrique  sui- 
vante. 

Une  courbe  étant  définie  par  une  relation  telle  que  (i)  entre  les 
coordonnées  u  et  p"  d'un  quelconque  de  ses  points,  deux  cas  parti- 
culièrement intéressants  et  bien  connus  sont  ceux  où  le  genre  p  de 
la  courbe  est  égal  à  zéro  ou  à  l'unité.  On  sait  que  dans  le  premier 
cas  u  et  V  peuvent  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  d'un  para- 
mètre, et  dans  le  second  cas  on  peut  les  regarder  comme  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  aux  mêmes  périodes  d'un  para- 
mètre z.  On  peut  donc,  dans  ces  deux  cas,  mettre  u  et  i>  sous  la 
forme 

P  et  Q  étant  des  fonctions  uniformes  de  z  n'ayant  d'autres  points 
singuliers  que  des  pôles.  On  est  amené  tout  naturellement  à  se  poser 
alors  la  question  suivante  :  Existe-t-il  d'autres  courbes  algébri- 
ques (pie  celles  du  genre  o  et  i,  dont  les  coordonnées  soient  suscep- 
tibles de  s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes  d'un  paramètre  à 
discontinuités  exclusivement  polaires!'  L'étude  analytique  dont  j'ai 
annoncé  plus  liant  le  rc-sultat   monliu;  (pi'il  n'existe  pas  d'autres 
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fOui'Lt'S  algébriques  que  celles  du  genre  o  ou  i,  jouissant  de  cette 
propriété. 

La  seconde  Partie  de  ce  travail  est  consacrée  à  quelques  applica- 
tions des  résultats- précédemment  obtenus.  Je  fais  notamment  une 
étude  détaillée  de  l'équation  dilîérentielle 

où  F  est  un  polynôme,  en  me  proposant  de  reconnaître  si  cette 
équation  admet  ou  non  des  intégrales  uniformes. 


1.  Examinons  d'abord  le  cas  où  la  courbe  représentée  par  l'é- 
quation (i)  serait  unicursale.  On  peut  alors  exprimer  rationnel- 
lement zi  et  i'  au  moyen  d'un  paramètre,  et  cela  de  telle  manière  qu'à 
un  système  de  valeurs  de  u  et  v  ne  corresponde  qu'une  seule  valeur 
de  ce  paramètre  (pour  ce  dernier  point,  voir  Luroth,  iMatli. 
Ann.,  t.  JX). 

Soient,  par  exemple, 

et  l'on  pourra  tirer  de  ces  deux  équations  X  r=/'(«,  i'),  /"étant  une 
fonction  rationnelle  de  u  et  v.  Or,  si  u  et  v  sont  des  fonctions  uni- 
formes à  discontinuités  exclusivement  polaires,  X  sera  une  fonction 
de  même  nature,  que  nous  désignerons  par  R(~),  et  l'on  aura,  par 
suite, 

u  =  o  rR(.)], 

,.^«,[R(r.)]. 

Telle  est  donc  la  forme  des  fonctions  u  et  v  dans  le  cas  où  le 
nombre  /?,  relatif  à  l'équation  (  i  ),  a  la  valeur  zéro. 

2.  Abordons  maintenant  le  cas  général.  Nous  supposerons, 
comme  on  le  fait  dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes,  que 
Téquation  (i)  contienne  un  terme  de  degré  m  par  rapport  à  c  et  que 

le  rapport  -  ait  m  valeurs  finies  et  distinctes  pour  u  =  00  . 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  Série,  l.  IV'.  (Aovenilire  1880.)  2'J 
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Soit      \ 

une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  relative  à  l'équation  (i), 
/  («,  (')  désignant  un  polynôme  convenable  de  degré  i?i  —  3.  J'en- 
visage l'expression 


**".,(«, 


qui  est  manifestement,  comme  u  et  r,  une  fonction  uniforme  de  z.-^ 
mais  je  veux  montrer  de  plus  que  cette  fonction  est  une  fonction 
entière,  c'est-à-dire  qu'elle  n'a  pas  de  pôles. 

Examinons  d'abord  cv.  qu'elle  devient  pour  un  pôle  -  =  a  de  u. 
Dans  le  voisinage  de  u  infini,  on  aura,  puisque  l'intégrale  consi- 
dérée est  de  première  espèce, 

n      >      '('-) 

f[u,v)_         MlJ 

f;(«,«')~  "'"  ' 

P(  -  j  r(;présentant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 


santes de  -  et  prenant  une  valeur  difïérente  de  zéro  pour  u  =  oo  , 

et  ni  étant  un  entier  égal  ou  supérieur  à  2.  Désignons  par  //  le 
degré  de  multiplicité  du  pôle  «^  on  aura 

P(s  —  a)  représentant  d'une  manière  générale  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  ;:  —  a,  et  par  suite 

-;^  =   (=-»)<~P(.-„). 

Or  on  a  certainement 

[i/i  —  I  )  /?  >  I , 

puisque  «  n'est  pas  nul  et  que  l'entier  m  est  égal  ou  supérieur  à  25 
])ar  suite,  l'exprcvssion  (2)  garde  une  valeur  finie  poiu'  z  =  oc. 
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Soit,  inainlenant,  :;„  une  valeur  de  z  telle  que  la  valeur  corres- 
pondante Uq  de  u  soit  un  point  critique  de  la  fonction  algébrique 
de  «,  délinie  par  l'équation  (i),  et  désignons  par  v^  la  valeur  de  r 
pour  "=  "0-  A  une  valeui-  de  z  voisine  de  ^0  correspondent  une 
valeur  de  a  et  une  valeur  de  v.  Supposons  que  cette  dernière  fasse 
partie  d'un  certain  système  circulaire  de  racines  de  l'écjuation  (i), 
relatif  au  point  critique  iif^^  et  soit  p  le  degré  de  ce  système  circu- 
laire. Je  suppose  que  ce  degré  soit  réduit  autant  que  possible,  c'est- 
à-dire  que  ce  ne  puisse  être  qu'après  un  nombre  de  tours  égal  à  un 
multiple  de  /;  de  la  variable  u  autour  de  /^o?  que  la  fonction  algé- 
brique V  reprenne  la  même  valeur.  Il  est  facile  de  voir  que  dans  ces 
conditions  z  =z  z^  devra  être  une  racine  de  l'équation  u  =  «05  avec 
un  degré  de  multiplicité  égal  à  p  ou  à  un  multiple  Ap  de  p.  En 
effet,  soit  f/  ce  degré  de  multiplicité^  z  ayant  tourné  une  fois  autour 
de  Zo^  a  a  tourné  y  fois  autour  de  Uq  et  r  a  nécessairement  repris  la 
même  valeur;  donc  (/  doit  être  un  multiple  de  p. 

Ou  a  nécessairement  d'ailleurs,  dans  le  voisinage  de  n  =  ri,^^ 

f{u,i>)  ^][u) 


H  lin  1' 


M{u)  prenant  une  valeur  finie  et  différente  de  zéro  pour  //  =  //f,,  et 
l'entier  positif  ou  négatif//  satisfaisant  à  l'inégalité  v<C/'-  Ce]a 
résulte  immédiatement  de  ce  que  l'intégrale 


/ 


" fin, y]  du  _    r"'M{u)du 

«  —  «ni/' 


doit  rester  finie  quand  u  tend  vers  zéro. 

//  —  Uq  contenant  d'autre  part   en   facteur  {z  —  ^0)''',  et,  par 

suite,  —  contenant  le  facteur   (- — -n )'/'"',  on  aura  manifeste- 


ment 

ri        \  ^^" 


z~z,)Mp-i)-^P, 


P  prenant  une  valeur  finie  et  différente  de  zéro  pour  z  z=:  z^.  Mais 


,\-io  PRH.MIKKK    PAU  TIF-, 

on  a  V 

puisque  p  —  q'^  o  ei  que  l'entier  A  est  au  moins  égal  à  i . 

Par  suite,  l'expression  (2)  garde  une  valeur  tinie  pour  z  :=  z^,. 

Il  peut  arriver  que  ¥'^,{u^v)  s'annule  pour  un  système  de  va- 
leurs «0,  Vq  cl  que,  dans  le  voisinage  de  Uq^  la  racine  considérée  v 
soit  une  fonction  liolomorphe  de  u.  Il  est  évident  que  dans  ce  cas 
le  quotient 

est  liolomorphe  dans  le  voisinage  de  Uq,  et  la  conclusion  précé- 
dente subsiste. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

dz  ,    , 

G(z)  étant  une  fonction  entière.  On  en  déduit  par  l'intégration, 
en  désignant  par  Uq  la  valeur  de  u  correspondant  à  une  valeui-  ^0 

de  -, 

G,(z)  étant,  comme  G(s),  une  fonction  entière. 

Nous  allons  montrer  que  la  relation  entre  les  deux  fonctions  uni- 
formes u  et  G,  est  impossible  si  le  nombre  p  relatif  à  l'équation 
F(zz,  i>)  =0  est  supérieur  à  l'unité.  Supposons,  en  effet,  qu'il  en 
soit  ainsi.  Dans  ce  cas,  nous  pouvons  supposer  que  l'intégrale 

J^"  f[u,v]  du 

a  au  moins  trois  périodes  distinctes.  Une  intégrale  déterminée  de 
première  espèce,  relative  à  une  fonction  algébrique  d'un  genre  p 
supérieur  à  l'unité,  peut  bien  avoir  moins  de  trois  périodes-,  mais 
on  sait  que  la  même  chose  ne  peut  arriver  pour  une  intégrale  quel- 
conque, comme  l'est  l'intégrale  {4)'  Cela  posé,  revenons  à  la  rela- 
tion (3)  ;  elle  montre  qu'à  une   \alcur  donnée  de  //  correspondent 
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deux  valeurs  de  G|  (3)  ditl'éraut  d'aussi  peu  (ju'ou  voudra,  |)uisqu'ou 
peut  ajouter  à  l'intégrale  une  somme  des  nivdliples  des  périodes, 
et,  celles-ei  étant  en  nombre  au  moins  égal  à  trois,  on  sait  que 
cette  somme  peut  être  rendue  moindre  que  toute  quantité  donnée; 
mais  à  deux  valeurs  très  voisines  de  Gi[z)  correspondent  évi- 
demment deux  valeurs  de  ^,  elles-mêmes  très  voisines,  et  nous 
arrivons,  par  suite,  à  cette  conclusion  inadmissible,  qu'à  une 
valeur  de  u  correspondent  deux  valeurs  de  -  dont  la  dilîérence  a 
un  module  aussi  petit  qu'on  voudra.  La  seule  hypothèse  que  nous 
puissions  faire  est  donc  que  />  =  1 . 

Dans  ce  cas,  la  relation  ['^)  montre  de  suite  que  u  est  une  fonc- 
tion doublement  périodique  F[(j,(  - )]  de  la  fonction  entière  (>,(3). 

A  cause  de  la  relation 

F'„  du  -r-  F',  (h<  =  o 
ou 

du  do 


F;(«,p)  F'„(«,r 


(ui  aura 


r\f(u,.)dv_      f"f[u,v\du  _ 

et,  par  suite,  v  sera,  comme  «,  une  fonction  doublement  pério- 
dique aux  mêmes  périodes  de  Gi  (::  ). 

Ainsi,  en  résumé,  le  genre  de  la  relation  algébrique 

F(//,  fj  =  o 

doit  être  égal  à  zéro  ou  à  l'unité.  Dans  le  premier  cas,  on  a 

(p  et(j),  étant  des  fonctions  rationnelles  de  R(  ~),  qui  est  une  fonction 
uniforme,  quelconque  d'ailleurs,  à  discontinuités  exclusivement 
polaires,  et  l'on  a  dans  le  second 

«  =  F[Gi(3)],     r  =  F,[Gi;3)], 

r  et  F,  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  aux  mêmes  pé- 
iiodes,  et  (t,(z)  une  fonction  entière,  qui  peut  d'ailleurs  être  quel- 
cimfjuc. 
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II. 


Je  me  propase  d'indiquer  maintenant  quelques  applications  de  la 
proposition  précédente,  et  j'ai  surtout  en  vue  l'intégralion  d'une 
classe  d'équations  dillérentielles. 

1.  Nous  allons  déduire  immédiatement  du  théorème  précédent 
la  démonstration  de  la  proposition  suiv  ante.  On  ne  peut  satisfaire 
à  l'équation  de  Fermât, 

X"-f- Y"-f-Z"  =  o, 

(11  prenant  pour  X,  \  et  Z  des  fonctions  uniformes  à  discontinuités' 
uniquement  polaires,  que  si  l'entier  n  est  au  jdus  égal  à  3.  Si  l'on 

X  y 

pose,  en  elfet,  —  =  u  et  —  =  v,  on  a  ia  relation 

U"  -+-  I'"  -t-  I  =  G, 

et,  si  n  n'est  pas  égal  «à  j ,  2  ou  3,  le  nombre  p  relatif  à  celte  équa- 
tion est  supérieur  à  l'uuité.  Si  //  =:  !^,  on  a  /;  =  i  et  u  et  v  sont 
alors  des  fonctions  doublement  périodiques  d'une  fonction  entière. 

2.  Considérons  encore,  avant  d'aborder  la  classe  d'équations  qui 
fait  le  principal  objet  de  cette  étude,  les  équations 

;.)  '^("■;77)  =  ''' 

en  se  proposant  de  chercher  dans  quels  cas  on  peut  y  satisfaire 
par  des  fonctions  uniformes  de  r.  C'est  le  problème  cjue  se  sontposé 
MM.  Briot  et  Bouquet  dans  leur  mémorable  travail  sur  l'intégra- 
tion de  certaines  équations  différentielles,  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques. 

Tout  d'abord  le  genre  de  la  relation  algébrique  (i)  doit  être  égal 
à  zéro  ou  à  l'unité.  Cela  posé,  étant  donnée  la  relation 


<lont  le  génie  est,  par  hvpulhése,  /.éro  ou  runil(',  on  peut,  dans  le 
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preinicr  cas,  exprimer  ralionnellement  u  et  v  au  moyen  d'un  para- 
mètre /, 

M  =  a»(),  ),      ('  =  'j,  (),  ); 

dans  le  second,  exprimer  u  et  v  par  des  fonctions  doublement  pé- 
riodiques aux  mêmes  périodes  de  A,  pour  lesquelles  nous  garderons 
les  mêmes  notations,  et  nous  pouvons  regarder  dans  l'un  et  l'autre 
cas  les  fonctions  ci-  et  91  comme  déterminées. 
Soit  d'abord  p  =  o\  on  devra  avoir  alors 

«  =  <|.[R(z'j,      ^'=<p,[R(3)], 

R(^)  étant  une  fonction  uniforme. 
On  en  conclut  que 

(2)  /(R)R'=?,^R) 


777 -/(Ri' 

'I  étant  une  fonction  rationnelle  de  R. 

Mais  il  est  bien  aisé  de  voir  qu'une  pareille  équation  ne  peut 
avoir  d'intégrale  uniforme  que  si  'l[  R)  se  réduit  à  un  polynôme  du 
second  degré  AR^  -f-  BR  -f-  C. 

On  doit  donc  avoir 

ç,,(R)  =  (j)'(R)(AR2+RR  +  C), 

A,  B  et  C  étant  trois  constantes. 

Si  p  est  égal  à  i,  on  voit  que  l'équation  (  2)  ne  pourra  avoir  d'in- 
tégrales uniformes  que  si  Çi  et  ç'  sont  dans  un  rapport  constant,  et 
dans  ce  cas  R  (  :;  )  se  réduit  à  A  r  -f-  B,  A  et  B  étant  deux  constantes . 

3.  J'envisage  maintenant  les  équations  différentielles  de  la  forme 

l'étant  un  polynôme,  en  me  proposant  de  rechercher  dans  (juels  cas 
elle  admettra  des  intégrales  uniformes.  Le  genre  de  la  relation 
précédente  doit  être  tout  d'abord  égal  à  zéro  ou  à  l'unité 5  plaçons- 
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nous  d'abord  dans  la  première  hypothèse,  et  nous  pouvons  écrire 

o  et  çj,  étant  des  fonctions  rationnelles  que  l'on  peut  considérer 
comme  données.  Or  la  première  égalité  donne  de  suite 

donc  on  a 

<Pi(R)  =  /(R)R'-^+f(R)R", 

et  nous  avons  à  chercher  si  l'on  peut  satisfaire  h  cette  équation  par 
des  fonctions  uniformes  R.  Or  posons  R'=/7;  cette  équation 
s'écrira 

.^,(R)=ç"(R)/.^-f-^'(R)/>J^, 


et  enfin,  en  posant  jï-  =  P, 

0,„"|R1P  -1-   ro'l'R  ) 


iç,(R)  =  9,."^R)P  +  ./(R)^, 


d'où  l'on  tire  innnédiateinent 

V/RY2_  2/"<(>i(R)<p'(R)^/R 
"~17ÏR)P 


tILi.    \ 


Noussomnies  donc  amenés  à  rechercher  dans  quels  cas  une  pareille 
relation  différentielle  pourra  être  satisfaite  par  une  fonction  uni- 
forme R. 

4.  Supposons  d'abord  que  l'intégrale  /ci/i^^R  ne  contienne  pas 

.  ,     .  fdi\\"  ,  c 

de  terme  logarithmique;  I  —  1  sera,  dans  ce  cas,  une  fonction  ra- 
tionnelle de  R.  JNoiis  devons  donc  voir  dans  quels  cas  l'équation 

admettra  une  intégrale  uniforme,  F  étant  une  fonction  rationnelle 
(le  R. 

Il  résulte  immédiatement  des  recherches  de  jNLM.  Briot  cl  Bou- 
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quel  que  F(R)  ne  peut  être  qu'un  polynôme  de  degré  inlérieur  ou 
égal  à  4-  -Nous  aurons  donc  à  rechercher  si  l'on  peut  déterminer  la 
constante  entrant  dans  l'intégrale 

1         .,  I         .      -i  To»,  o'  c/n.    .  ,     ,      j'      1      ' 

de  manière  que  le  quotient        '  /., soit  un  polynôme  d  un  degré 

inférieur  ou  au  plus  égal  à  4-  H  est  manifeste  que  trois  cas  pourront 
se  présenter  :  il  pourra  en  être  ainsi  soit  pour  toute  valeur  de  la 
constante,  et  alors  toutes  les  intégrales  de  l'équation  seront  uni- 
formes, soit  pour  une  seule  valeur  de  cette  constante,  et  alors  l'é- 
quation proposé»;  aura  une  première  intégrale  uniforme,  et  par 
suite  toutes  celles  qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  celle-ci  z 
par  "  plus  une  constante^  il  pourra  eniin  arriver,  et  ce  sera  le  cas 
général,  que  l'on  ne  puisse  pas  déterminer  d'une  manière  conve- 
nable la  constante  d'intégration. 

5.  Abordons  maintenant  le  cas  où  l'intégrale  ^c^i^'c^R  donnerait 

naissance  à  des  termes  logarithmiques.  Soit  Alog(R  —  a)  un  pareil 
ternie,  A  étant  nécessairement  une  constante.  Montrons  d'abord 
que  l'équation  R(3)  =  a  ne  pourra  avoir  de  racine.  Supposons, 
en  effet,  que  R  (  ^o  )  =  ^  î  f>n  aura 

P  (  3  )  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  z  — ■  Zq  et  ne  s'annulaut  pas  pour  z  =  Zq. 

Donc  A  log(R  —  a)  sera  égal  à  ni  A  \o§{z  —  ^o)  -I-  AlogP(:^). 

Si  donc  nous  considérons  l'égalité 

on  voit  que  le  second  membre  n'est  pas  une  fonction  uniforme  de  z 
autour  de  Zq^  puisque  par  une  rotation  autour  de  ce  point  son 
numérateur  augmente  de  2  /«Attî-,  le  premier  membre,  au  contraire, 
est  une  fonction  uniforme  de -,  dans  le  voisinage  de  ^o  ;  l'égalité 
précédente  est  donc  impossi])]e. 

?Sous  pouvons  maintcnan  t  établir  que  rintégrale/b,'-/'<^/li  iu'[)OUi-ra 
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pas,  si  rint(^grale  de  réquation  (1)  est,  comme  nous  le  supposons, 
uniforme,  contenir  plus  de  deux  termes  logarithmiques.  On  sait,  eu 
etï'et,  comme  je  l'ai  montré  dans  mon  JMémoire  sur  les  fonctions 
entières  [Annales  de  l'École  Normale,  1880),  qu'il  ne  peut  y 
avoir  plus  de  deux  valeurs  a  et  h  pour  lesquelles  les  équations 
R(r;)  =z  a  et  R(-)  =  h  n'aient  pas  de  racines,  ^{z)  étant  une 
fonction  uniforme  dans  tout  le  plan  à  discontinuités  exclusivement 
polaires. 

6.  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  dans  l'intégrale  qu'un  terme 
logarithmique.  Kotre  équation  (I)  aura  la  forme 


(^y'=F(R)+/(R)log(R-« 


F  et  /étant  des  fonctions  rationnelles  de  R,et  /  n'étant  pas  identi- 
quement nul. 

Je  dis  qu'une  fonction  uniforme  intégrale  de  cette  équation  ne 
peut  être  qu'une  fonction  entière,  c'est-à-dire  qu'elle  n'a  pas  de 
pôles.  Soit,  en  effet,  ^0  un  pôle  de  R;  on  aura  dans  le  voisinage  de 
ce  point 

l-        -oj 

P(r:o)  étant  différent  de  zéro,  et  l'on  voit  que  le  second  membre  de 
(I),  contenant  le  terme  non  vmiforme 


'"/ 


r  ^(-)  1 


ne  serait  pas,  comme  le  premier,  uniforme  dans  le  voisinage  de  z^^. 
D'autre  part,  -^  ne  peut  devenir  infini  pour  aucune  valeur  iinie 

de  R,  car,  en  posant  \—j-\  =  'KR),  on  a  de  suite 

r"     d\\ 

<'t  -~  a  une  valeur  déterminée  z-t  (|uand  R  tend  vers  une  valeur  a 
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iciidanl  (|'(R)  inlini;  donc,  pour  une  valLur  r,  de  c,  Il  prend  une 

valeur  cf.  et  —z-  est  inlini,  ce  qui  est  impossible.  Cela  montre  de 
dz 

suite  que  1' (  R)  et  /"(R)  doivent  être  nécessairement  des  polynômes. 

On  voit  ensuite  que  l'expression 

F;R)  -+-/,R)l.)giR  — a) 

doit  s'annuler  pour  R  =  a.  Sinon,  on  pourrait  certainement  trou- 
ver une  valeur  finie  de  z  pour  laquelle  R  serait  égal  à  «,  et  nous 
savons  que  cela  ne  peut  être.  Les  deux  polynômes  F  et  y  doivent 
donc  s'annuler  pour  R  =  «. 

Montrons  maintenant  que  leur  degré  ne  peut  surpasser  le  second. 
J'envisage,  a  cet  cHet,  l'intégrait; 

,    ,  C^  d\\ 

II 


A.  v'^ir; 


-Hy\R)i(»g(R  — ^/ 


Ro  désignant  la  valeur  de  R  pour  une  valeur  arbitraire  Zq  de  z. 

Soient  m  le  degré  de  F(R)  et  n  celui  dey(R).  Pour  R  inlini, 
l'expression 

F(R)+/i;R)log(R  — «) 

est  comparable  à  R"'  ou  à  R"logR,  suivant  que  m  ]>  n  ou  m<ii. 

On  voit  de  suite  que,  dans  le  premier  cas,  l'intégrale  (II)  tendra 
vers  une  limite  quand  R  augmentera  indéfiniment,  si  m  est  supé- 
rieur à  i\ni  et  par  suite  n  ne  peuvent  donc  dépasser  p.. 

,,.      ,       -  -,     ,     f'^        dK 

Dans  le  second  cas,  1  nitesrrale  est  comparable  a    |      --  -■>  in- 

^  j,^     vR"»'>b'i^ 

tégrale  qui,  en  posant  R=:^^~",  devient,  à  un  facteur  constant 

près,  /  1  cl,  si  n  est  supérieur  à  a,  -  tend  vers  zéro  quand  R 

.'.-0  V'"g- 
augmente  indéfiniment;  par  suite,  cette  dernière  intégrale  a  évidem- 
ment une  limite.  L'intégrale  (II)  tend  donc  encore  vers  une  limite 
quand  R  augmente  indéfiniment.  On  voit  donc  que,  si  les  degrés 
de  F  et  /'dépassent  2,  la  fonction  R  aura  au  moins  un  pôle,  ce  que 
nous  savons  être  impossible. 

Montrons  enfin  que  F(Ri  et  / (111    conliendront   iR  —  a\'-  ei> 
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facteur,  cav,  dans  le  cas  contraire,  l'intégrale  (il)  serait  comparable 

/""      r/R  .     r^  '^ 

soit  |^    l     — — —  ,  soit  a    1  =^  qui  ont  toutes 

X^  vR-«  .V  v'(R-«)l'>^(^-«) 

deux  une  limite,  R  tendant  vers  a. 

DoncF(R)et/(R)doiventavoirlafbrmeA(R  — «)2,B(R  — a)-, 
A  et  B  étant  deux  constantes,  et  B  étant  différent  de  zéro.  Ces  cas 
sont  les  seuls  où  l'intégrale  de  l'équation 


(^^y'=F{R)+/(R)log(R 


pourra  èlre  uniforme, /(R)  n'étant  pas  identiquement  nul,  et   il 
est  aisé  de  voir  qu'eflectivement  dansée  cas  l'intégrale  est  uniforme. 
Revenons  maintenant  à  l'équation 

on  voit  que  l'on  devra  avoir 

?  " 
d'où 

M  étant  une  constante.  Mais  il  est  manifestement  impossible  de 
trouver  une  fonction  rationnelle  Ç5(R)  satisfaisant  à  cette  relation: 
il  ne  se  peut  donc  que  l'équation  (I)  admette  une  intégrale  uni- 
forme, l'intégrale /cpioV/R.  contenant  un  seul  terme  logarithmique. 

7.  Supposons  maintenant  que  l'intégrale /es,  çp'  dK  contienne  deux 
termes  logarithmiques.  On  aura  pour  (  -— - 1  une  expression  de  la 
forme 

(^^y'  =  F(R)+yi(R)log(R-«)+/,R)log(R-Z.), 

et  nous  pouvons,  comme  pix'cédemnieut,  nous  proposer  de  trouver 
d'une  manière  générale  dans  quels  cas  cette  équation  admettra  une 
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inléi^ralc  nnirornio,  /',  (  |{  )  et, /o |  R )  ne  pouvant  ni  l'un  ni  l'autre 
être  identiquemenl  nuls. 

Une  étude  toute  semblable  à  celle  qui  a  été  faite  dans  le  n"  6 
montre  que  F,  /i  et/o  doivent  être  des  polynômes,  et  que,  déplus, 
ils  doivent  tous  trois  contenir  en  facteur  (Il  —  «)-(R- —  Z»j-. 

Cela  posé,  remarquons  maintenant  que  la  fonction  R(-),  ne 
pouvant,  pour  une  valeur  finie  de  z,  devenir  égale  à  a  et  /?,  aura 
nécessairement  des  pôles,  et  delà  07i  conclut  immédiatement  que 

.  y;(R)+./;(R)  =  o, 

condition  nécessaire  pour  que  K  =  oo  ne  soit  pas  un  point  critique, 
de  nature  logarithmique,  du  second  membre,  et  l'équation  peut 
s'écrire 

la  fonction -,   sera  une  fonction  (uitière,  ne   devenant    jamais 

R  —  o  '' 

nulle.  Désignons-la  jiar  //,  d'où 

R=^-^"% 
I  —  u 

et  l'équation  précédente  devient 

Cette  dernière  équation  a  la  forme  de  celle  qui  a  été  étudiée  dans 
le  numéro  précédent.  Eîi  nous  reportant  aux  résultats  précédem- 
ment trouvés,  on  voit  que  l'on  doit  avoir,  pour  que  l'intégrale  u 
puisse  être  uniforme. 


A  étant  une  constante,  et  cette  relation  montre  immédiatement  que 
le  degré  du  polynômey,  ne  peut  dépasser  le  quatrième;  il  en  est 
de  même  de  F.  Mais  nous  avons  vu  que  F  et  /',  devaient  admettre 
le  diviseur  (K  —  /7)-(R  - —  b)- .  Il  suit  de  là  qu'on  ne  peut  avoir  que 

F=:A(R  —  rt)2(R—  b  \    /,=  B(R  — «)2(R  —  //', 
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A  et  B  t'iawt  cU'u\  constantes,  et  il  est  facile  de  voir  qu'effective 
ment,  clans  ce  cas,  l'intégrale  de  l'équatioji 


(-)'=P(K)./,R,<-:-;; 


est  uniforme. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  {\\ 

\7h)   ^     <p'^  (  R  )    ' 

où  l'intégrale,  dans  le  second  membre,  est  supposée  conduire  à  deux 
termes  logarithmiques  log(R  —  a)  et  Iog(  R  —  h). 
On  devra  nécessairement  avoir 

A  étant  une  constante,  ou 

//o  I  I 


d\\       ^/X  (  R  —  «  )  (  R  —  ^  ) 

et  il  est  manifeste  que  cp  ainsi  défini  ne  peut  être  une  fonction  ration- 
nelle de  R. 

8.  Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  :  l'équation  différen- 
tielle 

■  r/R  \  '-  _  ? J> ,  (  R  )  y7R)^/R 

'dz)  ~      7-Mï^) 

ne  peut  admettre  d'intégrale  uniforme  si  l'expression  /cp,  oV/R  con- 
tient des  termes  logarithmiques.  A  la  vérité,  j'ai  seulement  examiné, 
dans  les  numéros  précédents,  les  cas  où  elle  contiendrait  un  ou 
deux  termes  de  cette  nature-,  mais  j'ai  dit  plus  haut  }>ourquoi  il  n'y 
avait  pas  lieu  d'examiner  les  cas  où  il  y  aurait  plus  de  deux  loga- 
rithmes. 

9.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  le  nombre  p 
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relatif  à  l'équation  différentielle 

(r-u 


«1 r 

était  égal  à  zéro;  supposons  maintenant  que  l'on  ait  p  z=  i . 

H  et  -— -  devront  avoir  cette  fois  les   formes  ""{/(R)  et  (&,(U),  ç 

et  (p(  désignant  deux  fonctions  doublement  périodiques,  et  11  une 
fonction  uniforme  entière  de  z.  On  voit,  comme  précédemment, 
que 

.mV_:>./î..(R)'/(R)./R 


équation  que  nous  avons  maintenant  à  discuter,  en  supposant  que 
(j)  et  çp(  soient  des  fonctions  doublement  périodiques. 

Si  l'intégrale  J($x':J  dK  est  une  fonction  doublement  périodique 
de  R,  on  aura 

F  étant  une  fonction  uniforme  doublement  périodique. 

Si  F  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  cette  équation  ne  pourra 
admettre  d'intégrale  uniforme,  car,  soit  Vl  =  a  un  pôle  de  F(R). 

-T- serait  infini,  R  prenant  une  valeur  finie  a.  Si  donc  on  peut  dis- 
poser de  la  constante  d'intégration  dans  J'o-,  ç.'  f/R  de  manière  que  F 
se  réduise  à  une  constante,  l'équation  admettra,  et  dans  ce  cas  seu- 
lement, des  intégrales  uniformes.  On  aura  alors 

9,/y,'i>V/R=  k-'J-, 

d'où,  en  différentiant, 

Al  II 
,.  ?  ♦ 

et  R  se  réduit  à  Kz  -|-  B,  A  et  B  étant  des  constantes. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  l'intégrale  yipi  ^'(fR  soit  uni- 
forme, mais  non  doublement  périodique;  le  second  membre  de 
l'équation  (I)  sera  évidemment  encore  susceptible  de  devenir  infini 
pour  certaines  valeurs  de  R,  et,  par  suite,  l'équation  ne  pourra 
admettre  d'intégrale  uniforme. 
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Kniiii,  si^œ|(pV/Jl  contient  des  termes  logarithmiques,  la  même 
eonclusion  subsiste  encore. 

En  résumé,  quand  /)  =  i^  le  seul  cas  où  il  y  ait  des  intégrales  uni- 
formes est  celui  où  l'on  a 

A  étant  une  constante.  Toutes  les  intégrales  de  l'équation  pi^oposée 
ne  sont  pas,  dans  ce  cas,  uniformes  ^  il  n'y  a  que  celles  que  l'on  peut 
déduire  d'une  première  intégrale  uniforme  par  le  cliang(uuent  de 
-  en  z  plus  une  constante. 

Il  résulte  de  toute  cette  étude  cpie  les  équations 

ne  peuvent  admettre  d'autres  intégrales  uniformes  que  des  fonctions 
rationnelles  de  -,  des  fonctions  rationnelles  de  e"",  où  a  est  une 
constante,  et  enfin  des  fonctions  doublement  périodiques.  JNous 
avons  montré  comment  on  pourrait  reconnaître  s'il  en  est  ainsi  et 
trouvé  en  même  temps  la  nature  spéciale  de  ces  intégrales  uni- 
formes. 
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DTSCDT  MS  DE  M.  J.   BEHTiVXND. 
AU  NOM  Dr;  i/acadk.mik  ni:s  sciknccs. 

<(  La  l'Vaiu'c  perd  iiiu'  de  ses  i;]<)iies,  les  Membres  de  l'Arademi»' 
des  Scieiiees  un  ami  excellent,  dévoué  à  chacun  et  à  tous,  i>ardien 
<;t  modèle,  tout  ensemble,  de  la  bonne  confraternité,  dont  son  sou- 
venir vénéré  maintiendra  parmi  nous  la  tradition  plus  vivace  et 
plus  forte. 

»  Je  n'ai  rien  à  apprendre  aux  amis,  aux  admirateurs  de; 
M.  Chasles,  qui  se  pressent  si  nombreux  autour  de  son  cercueil  : 
accessible  à  tous,  il  était  pour  tous  affectueux  et  confiant-,  dévoué 
sans  réserve  aux  belles  études  (pii  ont  fait  sa  gloire,  il  faisait  pa- 
raître une  égale  et  active  bienveillance  pour  tous  ceux  cjui,  dans 
les  directions  les  plus  diverses,  suivaient  les  grandes  voies  <le  la 
Science. 

»  L'ardeur  communieative  de  AL  Chasles  pour  la  Géométrie  s(; 
montra  presque  dès  l'enfance  :  élève  de  Mathématiques  élémen- 
taires au  Lycée  impérial,  il  communiquait  aux  élèves  des  Collèges 
rivaux  les  problèmes  et  les  exercices  de  cbaquc;  semaine,  deman- 
dant, sans  l'exiger,  les  questions  proposées  par  leurs  maîtres  ;  dans 
cet  échange  de  problèmes  difficiles  et  d'élégantes  solutions,  organisé 
par  le  jeune  lycéen,  on  peut  croire  aisément  que  le  futur  géomètre 
avait  souvent  la  meilleure  part. 

))  Lorsqu'en  i8i4  M.  Chasles  quitta  l'Ecole  Polytechnique  brus- 
quement licenciée,  sa  première  préoccupation  fut  pour  ses  cama- 
rades-, plus  d'un,  dans  son  embarras,  trouva  près  de  lui  plus  que 
de  bons  conseils.  Rappelé  à  Chartres  par  sa  famille,  il  y  ollrit  l'hos- 
pitalité à  son  jeune  et  brillant  condisciple  du  Lycée  impérial, 
Gaétan  Giorgini,  qui,  entraîné  par  lui  vers  la  Géométrie  et  guidé 
dans  ses  premiers  pas,  avait  assez  bien  profité  de  ses  leçons  et  fait 
assez  de  progrès  pour  lui  enlever  le  prix  d'honneur  au  Concours  gé- 
néral et  le  premier  rang  à  l'Ecole  Polytecbnique. 

BiiU.  des  Sciences  mathém.,   :\'  Série,  t.   IV.  ('Décenibro  tSSn.)  To 
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))  L(;s  élèves  lurent  admis  à  siibii-  leurs  examens.  M.  Chasles, 
classé  dans  le  génie,  s'apprèlait  à  jiartir  pour  Chartres;  il  voulait 
embrasser  sa  mère  avant  d(;  se  rendre  à  Metz  et  lui  montrer  son 
uniforme  d'ofticier,  quand  il  reçut  la  visite  du  père  d'un  de  ses  cama- 
rades :  «  Mon  iils  »,  lui  dit-il,  «  est  le  premier  des  élèves  qui  n'ont 
»  pas  obtenu  de  place  :  vous  avez  liésilé,  je  le  sais,  à  accepter  l'épau- 
»  lette,  votre  refus  aurait  assuré  à  votre  camarade  une  carrière  qui 
»  lui  plaît  et  pour  laquelle  j'ai  fait  les  derniers  sacrifices;  il  m'est 
»  impossible  de  les  continuer  pour  lui  en  préparer  une  autre.  » 
M.  Cliasles  ne  répondit  rien  ;  il  partit  pour  Chartres.  En  arrivant, 
sa  résolution  était  prise  :  il  annonça  à  sa  mère  qu'il  resterait  près 
d'elle. 

))  Toujours  passionué  ])our  la  Géométrie,  il  résolvait  de  beaux 
problèmes,  comme  au  Collège,  trouvait  chaque  jour  d'élégants 
théorèmes,  inventait  des  méthodes  générales  et  fécondes,  sans  atti- 
rer l'attention  des  uiaitres  de  la  Science  et  sans  y  prétendre.  «  Que 
»  de  talent  perdu!  »  disaient  les  plus  bienveillants,  sans  songer 
même  à  traiter  d'égal  ce  jeune  homme  obstiné  à  approfondir  les 
théories  élémentaires,  et  qui  bientôt  peut-être  devait,  par  elle.s, 
s'élever  bien  au-dessus  d'eux. 

))  Sans  s'attrister,  sans  se  plaindre,  sans  se  décourager  surtout, 
M.  Chasles  poursuivait  son  œuvre,  et  sur  le  terrain  qu'il  aimait  il 
a  trouvé  la  gloire,  sans  avoir  rien  fait  pour  l'atteindre,  si  ce  n'est 
quelques  chefs-d'œuvre. 

»  Le  premier  qui  s'imposa  à  l'attention  fut  l'admirable  vipercu 
historique,  qui,  sous  ce  titre  plus  que  modeste,  restera  l'œuvre  la 
plus  savante,  la  plus  profonde  et  la  plus  originale  qu'ait  jamais 
inspirée  l'histoire  de  la  Science. 

»  Plus  d'une  fois,  M.  Chasles,  sans  abandonner  la  méthode  géo- 
métrique, a  montré  avec  un  rare  bonheur  qu'un  même  lien  mysté- 
rieux et  étroit  réunitet  rapproche  toutes  les  vérités  mathématiques. 
(Jn  lui  doit,  dans  l'une  des  théories  les  plus  hautes  et  les  plus  diffi- 
ciles du  Calcul  intégrjl,  d'élégants  théorèmes  admirés  des  analystes; 
il  a  ajouté  à  la  Mécanique  un  Chapitre  devenu  classique  sur  le  dé- 
placement des  corps  solides;  il  a  lencontré  dans  la  théorie  de  1  at- 
traction les  plus  beaux  théorèmes  et  les  plus  généraux,  qui  ont 
renouvelé  la  théorie  de  l'électricité  statique.  Sans  essayer  ici  une 
énumération    infinie,   comment  ne    |)as   citer   encore,    entre    tant 
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cl'œuvres  oi-iginales  et  célèbres,  ses  beaux  travaux  sur  l'attraction 
des  ellipsoïdes?  Admirés  et  loués  par  Poinsot,  ils  ont  eu  la  lortune 
d'exciter  entre  les  analystes  et  les  purs  géomètres  une  noble  ému- 
lation, longtemps  prolongée  au  très  grand  profit  de  la  Science. 

»  M.  Cliasles  a  poursuivi  son  œuvre  sans  interruption  depuis  sa 
sortie  du  Lycée  jusqu'à  1  âge  de  quatre-vingt-sept  ans.  Soixante-huit 
années  séparent  la  première  Note  de  l'élève  Cliasles,  insérée  dans 
la  Correspondance  sur  l'Ecole  Polytechnique,  du  dernier  Mémoire 
présenté  à  l'Académie  des  Sciences.  Tous  les  géomètres,  sans  dis- 
tinction de  nationalité  ni  d'école,  S(;  sont  inclinés  devant  ce  véné- 
rable vieillard 5  tous  ont  admiré  sa  puissance  d'invention,  sa  lécon- 
dité,  que  l'âge  seuiblait  rajeunir,  son  ardeur  et  son  zèle,  continués 
jusqu'aux  derniers  jours. 

))  La  vie  de  INL  Cliasles  a  été  heureuse  et  simple;  il  a  trouvé 
dans  la  Science,  avec  les  plus  grandes  joies,  une  gloire  qui  sera 
immortelle,  et  dans  la  vive  adection  de  ses  amis,  dans  leur  assiduité 
empressée  aux  réunions  où  il  les  conviait  avec  une  grâce  si  aimable, 
dans  leur  respectueuse  déférence  en  toute  circonstance,  la  conso- 
lation de  sa  vieillesse.  » 


DISCOURS  DE  M.  BOUQUET, 

AC    NOM    1)E    LV    FACLI.Th:    DE^    SCIEXCKS    DE    PAIUS. 

«  Au  nom  de  la  Faculté  des  Sciences,  je  viens  rendre  un  derniei- 
hommage  au  collègue  illustre  que  nous  avons  perdu.  ^L  Chasles 
a  été  l'honneur  des  Mathématiques  lïançaises.  Ses  travaux  de  Géo- 
métrie l'ont  placé  au  premier  rang  parmi  les  savants  de  l'Europe, 
et,  dans  le  grand  développement  de  cette  science  à  notre  époque,  c<; 
sont  ses  découvertes  (jui  ont  eu  la  part  la  plus  importante. 
L'^J perçu  /listorif/ue  sur  l'origine  et.  le  développenient  des  mé- 
thodes en  Géométrie  est  un  Ouvrage  capital,  écrit  avec  une  admi- 
rable clarté,  et  où  l'auteur  se  montre  un  érudit  en  même  temps 
qu'un  inventeur  de  premier  ordre.  Les  mêmes  qualités  se  trouvent 
dans  le  Traité  de  Géométrie  supérieure  et  les  autres  publications 
de  notre  collègue,  dont  l'intluence  a  été  si  grande  et  si  féconde  sur 
les  travaux  contemporains. 
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»  J'ai  tout  particulièrenient  le  devoir  de  rappeler  avec  quel  dé- 
voueiuent  notre  illustre  uiaitre  s'est  consacré  à  ses  élèves  de  la  Sor- 
bonne,  pendant  vingt  et  une  années  de  professorat,  en  les  initiant 
sans  réserve  à  ses  méthodes  et  leur  communiquant  ses  découvertes. 
Partout  M.  Chasles  a  eu  des  disciples  qui  ont  suivi  sa  voie  et  con- 
tribué avec  lui  à  élever  la  Géométrie  à  cette  hauteur  où  elle  se  joint 
à  l'Analvse  et  aux  théories  les  plus  récentes  du  Calcul  intégral, 
comme  s'il  existait  entre  ces  deux  branches  des  Mathématiques  une 
unité  profonde  que  révèle  le  génie  des  inventeurs.  Dans  un  autre 
domaine,  et  sur  une  question  célèbre  de  Mécanique  à  laquelle  reste 
attaché  le  nom  de  Poinsot,  notre  collègue  a  donné  un  travail 
admiré  de  tous  les  géomètres,  où  son  merveilleux  talent  se  montre 
dans  tout  son  éclat.  Ce  talent  semblait  croitre  avec  l'âge  :  c'est  à 
soixante-dix  ans  que  M.  Chasles  a  imaginé  la  théorie  des  caracté- 
ristiques, que  la  Société  royale  de  Londres  a  récompensée  par  la 
plus  haute  des  distinctions,  en  donnant  à  notre  collègue  la  mé- 
daille de  Copier. 

»  Mais  nous  songeons  moins,  devant  cette  tombe  ouverte,  à  rap- 
peler les  œuvi'cs  du  génie  et  les  honneurs  reçus  que  les  vertus  de 
l'homme  privé,  sa  bonté  inaltéral)le  pour  nous,  pour  ses  élèves,  son 
dévouement  à  tous  ses  devoirs,  sa  lin  chrétienne. 

»  Recevez,  mon  clier  et  regretté  collègue,  notre  suprême  adieu 
ici-bas.  ^  otre  souvenir  est  sous  la  sauvegarde  des  sentiments  de 
i'(!spect  et  d'adèction  que  vous  nous  avez  inspirés  et  qu'à  jamais 
nous  conserverons  pour  vous.    » 


^ous  avons  tenu  à  reproduire  dans  ce  Journal,  dont  la  création 
l'st  due  à  l'initiative  du  géomètre  illustre  que  la  Science  vient  de 
perdre,  les  discours  précédents,  qui  ont  déjà  paru  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences. 

Le  inomtînL  n'est  pas  encore  venu  d'éiiumérer  tous  les  titres 
que  AL  Chasles  s'était  acquis  à  l'admiration  de  ses  contemporains  ; 
qu'il  soit  permis  du  moins  à  un  de  ses  élèves  de  rappeler  en  quel- 
(jucs  mots  les  principaux  travaux  d'une  vie  si  bien  remplie  par  tant 
(1(!  belles  actions,  par  tant  de  découvertes  de  premier  ordi'e. 
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Avec  r)ii[)in,  Ponreict,  Poinsol,  M.  Cliaslcs  pouvait  cire  considrir 
coinmc  un  des  élèves  immédiats  de  Plonge  (;t  de  (^arnot  ;  il  était 
parmi  nous  le  dernier  représentant  de  e(;tte  période  féconde  où  la 
(iéométrie,  négligée  depuis  ('lairaut,  a  ])ris  un  essor  nouveau  qui 
devait  eonduirc  à  la  transformation  de  rAnalvs(!  tout  entière.  On 
sait  que  Lagrange,  dans  les  derniers  temps  de  sa  vie,  fatigué  des 
reclieiclies  d'Analyse  et  de  Mécanique,  qui  lui  assurent  pourtant 
une  gloire  iunnoitelle,  s'était  livré  à  d'autres  éludes  et  avait  aban- 
doiHié,  pendant  quelque  t(Mnps  du  nu)ins,  les  Mathématiques  pour 
la  Chimie,  j)Our  la  Physique,  pcjur  les  spéeulatious  philosophiques. 
Cet  état  d'esprit  de  Lagrange,  nous  le  rencontrons  presque  toujours 
à  certainis  mouieuts  de  la  vie  des  plus  grands  savants.  Les  idées 
nouvelles  qu'ils  ont  contribué  à  introduire  dans  la  Science  leur 
paraissent  suffisamment  développées 5  ils  ont  rempli  leur  lâche  et 
éprouvent  le  besoin  de  tourner  vers  des  sujets  tout  nouveaux  l'ac- 
tivité dv.  leur  esprit.  A  l'époque  de  Lagrange,  le  programme  de  n  - 
cherches  et  de  travaux  ouvert  aux  géomètres  par  la  découverte 
du  Calcul  inlinilésimal  paraissait  bien  ])rès  d'être  épuisé.  J)(;s 
équations  dinérenticlles  plus  ou  moins  compliquées  à  intégrer, 
quelques  Cbapilres  à  ajouter  au  Calcul  intégral,  à  la  Mécanique, 
et  il  semblait  que  l'on  allait  toucher  aux  bornes  mêmes  de  la 
Science  tout  (îiitière.  Poisson,  Fourier.  Cauchy  s'occupaient  de 
créer  des  voies  nouvelles  pour  les  recherches  d'Analyse,  en  étu- 
diant l'application  des  théories  mathématiques  à  la  Physique  et  à 
la  INJéca nique  moléculaire. 

La  (jéoiuétrie  moderne,  et  ce  sera  pour  elle  un  immortel  lioii- 
ncîur,  est  venue  changer  entièrement  ces  conditions  en  oil'rant  aux 
travaux  une  voie  nouvelle,  et  surtout  en  nous  montrant  par  des 
succès  éclatants  que,  même  dans  le  sujet  le  plus  simple,  il  v  a  tou- 
jours quelque  chose  h  faire  pour  un  esprit  ingénieux  et  inventif. 
Poncelet,  plus  âgé  et  plus  ancien  que  M.  Chasles,  a  eu  le  mérite 
de  donner  l'impulsion  et  de  créer  deux  méthodes  générales,  la 
théorie  des  /}olaires  j-éciprof/ues  et  celle  des  propriétés  projec- 
li^'es  (les  Jigiu-es.yiais^apvi'S  ces  découvertes  capitales,  il  a  consacré 
tous  ses  ellbrls  à  l'étude  de  la  Mécanique,  où  il  a  laissé  des  traces 
inellaçables.  M.  Chasles,  au  contraire,  est  resté  jusqu'à  son  dernier 
jour  lidèle  à  l'étude  de  la  Géométrie. 

Ji  a  professé  pendant  longtemps,  il  est  vrai,  le  Cours  de  Machines 

/lu//.  df<:  Scipncf%  miithérn.,  -x'  S.-nV.  I.  |  \' .  (Dérpnibrp  i,S8o.)  9.S  . 
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L'I  d'A-lmuoiJiic  à  l'École  P()lylcchiiic|ue,  cl  l'on  peut  dire  qu'il  ;i 
occupe  avec  éclat  une  chaire  dont  il  a  rappelé  l'iiistoire,  mais  (pi'il 
n'avait  ni  sollicilée  ni  nièine  désirée.  M.  Cliasles  aimait  à  rap- 
|)eler  que  rillustre  Diriclilet  lui  avait  demandé  un  exemplaire  de 
ses  Leçons,  avec  l'intention  de  les  prendre  pour  i,nude  dans  son 
(ïuseignement.  Mais  il  suftit  de  parcourir  un  instant  ces  feuilles  au- 
tographiées  pour  recoiinaitre  que  M.  Cliasles  est  resté  avant  tout  un 
géomètre  dans  son  enseignement.  Pour  lui,  comme  pour  Poucelet, 
l'élude  des  machines  a  été  féconde;  seulement  cette  étude,  qui  a 
conduit  Poucelet  à  ses  belles  découvertes  de  Mécanique,  a  sans 
aucun  doute  donné  à  M.  Cliasles  l'idée  première  de  celte  suite 
ininlcirompue  de  beaux  travaux  géométriques  sur  le  dépla'cement 
d'une  ligure  invariable  qui  constitue  un  de  ses  titres  de  gbjire. 

Les  premier.-i  travaux  de  M.  Cliasles  sont  insérés  dans  la  Corres- 
pondance de  l'École  Polytechnique.  Ils  ont  pour  objet  des  pro- 
positions relatives  aux  surfaces  du  second  degré.  Ces  lliéorènn-s 
nous  pai^aissent  aujourd'hui  fort  simples;  mais  ils  avaient  alors  un 
réel  intérêt,  car  on  n'ignore  pas  que  la  théorie  des  surfaces  du  se- 
«ond  degré  venait  à  [)eine  de  nailre  et  qu'elle  est  due  tout  entière 
aux  travaux  de  Alonge  et  de  ses  disciples  immédiats. 

A  cette  époque,  (jcrgonne  dirigeait  avec  un  grand  éclat  un 
Recueil  qui  a  aujourd'hui  pour  l'hisloire  de  la  Géométrie  un  prix 
inestimable.  I\L  Cliasles  ne  tarda  pas  à  entrer  en  correspondance  avec 
le  créateur  des  uinnales  de  Mathématiques  et  lui  envoya  des  tra- 
vaux où  il  commençait  à  employer  des  méthodes  purement  géomé- 
triques. C'est  dans  les  Annales  que  l'on  trouve  ces  Mémoires  sur 
les  projections  sléréographiques,  dont  les  théorèmes  sont  devenus 
classiqiu;s  et  le  resteront  toujours.  Malheureusement  (jcrgonnc, 
médiocrement  i-nconragé  et  ne  pouvant  su[)porter  le  labeur  écrasant 
d'une  publication  on  il  collaborait,  bien  souvent  contre  leur  gré, 
:ivi'C  tous  les  auteurs  de  Mémoir(;s,  lut  ()l)ligé  de  l'interrompre  et 
bientôt  de  la  cesser  définitivement. 

J^(î  succès  qu'il  avait  obtenu,  le  gonl  des  recherclies  qu  il  avait 
contiibué  à  dévelo[)per  avaient  produit  leur  finit,  (^uételel  vcMiait 
de  créer  en  Belgicpie  la  Corre'ipo/idance  ?nathéniafiqur  ;  Crelltî 
faisait  paraili-e  à  lîerlin  les  premières  feuilles  de  son  .Tournai,  où  il 
j)ubliait  les  Mémoiics  d'Abel  el  de.Iacobi.  AL  Cliasles  s  adressa  à 
(^uételel  el  coniinua  à  publier,  soit  dans  les  Mémoires  de  V Acadé- 
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mie  de  Biuxelles,  soit  dans  la  (oircspondance  inalhéinatlque,  les 
résultats  de  ses  rcclicrclics  de  tous  les  instants,  (^e  qui  caractérise 
surtout  les  travaux  du  niaitre  illustre  dont  nous  déplorons  la  jx'rte, 
c'est  la  fécondité,  l'abondance  vraiment  merveilleuse  des  dévelop- 
[)ements,  la  multiplicité  intiniedes  laces  (;t  des  aspects  sous  lesquels 
il  considère  la  même  proposition,  l'habileté  surtout  avec  laquelle, 
en  transformant  une  proposition  comme  par  degrés  insensibles,  il 
sait  nous  conduire  à  une  proposition  nonvelle  tout  à  fait  dillérente 
de  la  premièie. 

Parmi  les  recherclies  de  cette  époque,  il  con\ient  de;  signaler  les 
admirables  théorèmes  que  M.  Chasies  nous  a  fait  connaitre  sur  les 
fovers  et  les  focales  des  cônes  et  des  surfaces  de  ié\olution  du  se- 
cond degré,  les  Mémoires  sur  la  Statique,  sur  la  transformation 
parabolique,  la  Letti-e  à  Oiiételi-t  sur  b-s  coordonnées  tangen- 
tielles,  etc. 

(^ette  longue  suite  de  travaux  d(nait  aboutir  à  \\n  chcf-d  œuvre. 
Kn  i83o,  l'Académie  de  Bruxelles,  qui,  dans  beaucoup  d Occasions, 
a  su  choisir  ses  sujets  de  prix  de  la  manière  la  plus  heuieuse,  mit 
au  Concours  une  étude  des  méthodes  déjà  célèbres  de  la  (iéométrie 
moderne.  M.  Chasies  envoya  son  Aperça  hialorique  sur  V origine  el 
le  développement  des  méthodes  en  (réométrie,  suivi  du  Mémoire 
sur  deux  principes  généraux  de  la  Science,  la  dualité  et  l  homo- 
L^raplde.  La  première  Partie  était  loin  d'avoir  le  développement 
(ju'elle  a  pris  à  l'impression.  M.  Chasies  employa  sept  ans  à  achevei- 
\  Aperçu  et  à  l'enrichir  de  \otes  historiques,  véritables  modèles 
de  discussion  précise  (pii  ne  seront  jamais  dépassés.  C'est  en  vain 
que  Quételet  le  pressait  de  renvover  son  manuscrit*,  l'Académie  lui 
faisait  écrire  :  M.  Chasies  restait  sourd  à  toutes  ces  supplications.  Il 
complétait  ses  études  classiques,  apprenait  les  langues  orientales 
pour  pouvoir  parler  avt-c  compétence  delà  Géométrie  des  Hindous, 
de  celle  des  Latins  et  des  Arabes. 

(^iie  de  fois  nous  1  avons  entendu  parler  avec  un  plaisir  bien  lé- 
gitime de  ce  problème,  dont  la  solution  se  trouvedansla  Géométrie 
de  Brahmogupta  et  dont  personne  n  avait  bien  compris  l'c-noncé  : 
rrou\>er  un  quadrilatère  inscriptible  à  un  cercle  dans  lequel  l' aire, 
les  diagonales,  les  perpendiculaires,  leurs  segments,  le  diamètre 
du  cercle  sont  des  nombres  rationnels.  Tout  cela  a  été  éclairci 
par  M.   Chasies,   et   il   serait  grandement  à   désirer  qu  on  n'aban- 
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donnât  pas,  en  France,  l'étude  de  ces  belles  questions  histoiiques. 

Le  temps  nous  manque  non  seulement  ])our  apprécier  dignement 
toutes  les  parties  dcV^percu  Jiistoiique,  mais  pour  indiquer,  d'une 
manière  même  rapide,  les  autres  découvertes  de  M.  Cliasles.  Aous 
nous  contenterons  de  faire  remarquer  qu'elles  peuvent  être  divisées 
en  deux  classes  bien  distinctes.  Les  unes  ont  été  consacrées  à  la 
constitution  d'un  corps  de  doctrine  cohérent,  pouvant  fournir  l(;s 
éléments  d'une  méthode  de  nature  à  rivaliser  avec  la  Géométrie  d(^ 
Descartes;  elles  ont  été  coordonnées  dans  le  Traité  de  Géométrie 
supérieure  et  dans  le  Traité,  malheureusement  inachevé,  des  Sec- 
tions co/ii(/ues.  M.  Chasles  pensait  que  la(jéométrie  doit  avpir  surtout 
pour  but  la  recherche  de  quelque  principe  général  d'où  toutes  les 
propositions  découlent  sans  effort,  et  il  a  pris  pour  base  la  considé- 
ration si  féconde  du  rapport  anharmonique.  Tel  était  l'éclat  jeté  en 
France  et  à  l'étranger  par  les  travaux  de  M.  Cliasles  et  de  Steiner, 
que  l'on  n'a  pas  accordé  aux  résultats  publiés  par  quelques  géo- 
mèti'es,  profonds,  mais  peu  clairs  ou  trop  modestes,  l'attention  que 
ces  travaux  méritaient  à  bien  des  égards.  Rendons  aujourd'hui  jus- 
tice à  tout  le  monde;  mais,  ne  l'oublions  pas,  M.  Chasles  et  Steiner 
ont  eu  et  doivent  conserver  le  mérite  d'avoir  fait  aimer  la  Géoux^- 
trie,  d'avoir  appelé  à  la  tâche  des  légions  de  travailleurs,  parmi 
lesquels  se  trouvent  ceux-là  mènu!  qu'il  s'agit  de  replacer  en  meil- 
leur rang-,  ils  ont  été,  après  Poneelet,  les  chefs  et  les  conducteurs 
de  ce  grand  mouvement  qui  a  amené  la  Géométrie  à  la  situation 
qu'elle  occupe  actuellement. 

M.  Chasles  ne  s'est  pas  contenté  d'étudier  les  principes  de  la  Géo- 
métrie moderne  ;  la  création  d'un  corps  de  doctrine  nouveau  n'a  j)as 
sufii  à  absorber  son  activité.  Des  travaux  d'un  autre  genre  lui 
assurent  une  gloire  et  une  renommée  qui  dureront  éternellement; 
car  il  a  eu  l'honneur  de  donner  la  solution  déiinitive  de  quelques 
problèuies  difficiles,  examinés  depuis  longtemj)S  sous  toutes  les  faces 
par  les  géomètres,  et  aussi  d'ouvrir  à  la  Géométrie  des  voies  nou- 
velles, qui  se  sont  montrées  fécondes  et  seront  explorées  par  ses 
successeurs.  Est-il  nécessaire  de  rappeler  les  Mémoires  sur  l'attrac- 
tion des  ellipsoïdes  et  ces  beaux  théorèmes  se  rapportant  à  l'attrac- 
tion en  général  qui  figurent  sans  désavantage  à  côté  des  propo- 
sitions de  l'illustre  (jauss.  Mais,  tandis  que  (jauss  fait  appel  aux 
ressources  l(;s  plus  profondes  du  Calcul  intégral,  Î\L  Chasles  emploie; 
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des  considérations  élémentaires  et  donne  des  démonstrations  dont  la 
simplicité  a  quelque  chose  de  merveilleux. 

Quand  M.  Liouville,  reprenant  en  France  l'œuvre  commencée 
par  Gergonne  et  brusquement  interrompue,  fonda  son  Journal  de 
Alatliématiques  pures  et  appliquées,  qui  a  exercé  une  si  heureuse 
influence  sur  le  dév  eloppement  des  études  mathématiques  dans  notre 
pays,  M.  Chasles  s'empressa  de  profiter  de  ce  moyen  nouveau  de  pu- 
blication, et  il  partagea  ses  Communications  entre  ce  Journal  et  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  V  Académie  des  Sciences. 

Depuis  cette  époque  il  a  publié  successivement  les  démonstra- 
tions relatives  aux  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde,  les  théorèmes 
sur  le  déplacement  dans  le  plan  et  dans  l'espace,  le  principe  de 
correspondance  entre  deux  objets  variables,  enfin  cette  théorie  des 
caractéristiques  qui  a  exercé  une  si  heureuse  influence  sur  le  dé- 
veloppement d(;  la  Géométrie.  Tous  ces  travaux  et  bien  d'autres 
encore  que  nous  ne  pouvons  citer,  ou  qui  n'ont  pas  été  publiés, 
M.  Chasles  les  a  faits  sans  abandonner  ces  recherches  d'érudition, 
pour  lesquelles  il  avait  un  goût  particulier,  accru  par  l'accueil  si  fa- 
vorable qu'avaient  reçu  Vyipeiru  historique  et,  plus  tard,  le 
Traité  des  Porismes. 

M. Chasles  n'avait  jamais  cessé  de  travailler-,  mais  il  avaitcontinué 
de  suivre  sa  voie,  et  il  était  désagréablement  surpi'is  quand  on  lui 
présentait,  sous  le  nom  de  Géométrie,  des  Traités  où  sont  employées 
les  théories  les  plus  élevées  de  l'Algèbre  supérieure.  Pourtant  cette 
union  de  la  Svnthèst;  et  de  l'Analyse  s'est  montrée  jeconde,  etl'an- 
cnenne  Géométrie  analytique  de  Descartes  a  su  trouver,  au  contact 
des  belles  découvertes  de  la  Géométrie  moderne,  une  force  et  vme 
jeunesse  nouvelles,  qui  lui  permettront  de  parcourir  un  champ  vaste 
et  encore  inexploré.  Quelle  que  soit  l'opinion  que  nous  puissions 
avoir  à  ce  sujet,  M.  Chasles  nous  aura  rendu  le  plus  grand  des  ser- 
^  ices  si  nous  apprenons  à  son  école  à  ne  jamais  nous  lier  aux  mé- 
thodes trop  générales,  à  considérer  toujours  une  question  en  elle- 
même  et  à  trouver,  dans  les  conditions  particulières  du  problème, 
soit  un  chemin  vers  une  solution  facile,  soit  un  moyen  d'appliquer 
d'une  manière  élégante  les  procédés  généraux  que  toute  science 
digne  de  ce  noui  doit  avant  tout  rassembler,  si  elle  ne  veut  pas  se 
réduire  à  n'être  qu'une  collection  de  faits  isolés,  sans  suite,  sans 
ordre  et  sans  intérêt. 
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M.  Chasses  a  longtemps  professé  à  la  Sorbonne^  il  y  formait  d'ex- 
cellents élèves,  et  clans  son  auditoire  se  trouvaient  toujours  des 
étudiants  étrangers  que  sa  réputation  européenne  attirait  de  toutes 
parts. 

Jl  remplissait  dignement  les  devoirs  de  l'hospitalité,  et  —  c'est  là 
une  preuve  de  sa  bonté  de  cœur  —  il  accueillait  avec  autant  d'amé- 
nité et  de  bienveillance  le  savant  illustre  qui  arrivait  dans  notre 
pays  précédé  d'une  réputation  méritée  et  l'étudiant  modeste,  encore 
obscur,  qui  venait  simplement  y  compléter  ses  études. 

G.   D. 
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Kf.tti  (E.).  —  'l'ccirica  doUo    t'onnc   iicwtoiiiaiic  i'  suc  ;i|i|ili(-:i7.ionu  ail'  olct- 

trostatîca  otl  al  maffiiplismo.. ■.m-'7 

l'iRioT  (C.  ).  —  Théorie  des  foiirlioiis  abclic'iines 9-''l 

KiTRMiAM  (S.-W.).  —  Double  stars  observations  niadc  in    i'S77-7S  witli    tlie 

iSt  incli  refractor  of  ihe  Dearborn  Observatory  (Chicago) ...      i()(i-i(i7 

CwTOR  (M.).  —  Voriesunf;en  ûber  Geschichte  «Icr  Mathemalik.  Erster  Band, 

von  den  àltesten  Zeiten  bis  zuni  Jahre  i  300  naeli  Chi" 3o.'')-3i7 

CvYi.KY  (A.).  —  Trattalo    elemenlare  délie    l'unzioni   cllitticlic;  traduzione 

riveduta  c  accresciuta  d'alcune  Appendici  da  F.  P.rioschi 3.3-ri'( 

ErCLIDE.   /"ci//-   VACIITCIIKNKO-Z.VKri.MlTCIIF.NKO Ct'i~~(i 

Oermain  (Sophie).  —  Cinq  Lettres  de  Sophie  Germain  à  C.-F.  Gaiss.  publiées 

par  H.  BoxcoMPAi-.M •?73-'>7(i 

—  Mémoire  sur  l'emploi  di'.  l'épaisseur  dans  la  théorie  des  surfaces  élas- 
tiques      - 377 

Goi:ld  (B.-A.).  —  Uranonietria  Argenlina.  Biightness  and  position  ofevery 

lixed  star,  down  to  the  seventh  ma[;nitude  within  100"  of  tlie  south  pôle.      ^'')7-'>Go 

Gdvi  (G.).  —  Intorno  alla  data  di  un  discorso  inedito  pronnnciato  da  F. 
Cesi,  fondatore  dell'  Accademia  dei  Lincei.  —  Su  alcune  Lettere  di  La- 
grange,  pubbl.  dal  BoiTconipagni '>7(l-a77 

Habicu  (E.-J.).  —  Études  cinématiques 19  5-ii)r 

Harnack  (Ax.).  —  Uebcr  die  Darstellung  der  Rauincurve  vierter  Ordnung 
erster  Species  und  ihres  Secantensystems  durch  do]>pelt  periodische  Func- 
tionen.  —  Bemerkungen  zur  Géométrie  auf  den  Linienflachen  vierter  Ord- 
nung       i(JH-i-i 

HociiHF.iM  'Ad.).  —  Al  Kâl'i  fil  Hisàl)  (Geniigendes  ûber  Arilhinetik)  des  Ar.i; 

BeKR    iVIlIIAMMED   BES   Al.IlLSElX    AlkARKIIÎ I  2,')-T  jG 

HoiJEi.  (J.).  —   Cours  de  Calcul  infinitésimal.  T.  I-ll j-(f 

Bull,  des  Science.'!  mathèin.,  3°  Série,  t.  IV;   1880.  ?t) 


444  PUE]\11ERE  rAHTIIÎ. 

l'ail  ë». 

Lkcoknu.  —  Sur  l'i'iniilihio  des  sui'l'accs  llcxibl's  cl  itiexteiisibles. ........  .  /i'-J-^'' 

Lie  (S.).  —  ^kiilruifc  ziir  'Iheoiic  der  ftliuiniallluclioii j4'^~3''|i 

Lipsciinz  (R.).  —  Lohi'lnich  der  Aiialysis.  I.  lid.  (Iriuidlagcu  der  Anaiysis.  .  38J-3(j4 
M.ïSciiKE.  — Ueber  eiii  drcilacli  orllio^jonales  Fiâelicnsystem  gebildeL  aiisFIa- 

clicti  dritler  Ordiuin;; 197-300 

IMiiRAY  (C).  — ■  Observations  sur  deux  poiiils  du  Calcul  des  variations i>4-i'2') 

OusTRciL  (J.).  —  Kurzo   Anleilunjj   zum  rvcclincn   mil  dcn  (  Haniilton'sclien  ) 

Quateruionei) ....-.......;....  î  j^-.Vjd 

RiccARDi  {P.).  —  Noli/ic  délia  vita  del  conte  Pietro  Abbati  IMarf.scotti 7'J-77 

Schki.l  (W.).  —   Tlieorie   der  Hewegung  und  der  Kriilte  :  eiii  Lehrbucli  der 

theoreîisclicn  Mecbaiiik.  T.  I 34-3() 

SciULLiNc,  {C).  —   Sur  ][\  surface  minima  dti  ciniiuième  classe 3().')-'|  i.'} 

Sciii:iu:rt  (H.).  —  Kilkul  der  ab/iihlenden  Géométrie i/|-ji 

SdMiiri-  (J.).  —  Theorelische  Meebanik.  T.  I  et  II \  i3-ij3 

Stees  (Ad.).  —  Dcn  cbisliske  Kurve  o^>-  dens  AnvendelfC  i  Ko.jningstheoricn .  iGi-iti^ 
Stoxe  (O.). — ^Microscopical  nieasurements  of  i(>54  double  stars  observed  witli 

the  II   incli  reCractor  Irom  january  i,  187S,  to  september  i,   1S79 Mu 

TiiiELE  (T. -IN.).  —  Castor;  calcul  du  nioiivcnient  relaiirpt  critique  dis  obser- 
vations de  cette  étoile  double ....;....-; iG^-i'i;') 

VAtinoiii;NKO-ZAKiiAHTCiii;NK()  (iVI.-E.).  —  iNatchala   Evklida....  Les  éleuienls 

d'Euclide,  avec  une  Introduction  explicative  cl  des  Coninicntaires ().')-7C> 

Westpiiai.  (C.).  —  Licbei'  das  simultané  System  zvveier  qualerniiren  Formen 
!-leii  Grades  und  oiiie  alli;euieiue  algcbraiscbi'  Faramelcrdarstelluji|;  der 

Raumcurve  4 -ter  Ordnun{; ■'9~4' 

/,i;i:tiien  (H. -G.).  —  Cm  Flader  arijcrde  Order   med  Dobbellkcglesnit i(i')-i6f> 


MÉLANGÉS. 

Hehtrand  (,I.).     -  f  uir  Cuasles  (M.) 4  '■'-i'-' 

BiENAYMi;  (J.).  —  Lettre  à  M.  Darcoux ■A)')-.!i')- 

BoLQLET  (  C).  —  f'oir  ClIASLES  (M.) 4'^'-4 ''• 

Catalan  (E.).  —  Théorèmes  de  v.  Staudt  et  Clausi^n T/""^'^ 

Cuasles  (M.).  —  Discours  prononcés  sur  sa  tombe  |)ar  MM.  Bioktuand  et  I5oi- 

QLET.  —  Notice  sur  ses  travaux,  par  M.  Darboux. 'l'^'-'l'l- 

Darbul'x  (G.).    —    Etudes  géométriques  Sur  les  percussions  et   le  choc  des 

corps i i  ■!()-  :  'io 

—  roir  CiiAsLLS  (M.) /|3()-4  '1  '. 

EiXER  (L.).  —  Considérations  sur  quelques  l'ormub^s  inté;;rales  dont  les  va- 
leurs peuvent  être  ex|)rimées  en  certains  cas  par  la  quadrature  du  cercle.  '.o;)-.'.  Mi 

Imciis  (  L.).  —  Sur  une  classe  de  l'onclions  de  plusieurs  variables,  provenant 
de  l'inversion  des  intégrale.;  des  solutions  des  équations  diU'ércntielles  li- 
néaires;! coelïicienls  rationnels,  suivi  d'uni'  Lettre  de  l'auteur  à  M.  Bor- 

chardt. 27iS-3ou  et     3  !S-3.'i(i 

GiLBERi  (l'ii.).  —  Extrait  d'une  Lettre  h  M.  Daibuux 317-31.8 

Henry  (C).  —  Mémoire  inédit  de   Lloxaud  Eilkr,  publie  conformément  au 

manuscrit  autographe 207- ioi) 

—  Lettre  au  Rédacteur  du  linlhtiit f(iiS-J7'. 

Jaulemet   (  le  p.).  —   Deux  nouvelles  Lettres  mathématiques  inédites  du  P. 

Jaqtieinet,  de  l'Oratoire,  publiées  par  Aristide  Marri; .>oo-io7 

KuoNKCKER  (L.).  —  Sur  la  loi  de  réciprocité iSj-u)'! 

Faisant  (A.).      -  Nécrologie.  Gilsto  Bellavitis 343-3'|S 

Lie  (s.).  —  Sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  ont  enlri'  eux  une 

relation 3oo-3()'| 

M'  Ken/ii;  I  l)imcaii-J.-M.).         l'.rrears  dans  les  i  able.^  mallu-maliqiics; 3i-3j 
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l'âge» 

IMakri;  (  Ar. '. —  Extrait  du  i\l:uitisci'it  ii"  -"l'iiiT  du  l'oiitls  IVaiiçais  di-  la  IViblio- 

lhùc|uo  INalioiiale •-!7-.'!o 

—  /'ci//-  J.vql'kmkt  (leP) joo-:!!!- 

Fkllkt  (A.-E/.  —  Sur  nue  classe  d't'qualioiis  dont  toutes  les  ratines  peuvent 

s'exprimer  linéairement  en  l'onttioii  de  l'une  d'elles , jCj-^O.) 

l'iCAiii)  (Em.).  —  Sur  nue  propriété  des  fonctions  unilorines  (l'une  variable 
liées  par  une  relation  algébrique,  et  sur  une  classe  d'écpiations  dilleren- 
tielles : , .1 i .  i 'i  i(j-/|''i.'} 

KiTTKK  (Fr.)i  —  A  propos  d'une  Leitie  d<!    Eermat  sur   le  l'anienx   problème 

d'Adrien  Romain,   résolu  par  I''.  Viéte. ..  ; i-^i-iSj 

Saciisi;  (  A.).  —  Essai  liisl>)ri(|ue  sur  la  représentalion  d'une  roiictiou  arbi- 
traire d'une  seule  variable  par  une  série  trigonométrique ''l'^"^'!  ••'■       8^5-1  i  >. 

STicriiANOS  (Cyp.).  —  Sur  la  théorie  îles  connexes  conjugués ■ . .    .  >     ■{ib-3Jf< 


l'i.N  i)i;  i,\  i'ui:.mii:hi:  I'auiil;  dl  to.mi;  Iv. 
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'  Î^ECONDE    PARTIE. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  ACADÉMIQUES 
ET  PÉRIODIQUES. 

ACTA  SociETATis  SciENTiARU-M  Fexmc.ï:.  Uelsingforsiœ.  —  In-4°  (')• 

Tome  X  ;   iSyS. 

Nordenshiold  [N.-K.).  —  Sur  la  variation  de  température  pour 
vingt-quatre  heures  à  Hauimarland  (iles  d'AIand).  (171-1905 
suéd.). 

Cjrjldén  [H.).  —  Exposé  succinct  d'une  nouvelle  méthode  pour  le 
calcul  des  perturbations.  (211-219-,  suéd.). 

Les  méthodes  indiquées  par  Laplace,  sunisantes  pour  le  calcul  des  perturbations 
des  grosses  planètes,  ne  peuvent  ])lus  s'appliquer  à  la  plupart  des  astéroïdes  com- 
pris entre  Mars  et  Jupiter,  ni  à  plus  forte  raison  aux  comètes  périodiques.  Ilansen 
a.  le  premier,  découvert  des  méthodes  à  l'aide  desquelles  les  perturbations  des  pe- 
tites planètes  peuvent  se  calculer  avec  la  même  précision  que  celles  des  anciennes  j 
il  a,  de  plus,  fait  le  premier  pas  vers  la  découverte  d'un  moyen  applicable  à  la 
détermination  des  perturbations   des  comètes  périodiques  et  fondé   sur   l'idée  du 

(')  Voir  DuUetiiu  1,  27',;  VI,   loS. 
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partage  (le  l'orbileen  régions  pour  chacune  desquelles  il  emploie  des  lunr.ulesdifle- 
rerites.  i\Iaià  il  restait  à  résoudre  certaines  difficultés  de  calcul  qui  exigeaient  rem- 
ploi de  procédés  mathématiques  dont  Hansen  n'avait  pas  songé  à  se  servir.  M.  Gyldén 
est  parvenu  à  résoudre  ce  problème  par  l'introduction  des  fonctions  elliptiques.  11 
expose  dans  le  présent  article  un  court  résumé  de  sa  méthode  et  tentiine  par  un 
exemple  numérique  relatif  aux  perturbations  de  la  comète  d'Encke  par  Jupiter. 

Kruegcr  (-^.)-  —  Heclierclies  sur  l'orbite  de  la  planète  Tliéniis, 
avec  une  nouvelle  détermination  de  l'attraction  de  Jupiter. 
(283-295;  ail.). 

Les  calculs  ont  été  faits  d'abord  par  la  méthode  d'Encke,  puis  par  celle  de  Han- 
sen, qui  ont  donné  des  résultats  concordants. 

L'auteur  en  a  conclu,  par  la  comparaison   avec  les    observations,    la    masse   de 

Jupiter  égale  à 


io'47,538±o,oJ2 


Norclenskiold  [N.-K.).  —  Comparaison  de  la  variation  diurne  de 
température  à  Helsingfors  d'après  les  observations  du  professeur 
Hâllstrom  et  d'après  celles  de  l'Observatoire  magnétique  et  mé- 
téorologique. (299-323  ;  suéd.). 

Kruegev  [yi-)-  —  Sur  la  température  moyenne  à  Helsingtors, 
d'après  les  observations  de  l'Observatoire  magnétique  et  météo- 
rologique, i845-i856.  (379-388-,  ail.). 

Hâllstén  [K.].  —  Sur  les  lignes  adiabatiques.  (45i-4j5-,  suéd.). 

Bonsdorff[E.).  —  Considérations  sur  la  construction  des  poly- 
gones réguliers.  (4^7-4^4^  suéd.). 

L'auteur  s'occupe,  dans  cette  Note,  des  polygones  réguliers  dont  la  construction 
dépend  de  celle  des  racines  d'équations  du  troisième  degré.  11  développe  les  calculs 
pour  les  polygones  de  19  et  de  78  côtés. 

Kruegev  [A.).  —  Eloge  de  Friedricli-U  illielni-Augast  Arge- 
laiidei',  lu  dans  la  séance  solennelle  de  la  Société  des  Sciences  de 
Finlande  le  29  avril  1875.  (  18  p.  ;  suéd.). 

Suivi  d'un  Catalogue  des  publications  d'Argclandcr. 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 
Tome  LXXXIX;  1879,  1"  semestre. 

M  14;  6  octobre. 

Tisserand.  —  Sur  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice 
dans  le  cas  où,  les  excentricités  étant  petites,  l'inclinaison  mutuelle 
des  orbites  est  quelconque.  (585). 

Suite  du  travail   important  présenté  dans  les  séances  des  Qo  et  37  janvier,  3  fé- 
vrier et  16  juin  1879.  JNous  l'analyserons  quand  il  sera  terminé. 

Dauhrée.  —  Sur  une  météoi'ite  sporadosidère  tombée  le  3i  janvier 
1879  à  la  Bécasse,  commune  de  Dun-le-Poèlier  (Indre).  (597). 

Perriev.  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  d'Abbadie  sur  les  opérations 
exécutées  pour  la  jonction  de  la  triangulation  de  l'Algérie  à  celle 
de  l'Espagne.  (6o5). 

N'^  lo;   13  octobre. 

Lnguerre.  —  Sur  la  séparation  des  racines  d'une  équation  algé- 
brique à  coefficients  numériques.  (635). 

Effectuons  la  division  du  polynôme /(x)  jjar  {x  —  «)(-r — b).  Soient 

C„-i-  C,  X  -H  C;.r--t-  ...  -1-  C,„_.^a:"'~' 

la  partie  entière  du  quotient  et  Mj-  ■+-  N  le  reste;  soit,  de  plus, 

M  .r  -i-  N         _      H A 

(x  —  a)[x  —  b)       X — b       X—  «' 
formons  la  suite 

A,  B  — -^C,„  B  — è=C,,    ...,  B— 6'"-'C„,_,,  B. 

En  supposant  i >  rt  ]> 0,  le   nombre  des  racines  de  l'équation  f{x)  =  o  comprises 
entre  «  et  è  est  au  pfus  égal  au  nombre  de  variations  de  cette  suite,  et,  si  ces  deux 
nombres  sont  différents,  leur  différence  est  un  nombre  pair. 
Si  l'on  considère  la  suite 

Ao,  A(,rt-t-A,,  Aort--i- A,« -t- A.,    ... 

des  coefficients  du  quotient  du  polynôme /(x)  par  x — a,  le  dernier  terme  de  la 
suite  étant  f{a),  le  nombre  des  variations  de  cette  suite  fournit  une  limite  supé- 
rieure du  nombre  des  racines  de  l'équation  /(x)  =  oplus  grandes  que  a. 
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Warren  de  la  Rue  cl  Millier  [W.).  —  Expcricuces  sur  la  décliargc 
électrique  de  la  pile  à  chlorure  d'argent.   (ôSy). 

N°  16^  20  octobre. 
Peters.  —  Découverte  d'une  petite  planète.  (66o). 

Henry.  —  Observation  de  la  planète  (^')  (Peters),  faite  à  l'Obser- 
vatoire de  Paris.  (66i). 

Bernardiere  {de).  —  Observations  de  déclinaison,  d'inclinaison  et 
d'intensité  horizontale  dans  le  bassin  de  la  Méditerranée.  (66i). 

Picard  [E.).  —  Sur  les  fonctions  entières.  (662). 

G(x)  étant  une  fonction  entière  (développable  en  une  série  procédant  suivant  les 
puissances  entières  positives  de  oc,  convergente  dans  tout  le  plan),  il  ne  peut  y  avoir 
plus  d'une  valeur  finie  «  pour  laquelle  l'équation  G{x)^^a  ait  unnonibic  limité  de 
racines,  à  moins  que  G(jr)  ne  soit  un  polynôme. 

NM7;  27  oclobre. 

Perrier  [F.].- —  Détermination  des  longitudes,  latitudes  et  azimuts 
terrestres  en  Algérie.  (699). 

T  iolle  (/.).  —  Chaleurs  spécifiques  et  points  de  fusion  de  divers 
métaux  rélractaires.  (704). 

N°  18;  3  novembre. 

Mouchez.  —  Admission  d'élèves-astronomes  à  l'Observatoire  de 
Paris.  (725). 

Moucliez. —  Instructions  nautiques  sur  les  cotes  de  l'Algérie.  (72G). 

Caligny  {A.  de).  —  Expériences  sur  un  siphon  renversé  à  deux 
branches  horizontales,  pouvant  élever  de  l'eau  à  des  hauteurs 
considérables,  etc.  (727). 

KlercKer  {de).  —  Sur  le  spectre  anormal  de  la  lumière.  (734)- 

iMcrcadier.  —  Sur  la  délerminaliou  des  éléments  d'un  mouvement 
vibratoire^  mesure  des  amplitudes.  (730'). 
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Picard  [E.).  —  Sur  les  fonctions  analytiques  uuiformos  dans  le 
voisinage  d'un  point  singulier  essentiel,  (745). 

M.  Wcierstrass  a  montré  que  dans  le  voisinage  d'nn  point  singulier  essentiel  A 
toute  fonction  uniforme/fa;)  s'approclie  autant  qu'on  le  veut  de  toute  valeur  don- 
née. M.  Picard  complète  celte  proposition  en  montrant  que,  dans  ce  voisinage,  il  y 
a  une  infinité  de  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fonction  devient  rigoureusement 
égale  à  «;  il  ne  peut  y  avoir  d'exception  que  pour  deux  valeurs  particulières  de  a. 

Soret  et  Rilliet.  —  Sur  les  spectres  d'absorption  ultra-violets  des 
élhers  azotiques  et  azoteux.  (747)- 

Tliollon.  —  Sur  un  nouveau  spectroscope  stellairc.  (749)- 

Pauchon.   —   Sur  les  tensions  de    vapeur  des    solutions  salines. 

(732). 

Dehran.  —  Sur  un  tliermoniètre  électro-capillaire.  (755). 

H(iU[yl.).  —  Les  satellites  de  Mars  en  1879.  (776). 

Léautê.  —  Détermination  de  la  figure  de  reposapparent  d'une  corde 
inextensible  en  mouvement  dans  l'espace;  conditions  nécessaires 
pour  qu'elle  se  produise.  (778). 

L'auteur  démontre  ce  théorème  élégant  : 

«  Lorsqu'une  corde  inextensible  en  mouvement  dans  l'espace  conserve  une  li- 
gure permanente,  la  jjrandeur  de  la  vitesse  est  à  chaque  instant  la  mèrae  en  tous  les 
points.  » 

Si  déplus  les  forces  extérieures  sont  indépendantes  du  temps,  la  vitesse  commune 
il  tous  les  points  est  aussi  indépendante  du  temps.  Il  en  est  de  même  de  la  tension, 
qui  d'ailleurs  varie  d'un  point  à  un  autre. 

Dans  ce  dernier  cas,  c'est-à-dire  quand  les  forces  extérieures  ne  varient  pas  avec 
le  temps,  la  forme  permanente  de  la  corde  en  mouvement  est  la  même  que  la  forme 
d'équilibre  de  la  corde  au  repos  sous  l'action  des  mêmes  forces  et  ne  dépend  pas 
de  la  grandeur  de  la  vitesse  d'entraînement. 

Rossetli  {F.).  —  Sur  les  pouvoirs  absorbant  et  émissif  tliermique 
des  flammes  et  siirla  température  de  l'aie  voltaïque.  (781). 


N"  20;   n  usTcnibre. 

Mouchez.    —    Observations    méridiennes     des   petites    planètes, 
laites  à  l'Observatoire  de  Greenwicli  (transmises  par  l'astronome 
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royal,  M.  G.-B.   Airy)   et  à  l'Observatoire  do  Paris  pendant  le 
troisième  trimestre  de  l'année  1879.  (801). 

Sainte-Claire  Deville  (//.)•  —  Delà  température  de  décomposi- 
tion des  vapeurs.  (8o3). 

Cornu  (yi-)-  —  OiDservalion  de  la  limite  ultra-violette  du  spectre 
solaire  à  diverses  altitudes.  (808). 

S)  h'ester. —  Sur  le  vrai  nombre  des  covariants  fondamentaux  d'un 
svslème  de  deuxcubiqvies.  (8^8). 

L'éniiniération  des  invariants  et  covariants  pour  un  système  de  deux  cubiques  bi- 
naires, donnée  par  M.  Salmon  [Modem  higher  yilgebra,  p.  i86)  et  attribuée  par  lui 
à  !\IM.  Clobsch  et  Gordan,  comprend  huit  covariants  lint-aires  dont  deux  sont  du 
degré  3  par  rapport  ans  coefficients  de  l'une  des  cubiques  et  l'autre  du  degré. 4. 
M.  Sylvester,  par  sa  méthode,  avait  précisément  trouvé  les  mêmes  invariants  et  co- 
variants fondamentaux;  mais,  en  refaisant  ses  calculs,  M.  Franklin,  de  Baltimore,  a 
découvert  qu'il  y  avait  une  faute  d'Arithmétique  commise  par  M.  Sylvester  dans  son 
tamisage  et  que  les  deux  covariants  linéaires  dont  il  a  été  parlé  plus  haut  ne  doivent 
pas  figurer  dans  la  Table.  M.  Sylvester  démontre  qu'en  effet  ces  covariants  ne  sont 
pas  fondameiitaux,  ce  qui  réduit  de  28  à  26  le  nombre  des  Grundformen  pour  un 
système  de  deux  cubiques. 

Appell.  —  Sur  une  classe  de  fonctions   analogues  aux  fonctions 
culérionnes  étudiées  par  M.  Heine.  (84i)- 

Considérons  le  produit 


J'ji  -\-  Ij'ji 


z  ^!-  JM  -1-  w/y. 

où  /n,  «  sont  deux  entiers  positifs,  &j  et  w' deux  quantités  imaginaires  telles  que  dans 

le  rapport  —  le  coefficient  de  i  soit  positif;  la  fonction  P(~,  w,  «)>  quand  on  fait 

croître  indéfiniment  m  et  «,  tend  vers  une  limite  fonction  de  z  qui  dépend  de  la  loi 
suivant  laquelle  m  et  a  augmentent  ensemble  à  l'infini;  les  fonctions  limites  aux- 
quelles on  arrive  on  changeant  cette  loi  diffèrent  l'une  de  l'autie  par  un  facteur  de 
la  forme  6*=^.  M.  Appell  étudie  ces  fonctions;  il  montre  en  particulier  qu'elles  peu- 
vent s'exprimer  à  l'aide  de  la  fonction  de  M.  Heine 


"(-^)=n-^^' 


"  —  '  I  —  q  ^ 

ri..'  i 

OÙ  r/  =:e  "  ,  et  donne  diverses  propriétés  de  cette  fonction  il,  en  particulier  la  dé- 

I 


lomposilion  delà  fonction  entière  —  en  facteurs  nriiiiaiics. 
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Bigoiuddii.  —  Observation  d'un  satellite  de  Mars  (Deiraos),  faite 
à  l'Observatoire  de  Paris.  (8j2). 

Picard  [E.].  —  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques  avec  des 
points  singuliers  essentiels.  (853). 

L'auteur  donne  dans  cette  IVote  l'expression  des  fonctions  uniformes  doublement 
périodiques  ayant  dans  chaque  parallélogramme  de  périodes  un  nombre  fini  «  de 
points  sin[;uliers  essentiels  a,,  k.,  ...,  a,,.  Déii^jnant  par  k(x)  une  fonction  dou- 
blement périodique  ordinaire  aux  mêmes  périodes  élémentaires  que  f{x)  cl 
dont  les  pôles,  simples  d'ailleurs,  soient  précisément  a,,  «,,  ...,a„,  M.  Picard 
prouve  que  l'on  a 

/=.i— I 

/(^)=  2  («')*F*["(-^:]. 

u'  étant  la  dérivée  de  «  et  F„,  F,,   ...,  F„_,  représentant  des  fonctions  uniformes 
de  H,  n'ayant  d'autre  point  singulier  essentiel  que  le  point  ce  . 

Thollon.  —  Taches  et  protubérances  solaires  observées  avec  un 
speclroscope  à  grande  dispersion.  (855). 


N"  21  j  24  noYembre. 

Penier  {F.).  —  Jonction  géodésique  de  l'Algérie  avec  l'Espagne, 
opération  internationale  exécutée  sous  la  direction  de  MM.  Jbaiîez 
et  F.  Perrier.  (88j). 

Poincaré.  —  Sur  les  formes  quadratiques.  (897). 

Zeuthen.  —  Détermination  de  courbes  et  de  surfaces  satisfaisant 
à  des  conditions  de  contact  double.  (899). 

On  iloit  à  'SI.  Chasles  une  expression  du  nombre  des  courbes  d'un  système  à  ca- 
ractéristiques données  qui  sont  tangentes  à  une  courbe  dont  on  connaît  l'ordre  et  la 
classe.  i\!.  Zeuthen  s'occupe  dans  cette  Note  de  questions  analogues,  telles  que  les 
suivantes  :  Nombre  des  courbes  d'un  système  doublement  infini  qui  ont  avec  une 
courbe  lise  deux  contacts  simples  ou  un  contact  du  second  ordre. 

Nombre  des  surfaces  d'un  système  doublement  infini  qui  ont  deux  contacts 
simples  ou  un  contact  slationnaire  avec  une  surface  fixe  ('). 


(')  M.  Zeuthen  nous  a  prie  de  faire  observer  que  le  théorème,  déduit  dans  cette 
noie,  sur  les  courbes  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  donnée,  a 
été  trouvé  autrement  par  M.  Halphen,  dans  le  Dutlctiri  de  la  Société  mathématique, 
t.  V,  p.  1^,  1S76,  et  que  M.  Halphen  indique  aussi  qu'on  peut  appliquer  le  même 
procédé  à  la  délerminlaion  du  nombre  des  courbes  ayant  deux  contacts  simples. 
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N°  2'2;   {"'  drcfiiibre. 

Gjldén[H.).  —  Démonstration,  au  moyen  dos  fonctions  ellip- 
tiques, d'un  tliéorème  dans  la  tliéorie  de  la  libration  de  la  Lune. 
(932). 

Laplacc  a  démontré,  dans  la  Mécanique  célestf,  que  les  deux  moyens  mouvements 
de  la  Lune,  de  rotation  et  de  révolution,  sont  parfaitement  égaux  entre  eux,  et  que, 
pour  qu'il  en  fût  ainsi,  il  suffisait  que,  à  l'origine,  la  différence  des  deux  mouve- 
ments ait  été  comprise  entre  certaines  limites. 

La  démonstration  de  Laplace,  fondée  sur  l'intégralion  d'une  équation  différen- 
tielle, suppose  que  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  et  le  premier  axe  princi- 
pal soit  très  petit:  M.  Gyldén  lève  cette  restriction. 

L'équation  dont  il  s'agit  est 

«'°-c  3    ,  B  —  A    . 

--  = //'  — - —  sin  2  j. 

dt^  1  C 

, ,       3  «-  B  —  A 
On  en  tire,  en  posant  k^  =  -  >-  — -- —  ' 
2   C        <j 

£  =  am\/2C(^  -  ro)(mod.  A)  =^  am  -  1/3  — - — (c  — ;,). 

Si  le  module  est  plus  petit  que  l'unité,  l'expression  de  £  renferme  évidemment  un 
terme  qui  est  multiplié  par  le  temps.  Dans  le  cas  contraire,  on  voit  aisément  que  le 
terme  multiplié  par  le  temps  disparaît  et  (jue  l'égalité  des  deux  mouvements  a  lieu. 

Hirn.  —  Notice  sur  la  mesure  des  quantités  d'électricité.  (gSS). 

Plantainour.  —  Des  mouvements  périodiques  du  sol  accusés  par 
des  niveaux  à  bulle  d'air.  (937). 

Penier  {^F.  ). — -Jonction  astronomicjue  de  l'Algérie  avec  l'Espagne, 
opération  internationale  exécutée  sous  la  direction  de  JMM.  le 
général  Ibailez  et  le  commandant  Perrier.  (945). 

Zeullien.  —  Détermination  des  courbes  et  des  surfaces  de  deux 
systèmes  qui  ont  entre  elles  des  contacts  doubles  ou  stalionn aires. 
(946). 

Lipschitz.  —  Sur  des  séries  relatives   à  la  théorie  des  nombres. 

(948). 

L'auteur  considère  la  série  des  nombres 

—  ?.  —  3,  —  5,  —  G,  —  7,   ... 
ronteniuil  tous  ks  entiers  qui  ne  .sont  divisiliics  par  aucun  carré,  chacun  pris  avec 
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le  signe  h  ou  ~,  selon  qu'il  rosiillo  de  la  multiplication  ilc  lactours  premiiis  en 
nombre  paii"  ou  impair,  etilonnc  les  propositions  suivantes,  où  [N]  désigne  le  plus 
grand  nombre  entier  qui  ne  surpasse  pas  le  nombre  réel  et  positif  N,/(«)  le  nombre 
de  diviseurs  de  /;,  ffÇ'i)  leur  somme,  <f{n)  le  nonrbre  de  nombres  premiers  à  n 

contenus  dans  la  suite  i,  2,  .  .  . ,  «,  où  D(rt  )  = ?  et  où,  enfin,  on  suppose 

/•(.)+/( -2) -f-...+/(0=F(0, 
..-(') -«-(2)-..    -^^'(0  =  G(0, 

?C')-^?(2)-...^-?(0  =  *(0, 

^'"'- ^  [(?)]"  "PI- -"■ 

o(„,-,„p]-,o[(^)].„.,„ 

"(")-''[(?)]-"[(?)]--*'->■ 

Carpcntier.  —  Sur  un  ficin  dynamomélriquo  se  réglant  automa- 
tiquement. (900). 

N«  23;   8  décembre. 
Tisserand  [F.].  —  Sur  les  satellites  de  Mars.  (961). 

Les  deux  satellites  d(!  Mars  se  meuvent  à  très  peu  près  dans  un  même  plan,  qui  dif- 
fère peu  de  l'équateur  de  la  planète.  M.  Tisserand  montre  que,  en  supposant  la  loi  des 
densités  dans  l'intérieur  de  Mars  la  même  que  dans  l'intérieur  de  la  Terre,  et  en 
lui  attribuant,  par  suite,  un  aplatissement  que  les  mesures  directes  ne  peuvent  pas 
mettre  en  évidence  actuellement,  les  plans  des  orbites  des  deux  satellites  ne  s'éloi- 
gneront jamais  que  très  peu  du  plan  de  l'équateur  de  la  planète. 

Caligjij  [A.  de).  —   Expériences    sur  les    ajutages    divergents, 
divisés  eu  plusieurs  parties  par  des  lames.  (97t)). 

Lamej.  —  Sur  la  visibilité  directe  du  réseau  pliotospliériquc  du 
Soleil.  (984). 

Lipschitz.  —  Sur  des  séries   relatives  à  la  théorie  des  nombres. 

(985). 


Les  séries 
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où  la  variable  s  surpasse  l'unité,  sont  toutes  réductibles  à  la  série 


2;i=^w. 


étudiée  par  Riemann.  On  a  la  relation 


I  I  I  I  r 


Guébhavd.  —  Anneaux  colorés  pioduils  à  la  surface  du  mercure. 

(937)- 

N"  24;   15  décembre. 

Hevinite.  —  Sur  quelques    applications  des  fonctions  elliptiques. 


Le  système  des  quatre  fonctions  représentées,  en  faisant  ,«  =  o,  i,  2,3,  par  l'ex- 
pression 

d  (ii-h  n)  c'-" 
*  (  «  )  :=  — 1 

où  a  et  ).  sont  des  constantes   quelconques   et   R^  le  résidu  correspondant  au  pôle 

Il  =  iK'  de  -^^ —  j  conduit  à  des  équations  différentielles  données  par  l'auteur 

dans  le  t.  LXXXVI  des  Comptes  rendus,  p.  ",!'■>  ''  ^"  déduit  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  du  second  ordre,  dont  la  solution  complète  s'obtient,  ainsi  que 
celle  de  Lamé,  dans  le  cas  de  «=  i,  par  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  seconde  espèce,  ayant  la  demi-période  iVJ  pour  infini  simple. 

Les  mêmes  relations  conduisent  M.  Hermite  à  d'autres  équations  du  second  ordre 
dont  on  connaît  une  solution  en  vertu  de  leur  formation  même  et  qu'il  intègre 
complètement. 

ylhbadie  [A.  d').  —  Sur  les  variations  de  la  verticale.  (1016). 

Tatin.  —  Nouvel  aéropbane  mù  par  une  macliine  à  air  comprimé; 
détermination  expérimentale  du  travail  nécessaire  pour  faire 
voler  cet  appareil.  (1024). 

Appell.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  qui  se  rattachent  aux  fonc- 
tions de  M.  Heine.  (io3i). 
Étude  de  la  l'onction 

où   C),  c./.  w"  sont  des  quantités  imaginaires  telles  que  dans  —,  —  les    coefficients 
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(Je  /  soient  positil's,  et  où  l'on  a  posé 

-<■>' i  r.i.,"i 

Goiiy.  —  Sur  la  mesure  de  l'intensité  des  raies  d'absorption  et 
des  raies  obscures  du  spectre  solaire.  (io33). 

N«  25-,  22  décembre. 

Mercndier.  —  Sur  la  détermination  des  éléments  d'un  mouvement 
vi])ratoire;  mesure  des  périodes. 

N"  26^  29  décembre. 

Resal  (  H.  ) .  —  Note  sur  les  dillérentes  branches  de  la  Cinématique. 

(1090). 

H  ermite.  —  Sur  quelques  applications  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  (1092). 

Continuant  le  cours  de  ses  recherches  sur  une  classe  spéciale  d'équations  différen- 
tielles linéaires  du  second  ordre,  M.  Herniite  montre  comment,  connaissant  le  pro- 
duit de  deux  solutions  particulières  A,  B  dune  telle  équation,  on  peut  former  l'é- 
quation plus  générale  ayant  pour  solution  l'expression 

CAc'"'-t-C'Be-''", 

et  applique  ces  résultats  aux  équations  qu'il  étudie  ;  il  forme  ensuite  l'équation 
linéaire  du  second  ordre  admettant  pour  solutions  les  deux  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce  à  pôle  unique 

H  (  «  H-  a',  e'"'  H  f  «  -+-  ,5  ')  e''» 

Picard  [E.].  —  Sur  une  propriété  de  certaines  fonctions  analogues 
aux  fonctions  algébriques.  (1106). 

Soit  A(  =  )  une  fonction  de  la  variable  z  ayant  en  chaque  point  du  plan  un 
nombre  fini  m  de  valeurs  et  n'ayant  dans  toute  l'étendue  du  plan  qu'un  nombre 
limité  de  points  singuliers  :  il  ne  peut  y  avoir  deux  valeurs  a,  h  pour  lesquelles  les 
équations  A(3)  =  «,  A(z)  =  i  aient  seulement  un  nombre  limité  de  racines,  à 
moins  que  la  fonction  A(z)  ne  soit  une  fonction  algébrique. 

M.  Picard  donne  l'application  suivante  de  cette  importante  proposition. 

Envisageons  l'équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  de  la 
forme  suivante, 
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a,  b,  c  étanUtrois  cùiistantos  dilïcrentcs,  F  et /des  polynômes  en  x  cl  j-,  on  suppose 
évidemment  que  les  deux  membres  de  l'équation  nont  pas  de  facteurs  communs; 
si  une  telle  équation  admet  une  intégrale  uniforme  dans  tout  le  plan,  celte  inté- 
grale ne  pourra  être  qu'une  fonction  lalionnelle, 

Liouville    [R-)-  —   Sur  l'impossibilité  do  la  relation   algébrique 

X«-f- Y"-f-Z"=  o.  (1108). 

Celte  relation,  en  supposant  que  X,  Y,  Z  soient  des  fonctions  rationnelles  d'une 
même  variable,  ne  peut  avoir  lieu  que  si  n=i. 

Mercadier.  —  Sur  la  déterinination  des  éléments  d'un  mouvcmenl 
vibratoire  :,   mesure  de  la  phase,  (i  1 10). 

Perruche.  —  Sur  un  nouveau  brûleur  électrique.  (  i  1 1 2  ). 

Guéhhard.  —  Sur  un  nouveau  procédé  phonéidoscopique  par  les 
anneaux  colorés,  (i  1 13). 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiées 

sous  LES  AUSPICES  DU   MINISTRE   DE   l' INSTRUCTION   PUBLIQUE,  PAR  UN   COMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ   DE  MM.  LES  MAÎTRES   DE  CONFÉRENCES  DE  l'ÉcOLE. 

Tome  VIIÏ;   1879.  a''  série. 

S aiîite- Claire  Deville  [H.  )  et  MascarL  [E.).  —  Sur  la  construc- 
tion de  la  règle  géodésique  internationale.  (9-54)- 

Longchmnps  [Gohierre  de).  —  Sur  les  nombres  de   Bernoulli. 

(55-80). 

L'objet  du  travail  de  M.  Goliierre  dcLongchamps  est  l'étude,  par  une  voie  entière- 
ment élémentaire,  du  développement  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  de  la 
somme 

S.,. /,  =  I  ''  -t-  2''  -i-  S'''  -4-  . .  .  +  x'' . 
L'auteur  établit  d'abord  l'identité  fondamentale 

^.x-Jc^ï  =  (^-  H-  ')  S,.y,  -(Si_^.-H  Soy,H-  ...-+-  S,./,); 

il  en  déduit  que  le  nombre  S.r /.  est  une  fonction  entière  de  x,  de  degré  /<  +  r,  sans 
ronstante.  Posant  ensuite 

S.r,/,  =  A/,  ,r/.t  1  4-  B/,  .r/.-  +  (?;,.,  x'^-l  +  F,,,  ,  .ï/-  2+  .  ,  .  h-  p^  ,,^^^  ^  ), 


il  prouvft  qiio  l'on  a 


])nisque,  en  posant 
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,        B;,.=---,        P/,  ,=-, 


P 


P/o=P/,,-P/,«=...=o, 


/.•  2/-1  —  ^/  777 ' 


les  nombres  k/  sont  définis  par  l'égalité 
p  =  i-t 

Les  nombres  de  IJernoulli  sont  liés  aux  nombres  k  par  lu  relation 


L'auteur  compare  ensuite  la  méthode  qu'il  a  donnée  pour  le  calcul  îles  nombres  « 
à  celles  que  l'on  connaît  pour  le  calcul  des  nombres  de  lîernoulli  et  montre  que 
ces  dernières  sont  beaucoup  plus  compliquées. 

Mévaj  (C).  —  Essai  sur  li;  calcul  des  quanlilés  associées  en  sys- 
tèmes et  sur  sou  applicatiou  à  la  théorie  des  équatious  simultanées. 
(81-1 10,  327-360). 

L'auteur  appelle  assemblages  binaires  des  (groupes  de  quantités  réelles  ou  imagi- 
naires, telles  que 

"/.Mj»  "A--i_ii  •  •  •  ■>  <^k-i\h  ■•■  >  '^0,/.' 

ces  groupes  étant  soumis,  dans  leurs  combinaisons,  à  diverses  règles,  dont  les 
principales  vont  être  expliquées. 

ii  est  la  taxe  de  l'assemblage,  et  les  A -h  i  quantités  a/c,o,  . . .  .  ao  A-  en  sont  les 
pièces;  un  assemblage  de  taxe  =0  ne  contient  qu'une  pièce;  les  assemblages  de 
taxe  =  I  sont  dits  primordiaux;  les  assemblages  de  môme  taxe  sont  dits  isotaxiques  ; 
un  assemblage  peut  être  désigné  soit  par  une  seule  lettre,  soit  par  l'ensemble  des 
lettres  qui  désignent  ses  pièces,  les  premiers  indices  allant  toujours  en  diminuant; 
deux  assemblages  isotaxiques  sont  égaux  quand  les  pièces  de  même  rang  sont  respec- 
tivement égales;  autrement,  ils  sont  inégaux. 

La  somme  de  plusieurs  assemblages  isotaxiques  est  l'assemblage  isotaxique  qui  a 
pour  pièces  les  sommes  des  pièces  de  mêmes  indices  dans  les  assemblages  proposés. 
La  différence  se  définit  de  même. 

La  multiplication  de  m  assemblages  donnés  de  taxes  k\  A",  ....  /(("■)  est  l'assem- 
blage de  taxe  li=zh' -r-  k" -+-  . . .  -f-  à("'),  dans  lequel  la  pièce  d'indice  /,  /  (i-i-j  =k) 
s'obtient  en  prenant  arbitrairement  et  respectivement,  dans  les  assemblages  donnés, 
m  pièces  dont  les  premiers  indices  ont  une  somme  égale  à  i,  les  seconds  une  somme 
égale  kj,  eu  formant  le  produit  de  ces  pièces,  puis  la  somme  de  tous  les  produits  de 
cette  espèce.  Le  produit  de  plusieurs  assemblages  ne  dépend  pas  de  l'ordre  dans 
lequel  on  peut  disposer  des  facteurs;  la  multiplication  des  assemblages  peut  être 
fractionnée  comme  celle  des  quantités  ordinaires;  chaque  pièce  d'un  produit  est 
une  fonction  linéaire  et  homogène  de  celles  d'un  facteur  quelconque  considéré  isolc- 
/iiil/.  des  Scie/!ces  inacli.,  j''  Séiie,  t.  IV.  (Janvier  iSSo.)  R.2 
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ment.  Pour\qu'im  produit  de  plusieurs  assemblages  soit  nul,  il  faut  et  il  suflit  que 
l'un  des  facteurs  soit  nul.  Le  produit  de  deux  sommes  A,  B,  composées  chacune 
d'un  nombre  quelconque  d'assemblages  isotaxiques,  est  égal  à  la  somme  des  pro- 
duits partiels  que  l'on  obtient  en  multipliant  successivement  chacune  des  parties 
de  A  par  chacune  des  parties  de  B. 

La  formule  de  Newton  est  aussi  applicable  au  développement  de  toute  puissance 
d'un  polynôme  quelconque  ayant  pour  termes  des  assemblages  isotaxiques,  en 
monômes  entiers  par  rapport  aux  termes  de  ce  polynôme. 

Pour  ce  qui  est  de  la  division,  opération  inverse  de  la  multiplication,  les  pièces 
de  l'assemblage  quotient  se  calculeront  par  la  résolution  des  A •+  i  équations  linéaires 
simultanées  que  l'on  obtient  en  égalant  respectivement  aux  pièces  connues  du  divi- 
dende les  A- -1-1  pièces  de  mêmes  indices  dans  le  produit  du  diviseur  par  un  assem- 
blage indéterminé  de  taxe  A  —  A'.  Naturellement,  l'opération  n'est  possible  que  sous 
certaines  conditions. 

Une  fonction  entière  de  plusieurs  assemblages,  regardés  comme  des  var-iables 
indépendantes,  s'obtient  en  opérant  sur  ces  assemblages  un  nombre  fini  d'addition:, 
et  de  multiplications;  pour  que  les  additions  soient  possibles,  il  faut  évidemment 
que  les  termes  monômes  soient  isotaxiques,  et  par  conséquent  que,  pour  cl)aqu(> 
terme,  la  somme  de  la  taxe  du  coefficient  et  des  produits  de  celles  des  variables  qui 
y  entrent  comme  facteurs  par  les  exposants  des  puissances  auxquelles  elles  y  sont 
élevées  soit  un  même  nombre,  qui  est  évidemment  la  taxe  du  polynôme;  le  degré 
d'un  terme  est  la  somme  des  exposants  des  variables  qui  y  figurent;  le  degré  du 
polynôme  est  le  plus  grand  de  ces  nombres. 

Pour  qu'une  fonction  enlière  de  quelques  assemblages  variables  soit  nulle 
identiquement,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses  coelficieuls  soient  nuls. 

Si  dans  une  fonction  entière  de  plusieurs  assemblages  on  remplace  chaque 
variable  par  une  somme  de  deux  autres  (isotaxiques),  considérées  l'une  comme  une 
valeur  particulière  de  cette  variable,  l'autre  comme  son  accroissement,  puis  que 
l'on  ordonne  par  rapport  aux  puissances  croissantes  des  accroissements  le  dévelop- 
pement de  la  nouvelle  fonction,  le  résultat  aura  précisément  la  forme  de  \a  formule 
de  Taylor  :  de  là  se  déduit  la  notion  de  la  dérivée  d'une  fonction  entièi-e. 

M.  Méray  étudie  ensuite  les  équations  entières  à  un  assemblage  inconnu  ;  l'ana- 
logie se  poursuit. 

Si  l'équation  entière 

/(r)  =  o 

admet  la  racine  a  et  si  l'on  nomme  «  le  moins  élevé  des  ordres  des  dérivées  de 
f{x)  qui  ne  s'annulent  pas  pour  .r  =  a,  le  polynôme /(.r)  est  divisible  par  (x  —  «)« 
et  non  par  (x  —  «)"'+'.  Il  faut  toutefois  remarquer  que,  en  se  bornant  aux  assem- 
blages finis,  une  équation  de  degré  m  n'a  pas  nécessairement  m  assemblages-racines. 
La  proposition  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques  subsiste  :  «  Si 
l'on  nomme  a-,,  x„,  ...,  j"„,,  /n  assemblages  isotaxiques  variables  et  — pi,  p., 
—  />3.  . . .  ,  ( — I )"'/;„,  respectivement  leur  somme,  celles  de  leurs  produits  2  à  2, 
3  à  0,  . . .  et  leur  produit,  toute  fonction  entière  et  symétrique  de  ces  assemblages 
est  une  fonction  composée  entière  des  fonctions  symétriques  simples  Pi,p.,  •  • .  ,  p,„-  » 
M.  Méray  applique  à  ses  assemblages  les  méthodes  de  Newton  et  de  Cauchy  pour 
le  calcul  des  fonctions  symétriques  des  m  assemblages  racines  d'une  équation  de 
degré /n,  à  un  assemblage  inconnu. 

Dans  un  second  Mémoire  (p.  327),  l'autour  applique  les  principes  précédents  à  la 
théorie  des  éiiuations  simultanées. 

"  Il  semble  »,  dil-îl,  «  bien   dinicile,  p   ur  ne  |)as  diic   impossible,  de  coiistilucr 
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directement  une  tlu'orie  des  équations  simultanées,  comparable  pour  la  clarté  et 
pour  la  simplicité  du  mécanisme  à  celle  des  équations  à  une  inconnue.  Il  n'est  pas 
non  plus  possijjle  d'éviter  ces  équations,  qui  se  présentent  immédiatement  dans  tout 
calcul  où  sont  mêlées  plusieurs  quantités;  mais  on  tourne  facilement  ce  double 
obstacle  en  considérant  les  inconnues  comme  les  pièces  d'un  même  assemblage  et 
en  transformant  les  équations  simultanées  dont  elles  dépendent  en  une  équation 
unique,  ayant  cet  assemblage  pour  inconnue.  A  partir  de  ce  moment,  il  n'y  a  plus  de 
diflicultés  théoriques,  puisqu'on  dispose  de  toutes  les  ressources  de  la  théorie  pro- 
prement dite  des  équations.  » 

C'est  cette  transformation  qu'il  exécute;  elle  revient,  au  fond,  à  élargir  l'élimi- 
nation ordinaire,  en  reliant  les  équations  finales,  où  les  inconnues  sont  absolument 
dissociées,  par  une  suite  d'équations  intermédiaires  qui  forment  avec  elles  un 
ensemble  parfaitement  équivalent  aux  équations  proposées  et  où,  en  particulier, 
la  solidarité  des  inconnues  est  rétablie. 

Nous  ne  suivrons  point  M.  I\léray  dans  le  détail  de  ces  opérations;  le  caractère 
des  propositions  devient  naturellement  de  plus  en  plus  symbolique,  et  une  analyse 
succincte  serait  difficilement  intelligible  :  ce  qui  précède  doit  suffire  pour  faire 
apprécier  la  portée  et  l'originalité  de  son  travail. 

f'VeiersLrass.  —  Mémoire  sur  les  fonctions  analytiques  uniformes 
(traduit  par  M.  E.  Picard).  (iii-i5o). 
Cet  important  Mémoire  sera  analysé  dans  la  première  Partie  du  Bulletin. 

André  [D.].  —  Sur  le  développement  de  la   fonction  elliptique 
?.(x)  suivant  les  puissances  croissantes  dumodule.  (i5  1-168). 

L'auteur  pi-end  pour  point  de  départ  l'équation  difTérenlielle  du  second  ordre 

fl'  ^  ,         , . .  .  , . . , 

-/-r  =  —  (n-  A-;  /-+•  2  A-/'; 


posant 

^ 

i  (.r  )  =  H(,  -1-  u^  k-  -+■  u,  k* 

i»(a;)  =  U„-{-U,A'-f-U,A- 

il  établit  aisément  la 

relation 

fi'  Ui 

qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  entières   et   non  négatives  de  l'indice  t,  si  l'on 
convient  de  regarder  comme  nulles  les  quantités  U-i  et  k— j  ;  cette  équation  permet 
de  calculer  de  proche  en  proche  les  quantités  k,,  f/,,  ut^i,  ut,  la  dernière  se  dédui- 
sant des  précédentes  par  une  intégration. 
M.  André  trouve 


iK  ^  sin.r. 


U„=  -  (Ssino:  —  sin  Zx), 

'/,  = -Trfsin.r+sinSx  ; cos.r, 

10  '       l\ 

T-  '    '       •  •     •>  .     .     .         X  , 

L  ,  =  -—     2  sin  A'  4-  sin  J.r  —  sin  o.r  ; (cos.r  —  cos  o.r), 

0.|   '  ib  ' 
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et  est  ainsi  xamené  à  attiilnicr  à  ut  la  forme 


«/ 


=  V  pij  x'ii  si  11  (  2  /  -*-  0  '<^'  -t-  ^  '/'J  •«•■-''^'  <^os  (  2./  +  i)  -'^» 


dans  laquelle /</ y,  y/ y  désignent  des  coefficients  numériques;  ?',  y  des  entiers  positifs 
ou  nuls,  et  où  les  2  s'étendent,  le  premier  à  tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs 
des  entiers  î' et  y  qui  satisfont  à  la  condition 

et  le  second  à  tous  les  systèmes  satisfaisant  à  la  condition 

■2  j'  -M  -hj  S.  (  ; 
l'auteur  ]iose  de  môme 

U/=  2,  P'.y  ï2îsin(  ayw-  ijx-i-  %   0/ya-2'+i  cos(2y-+-  i).r. 

où  les  2  s'étendent,  le  premier  à  tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs  des  nombres 
(',  y  qui  satisfont  aux  deux  relations 

■liS  t,     2  «■  -i-  y  ^  f  -H  1 , 

et  le  second  à  tous  les  systèmes  possibles  satisfaisant  aux  deux  relations 

■ii  -r-  \^t,     2  /'  -i-  1  -I-  y  ^  f  -t-  1 . 

Ces  formules  sont  obtenues  par  induction.  Pour  prouver  qu'elles  sont  toujours 
vraies,  M.  André  établit  successivement  que,  si  la  forme  trouvée  pour  les  u  est 
vraie  pour  tous  les  u  dont  l'indice  ne  dépasse  pas  t,  la  forme  trouvée  pour  Uf  est 
exacte,  et  que,  si  la  forme  trouvée  pour  les  u  est  vraie  pour  tous  les  u  dont  l'indice 
est  inférieur  à  t,  elle  est  encore  vraie  pour  ut. 

11  montre  ensuite  comment  ces  résultats  conduisent  au  développement  de  >.  (j^) 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable  x:  en  posant 


'  1.2.3         -  1.2.3.4.5 

les   coefficients   ,\   sont,    comme    on   le  sait,    des   polynômes  entiers  en   A":  imsant 
donc 

A,-=  ./.;■  0  -t-  Car  [  A'-t-  «;•  2  h'  -i-  .  .  ., 

il  s"ar;it   (ii^  la  dclermination  du  coefficient  c/.rt;  l'auteur  trouve 


^^■rj  =  ^:,j{r){ 


v'  +  O^'', 


où  ij{r)  est  un  polynôme  entier  en  /du  dejjré  c — j  ;  cette  foime  de  a,.,  n'es' 
autre  que  celle  du  ternie  général  d'une  série  récurre;ite  proprement  dite,  délinie 
par  l'équation  rjéaératrice 
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Enfin  M.  André  généralise  la  méthode  employée  par  lui  et  moiitic  qu'idlt-  s'ap- 
plique à  l'étude  d'une  fonction  quelconque  y(.r)  définie  par  l'équation 

dont  le  premier  membre  est  celui  d'une  équation  diflerenliellc  linéaire  à  coefficients 
constants,  et  au  second  membre  de  laquelle  *  représente  un  polynôme  quelconque, 
entier  par  rapport  à  la  fonction  j;,  à  la  variable  x,  à  l'indéterminée  h,  qui  est  ana- 
logue au  module,  et  à  des  exponentielles  de  la  forme  e'-'. 

Tannery  [J ■]•  —  Sur  nue  équation  diUei-t-nlielle  du  second  oïdi'i". 
(16.9-194). 

L'auteur  s'est  proposé  d'étudier  l'équation  linéaire  du  second  ordre  qui  relie  au 
module  k  l'intégrale  compléle  de  première  esjiècc  K;  cette  é((uation  se  ramène  im- 
médiatement à  la  forme 

/  ^  d'^r       ,  ,  dr        I 

x(x—  I  )  -— ^  —  (1  —  2  X  )---(--  r  =  o  : 
^  '  dx-        ^  '  clx       II  -^ 

C'est  un  cas  particulier  de  l'eiiuation  diflerenliellc  à  laquelle  satisfait  la  série  hyper- 
géométrique;  elle  admet  trois  points  singuliers  o.  1,  00  ;  à  chacun  de  ces  points 
correspond  un  domaine  C„,  C,,  C^  ;  les  deux  premiers  sont  des  cercles  de  rayon  i 
dont  les  centres  sont  les  points  zéro  et  i  ;  le  second  est  la  portion  indéfinie  du  plan 
extérieure  au  premier  cercle;  on  peut  encore  considérer  le  domaine  C^  constitué 
])ur  la  portion  indéfinie  dit  plan  extérieure  au  cercle  C,  ;  à  chacun  de  ces  domaines 

correspondent  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  .r,  1  — x,  —■, 

)  convergentes  dans   tout  le  domaine  considéré,  au   moyen  desquelles  et  de 

1  —  X 

logx,  ou  log(.r — i),  on  peut  constituer  un   système  fondamental  de  solutions;  à 

ces  séries  s'en  adjoignent  d'autres  ayant  d'ailleurs  les  mêmes  coeflicients  et  procé- 

ilant  suivant  les  puissances  de  — '- — -  ou  de  1  convergentes    d'un    côté    ou    de 

X  —  1  X 

l'autre  de  la  perpendiculaire  équidistante  des  deux  points  zéro  et  i  ;  tous  ces  domaines 
de  convergence  empiètent  les  uns  sur  les  autres  ;  dans  les  parties  communes,  plusieurs 
formes  conviennent  pour  les  solutions  de  l'équation  différentielle  linéaire.  L'auteur 
montre  comment  on  peut  passer  d'une  forme  à  l'autre  et  applique  les  formules 
trouvées  à  la  solution  de  cette  question  :  «  Étant  donnés  deux  points  quelconques  A,  15 
du  plan  reliés  entre  eux  par  un  chemin  continu  (juclconque,  assujetti  seulement  :i 
ne  passer  par  aucun  des  points  o.  i,  supposant  que  l'on  parte  du  point  A  avec  une 
solution  de  l'équation  différentielle  formée  linéairement  avec  deux  des  fonctions 
qui  conviennent  pour  la  portion  du  plan  où  se  trouve  le  point  A,  et  que  l'on  suive 
le  chemin  AB,  on  demande  d'exprimer,  au  moyen  de  deux  des  fonctions  qui  con- 
viennent pour  la  portion  du  plan  où  se  trouve  le  point  B,  la  solution  avec  laquelle 
on  arrive  en  ce  point. 

Enfin,  dans  le  cas  où  la  variable  est  réelle,  il  donne  quelques  résultats  relatifs  à 
la  marche  des  fonctions  qu'il  a  eues  à  considérer. 

Darhoux  (C).  —  Addition  au  Mémoire  sui'  les  fonctions  discon- 
tinues. (195-202). 
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Dans  un  Mémoire  présenté  en  janvier  1874  à  la  rédaction  des  Annales  sclenti- 
fuities de r Ecole Noimale  supérieure  et  inséré  au  Tome  IV  de  ce  recueil  (2"  série)  ('), 
I\I.  Darboux  a  donné  plusieurs  exemples  de  fonctions  continues  n'admettant  de 
dérivée  pour  aucune  valeur  commensurablc  de  la  variable  et  un  exemple  d'une 
l'onction  continue  qui  n'a  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  11  reprend 
aujourd'hui  le  raisonnement  relatif  à  ce  dernier  cas,  en  le  présentant  sous  une  forme 
])lus  générale. 

Cousidéi'oiis  la  fonction  <j>{x)  définie  par  la  série 

(0  p^-^)  =  2- — â,, — ' 

n  :=  1 

où  rt„,  ^„  sont  des  fonctions  numériques  de  n  et  où  le  symbole /désigne  une  fonc- 
tion de  X  toujours  continue,  inférieure  en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe  A  et 
admettant  une  dérivée  seconde /"(jr)  toujours  inférieure  à  un  autre  nombre  fixe  B, 
en  sorte  que  l'on  ait,  quelle  que  soit  la  valeur  de  .f, 

(  2 )  /(.c  -^h)=  fix)  +  h  (Z'x)  -+-  ~  û  15, 

Û  étant  compris  entre  +1  et  — i  ;  on  suppose  en  outre  que  les  fonctions  numé- 
riques «„,  /'„  satisfassent  aux  conditions 


(3; 


lim  — —  =0, 

lim  — ! — ■ -—^ "-'•     — -  =  0, 


A  désignant  un  nombre  fixe  et  déterminé  quand  n  croit  indéfiniment  :  la  série  (1), 
toujours  convergente,  définit  une  fonction  de  jc  toujouis  coiitinue. 
IM.  Darboux  cherche  ensuite  une  expression  du  rapport 

y(a--f-/0— y(x) 
h 
Si  l'on  fait 

(1)  »iJi=s, 

que  l'on  suppose  e  fixe  et  que  l'on  donne  à/7  des  valeurs  croissantes,  h  prendia  suc- 
cessivement les  valeurs 


et  tendra  vers  zéro;  il  faudra,  pour  qu'il  y  ait  une  dérivée,  que  le  rapport 

h 

tende  vers  une  limite  indépendante  de  j.  Or  les  hypothèses  précédentes  conduisent 


('      Fnn    \v  HullcUii.   l.  X,  i"  série,  p.  7^. 
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à  l'ë;jalité 

y 1 =  2-  ^"^^""^"^^ 

Il  =^li  —  k  -I-  l 

I 
B,  étant  inriniineiit  iiotil  avec-» 

L'auteur  donne  diverses  applications  de  cette  formule. 
Supposant  d'abord 

l'équation  (5)  devient 

H  =  l 

et  l'on  voit  aisément,  en  donnant  à  s  une  seconde  valeur  s',  que  la  fonction  ^ (j:) 
n'aura  pas  de  dérivée  tant  que  l'expression 


ne  tendra  pas  vers  zéro,  quels  que 'soient  s,  s',  quand  p  croîtra  indelinitnent  :  cela 
a  lieu  pour  une  infinité  de  fonctions,  en  particulier  pour 

/(.r)=:COSJ'. 

M.  Darboux  traite  avec  quelque  détail  cet  exemple  dans  le  cas  où  l'on  prend 
<•',,=  i.2.3...y^ 

cas  où  les  conditions  (3)  sont  évidemment  remplies,  et  montre  comment  on  peut 
alors  reconnaître  la  façon  dont  varie  le  rapport 

o{x-hfi)  —  fi^') 

'  h 

quand  h  tend  vers  zéro. 

Il  applique  ensuite  la  formule  (5)  à  l'exemple  traité  dans  son  premier  Mémoire, 
où 

rt„  ^  T  .  2  .  .  .  /?,       i^^  ^  //  -{-  I , 

et  termine  en  indiquant  une  généralisation  de  son  procédé  :  au  lieu  de  considérer 
la  fonction  définie  par  l'équation  (3),  on  peut,  en  eflet,  considérer  la  fonction  plus 
générale  définie  par  l'équation 


■w=2-^ 


^11  '  ^n  ^'11  -^  ) 


où  les  fonctions /,  (a.),  y.  l'x),  /,(.r),  ...    sont  assujetties  uniquement  h  demeurer, 
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quel  que  soit  x,  inférieures  à  un  nomhre  fixe  A,  leurs  dérivées  secondes/|'(;i),  f!i{-i'), 
/3'(x\  . . .  demeurant  de  même  inférieures  à  un  nombre  fixe  B. 

Grldéii.  ■ —  Sur  la  sonimalioii  des  fonctions  périodiques.   (2o3- 
246). 

Ce  Mémoire,  oii  l'auteur  donne  une  extension  importante  de  la  formule  somma- 
toire  de  Maelaurin,  a  été  traduit  par  M.  Caliandreau,  qui  l'a  fait  suivre  de  quelques 
Notes  destinées  à  préciser  et  à  étendre  quelques-uns  des  points  abordés  dans  son 
travail  par  l'éminent  astronome. 

Considérant  une  fonction  F(?)  susceptible  d"êlre  représentée,  ainsi  que  ses 
dérivées,  par  une  série  de  la  forme 

I'(0=   ^'o-*-  M|  COS  ( 'i -I-  y.  f  ) -;-  Mj  COS  2  ('J. -+-//.  r)-r-..., 

le  problème  dont  s'occupe  M.  Gyldén  consiste  dans  l'évaluation  de  la  somme 

r,  =  F(o)  +  F(7T)  +  ...-i-F(i-:;T). 
En  posant 

on  trouve  d'abord,  par  un  procédé  tout  élémentaire, 

z^^  -  ^   1\1„  cot  1  // p.Tt  sin ii('p  -h  s  un) ^  1^'„  cot  ^ /' y.Tz  sin ii 'l, 

0  0 

d'où  l'on  voit  que.  si  l'on  peut  déterminer  une  l'onclion   -/(t)  de  sorte  que  la  coii- 
dilion 

1       cosfii'p  -i-  y.C  )'/{c)dc  =  cot  !«//;:  [sin«('i-  -hsy.Ti)  —  sinw^] 
soit  remplie,  on  aura 

En  remplaçant  coti«//:î,  dans  l'équation  de  condition,  par  le  développement 

. ,  ^  r    I  ^  "  M  2  «  u.  "I 

co ti  /.'//.TT  ^= h  -: ^:r^ ■„  H-   c.^,  H h 


on  obtient  aisément 


.   ,       2  ,.     sin(3/(  -h  i)r 
;>;(')  =  - lim : pour     A  =  ce  ; 


on  en  déduit  la  formule 


,,,    .  sin(î  A-i-  i)r   , 

lU) ^— ^ '—  (f,^ 

sin  c 


qui  d'ailleurs  nu  donne  rien  de  plus  que  la  formule  de  Maelaurin:  mais  on  peut 
«•mjiloyor  pour  coti;!//;r  un  autre  développement  plus  convergent. 
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Parlant  de  la  formula  coiiiuie 


COt  tTT  V 


(-p)(-S)-[-^^]^"'      (-I)(-f)- 

et  décomposant  le  second  membre  en  fractions  simples,  on  le  met  sous  la  l'yrmc 

7r|_    ^-  x- — 2-        .i- — 4"  J 

où 

X  "  — 

A,j     — 

v(3)_ 
A„     — 


[■>n)-—i'- 


l^3^5• 


fil  posant 


;;,(0  =  -[X'o''-+-2X'/'cOS2«-f-2X'/'  COS ',  f -f- .  .  .  ], 

■-^"--"''•'•— ■**."-"  =  (-n)('-?)-['-rî7^]' 

on  obtient  la  relation 

=  cot-jH,v.;r  [sinn('i'  -H  5/;t7r)  —  sinHi], 
d'où  résulte  la  formule  somniatoire 

M.Gyldéndonne  ensuite  divers  développements  trigonométriques  pour  les  fonctions 
cos.rO,  sinxô,  0  étant  compris  entre et  -I-  -  )  a  savoir 


2  TT 

cosxi>=  x—  sinx—  P, 


I    ^  yi    2/E^3'j,; 

r       .^^(2/2)-  —  X- 


-  COS2  7?0 


2  Tï 

sinxô  =      —  siii.r  —  P, 


TT  "V  (2«-M)a'2  J,+  ,  . 

f-  -     >     ^7 ^r;;^ i^COSlaW  +  llÔ 

■1    ^^     (2rt-4-  1)'  — .T- 

o 


]■ 


1(2«)-  — -l--^ 


sinawÉ' 


-  >    —, ^TT^= ~  sin  (  2  «  4-  I    ô 

2,^      (2HH-I)*— X- 


■ib 


cosr  0  =    cosx  -  Q, 


sinx  0  ^=  .c  cos.f  -Q, 


SECONDE  PARTIE 


-.  COS(2«-!-l     0  —  ^    ■ 


cos'jiiO 


iHl 


o  1 

>  -^ -h^ ^  sm  2«4-i  ,(/—  >    — \ — —^&\u-2nù 

^^  [■j/l-T-l  )- —  X-  jêmd^ill/  —  x^ 

o  1 

( 1)'  r-.3-.  .  .(2i+  I;- 


2„+,  (-iy2\4'.     .(2/)' 


Slll- 


«^A=--, 


TT   2«-)-l  2 

I      I     iKli —  I^ 
IL   •! 


[   2«/''  —i^\\}^-mf- y-]  .  .  .  [(,2/ly- i^2£-|-l/' 

.  '  /  —  «  -!-  I  j  2  .  /( .  0 .  .  .  2  / 


[2« — (2('-t-l}], 


I  .  2  .  .'i  .  .  .  !  J  —  It)  1  ,'6.5.  .  .{-2  1  —  IJ 

,,-,  t  I      (2/-I-  ()2/.  .  .(/-!-// -4-  2)  1  .3.5.  .  .(2f-i- )) 

P,.(,_^)(,_-)...[,_^^,]. 

1,'auteur  donne  aussi,  pour  tangj-  — 5  sécx- ,  cosécar— 1  des    développements  ana- 
logues à  celui  qui  a  été  cité  plus  haut  pour  cotx  —  • 

Les  additions  de  RI.  Callandreau  portent  sur  la  formule 


s^=  —  lim    I 


^  sin(2  A-t-  r  t 


V{t 


de     pour    A=^x> , 


sur  le  développement  de  cotx-i  sur  la  formule  sommatoire  elle-même,  sur  l'ex- 
tension de  cette  formule  aux  fonctions  en  général,  sur  la  représentation  des  fonctions 
par  des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  entre  des  limites  données  de  la  variable,  et  le 
calcul  des  coefficients  par  interpolation.  Enfin,  M.  Gyldén  a  ajouté  à  son  Mémoire 
primitif  une  Note  sur  quelques  développements  trigonométriques  dont  la  valeur  est 
indépendante  de  la  variable  entre  des  limites  déterminées,  développements  déduits 
par  difféientiation  des  équations 

00  / 

0=  ^  /3l',[sin2//(/  -^--7    7-    a'/,i+!  sin(2H-h  i)0, 

1  i> 

Ô  =  ^  /52/1+I  sin(2«  -+-  i)(?  —   7    a'/,,  sin2»6'. 


et  une  autre  Note  sur  un  artifice  de  calcul  pour  rendre  les  séries  suivant  l'anomalie 
excentrique  i)lus  convergentes. 
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3I(irgoltet.  —  Reclierclies  sur  les  sulfures,  les  séléuiures  et  les 
tellurures  métalliques.  (247-298). 

Emmcuiueli^D.).  —  Etude  des  intégrales  abéliennes  de  troisième 
espèce.  (299-326). 

L'auteur  part  des  propriétés  établies  par  M.  Briot  dans  sa  Théorie  des  fonctions 
abéliennes.  propriétés  relatives  aux  fonctions  0  dont  les  p  arguments  sont  les  in- 
tégrales normales  de  première  espèce  augmentées  chacune  d'une  constante  arbi- 
iraire  et  obtient,  dans  le  cas  général  où  l'équation  admet  des  points  critiques  d'un 
ordre  quelconque,  l'expression  des  intégrales  de  troisième  espèce  au  moyen  de  la 
l'onction  0. . ..  11  en  déduit  simplement  les  principales  propriétés  de  ces  intégrales; 
])uis,  en  se  servant  de  considérations  analogues,  il  parvient  à  exprimer,  par  les  fonc- 
tions 0,  la  fonction  T,  introduite  par  MM.  Clebsch  et  Gordan,  et  définie  par  une  somme 
de  p  intégrales  normales  de  troisième  espèce;  en  faisant  de  cette  fonction  le  même 
usage  que  les  deux  géomètres  allemands,  il  obtient,  sous  la  forme  donnée  par 
M.  Briot,  la  solution  du  problème  de  l'inversion,  solution  qui  ne  suppose  plus, 
comme  dans  le  Traité  de  MM.  Clebsch  et  Gordan,  que  les  points  critiques  soient  du 
second  ordre. 

Méray  {€.).  —  Essai  sur  le  calcul  des  quantités  associées  on  sys- 
tèmes et  sur  soti  application  à  la  théorie  des  équations  simul- 
tanées (suite).  (327-860). 

Puiseux  {P-)-  —  Sur  l'accélération  séculaire  du  mouvement  de  la 
Lune.  (  36 1-444  )• 

Floquet  [G.].  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  li- 
néaires. (Supplément,  i-i3i). 

Ce  travail,  qui  a  été  l'objet  d'une  Thèse  présentée  devant  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris,  a  été  analysé  dans  le  Bulletin  (2°  série,  t.  lil,  I"  Partie,  p.  289). 


ASTRONOMISCHE  NACHRICHTEN,  begrundet  von  H.-C.  Schumacher,  heraus- 
gegeben  von  Prof.  D''  C.-A.-F.  Peters.  Kiel  ('). 

Tome  XCV,  n"'  2237-2280;  1879. 

Goldnej    (G.-^.).  —  Observations   d'étoiles  doubles  laites,   en 
1878,  à  l'Observatoire  de  l'Université  de  Durliam.  (1-6). 

Les  observations  sont  faites  avec  un  équatorial  de  6,3  pouces  anglais  d'ouverture 
et  un  micromètre  à  double  image  d'Airy. 

(']  \o\v  Bulletin,  H,,   121. 
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Baklnijzèn  {S.)  cl  Kaptejn  {J.-C).  —  Observations  des  étoiles 

de    l'amas  de  Persée,    laites  en    1876-1877   à   l'iiéliomètre  de 

Leyde.  (6-1 4)- 

Oppolzej'  [Th.).  —  jXote  sur  le  développement  du  quotient  diilé- 
rentiel  de  l'anomalie  vraie  et  du  rayon  vecteur  en  fonction  de 
l'excentricité  dans  les  orbites  voisines  d'une  parabole.  (i3-i6). 

Bredihhine  [Th.).  —  Note  sur  la  mesure  des  longueurs  d'onde  des 
bandes  lumineuses  du  spectre  de  la  comète  de  Brorsen.  (i5-i6). 

Les  bandes  liimineuses  ont  pour  lonijneur  d'onde  : 

A 55 1 ,3 

B 5 1 3 ,  -j 

c ^n5,.-; 

Frôlich  [O.).  —  Réponse  aux  remarques  du  D""  Albreclit  sur  la 
vitesse  de  transmission  des  courants  électriques,  publiées  dans  le 
n°  2244  des  Astronomische.  (17-18). 

Peters  [C.-H.-F.). —  Observations  diverses,  faites  en  187G-1878 
à  l'Observatoire  de  Hamilton   Collège.  (19-20). 

Observation  du  passage  de  Rlercurc  du  6  mai  18-8.  Éclipse  solaire  du  2()  juillet 
1878.  Éclipse  de  Lune  du  12  août  1878.  Occultations  d'étoiles. 

Peters  [C.-H.~F.).  —  Observations  et  oi^bite  parabolique  de  la 
comète  I  de  1878,  d'après  les  observations  d'Hamilton  Collège. 

(21-22). 

TVolf[R.).  —  Lettre  sur  le  nombre  relatif  des  taches  solaires  de 
1867  cà  1878.  (23-24). 

Le  minimum  n'est  pas  encore  atteint  en  187S. 

Galle  [J. -G.).  —  Note  sur  le  calcul  des  erreurs  de  déclinaison 
dans  les  observations  de  Flore  faites  en  1873.  (25-28). 

Bredikhi/ie  [Th.).  —  Sur  la  constitution  probable  des  queues  de 
comètes.  (27-30). 

Dans  ses  études  sur  les  ((ueues  dos  comètes,  M.  Brcdikhine  a  divisé  ces  astres  en 
trois  classes  caractérisées  par  les  valeurs  1 1,  i,3  et  0,2  pour  la  force  répulsive  i  —  //. 
ZOllner  a,  d'un  autre  côté,  montré  que  dans  la  théorie  électrique  les  forces  répul- 
sives du  Soleil  sont  inversement  proportionnelles  aux  poids  des  molécules.  L'au- 
teur fait  remarquer  qu'on  arrive  alors  presque  identiquement  aux  nombres  qu'il  a 
déterminés  par  l'expérience  en  admettant  que  les  trois  types  de  comètes  scraii^nt 
composés  ou  d'hydrogène,  ou  de  carbone,  ou  de  fer. 
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Pichering  [E.-C .).  —  Appel  aux  astronomes  pour  la  déleinii na- 
tion des  grandeurs  des  étoiles  voisines  de  la  Polaire.  (29-32). 

liûMiuyzen  [S.)  et  Kapteyn  [J.-C).  —  Observations  méri- 
diennes des  étoiles  employées  par  M.  Gill  pour  les  observations 
de  Mars,  faites  en  1877  ^^  cercle  méridien  de  l'Observatoire  de 
Leyde.  (33-42). 

Tliraen  [K-]- —  Détermination  des  éléments  de  (m)  Plithia  d'après 
cinq  positions  normales  de  la  planète  en  1878.  (4i-4t))- 

Lamp  {E.).  —  Ephéméride  de  la  comète  de  Brorscn  pour  mai  et 
juin  1879.  (45-46). 

Teinpel  (  TV.').  —  Découverte  et  observations  de  la  comète  II  de 
1867,  faites  à  Arcetri  en  avril  et  mai  1879.  (45-46). 

Zona  [T.).  —  Eléments  d'Ismène  (m).  (47-48). 

Doolittle  [C.-L.).  — Kote  sur  les  déclinaisons  moyennes  et  les 
mouvements  propres  de  58  étoiles  ainsi  que  sur  la  latitude  de 
l'Observatoire  Sayre.  (49-62). 

La  latitude  de  l'Observatoire  Sayre,   dépendant  de  l'Université  de  Lehigh  (Pen- 
sylvanie),  estflséeà 

'io''36'23";887±o",o36. 

Iloletscheck  (</.)•  —  Observations  méridiennes  de  pctitesplanètes, 
faites  en  1878-1879  à  l'Observatoire  de  Vienne.  (61-64). 

Knorre  (/ .).  —  Observations  des  planètes  (^)  et  (i9o) ,  faites  à 
Berlin  en  mai  1879.  (63-64). 

Ventosa  [iM.-F .).  —  Observations  méridiennes  de  la  planète  (i^  , 
faites  à  Madrid  en  avril  1879.  (63-64). 

Oppenheim  (//.)•  —  Note  sur  les  orbites  des  planètes  j^  Ismènc 
et  (m)  Pbtbia.  (65-68). 

Harzer  [P-]-  —  Eléments  et  épliéméride  de  la  comète  périodique 
de  Brorsen.  (67-70). 

Les  éléments  anciens  sont  corrigés  à  l'aide   des  observations   de   l'apparition   de 

J879. 

Meissel.  —  Note  sur  la  résolution  des   triangles  spbériques.    (69- 

74). 
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Robbers  (/.).  —  Éléments  et  épliémëride  do  (i82^ ,  calculés  d'après 
quatre  observations.  (73-76). 

Gautier  (H-)-  —  Épliétnéride  de  la  comèLc  II  de  1867  (comète  de 
Tempcl)  pour  les  mois  de  mai,  juin,  juillet  et  août  1879.  (77- 
80). 

Les  éléments  anciens  ont  été  corrigés  d'après  les  observations  d'avril  1879. 

Se)both  (/.).  —  Éléments  elliptiques  définitifs  de  la  comète  111  de 
1874  (comète  de  Coggia)  d'après  les  observations  méridiennes 
de  Moscou.  (79-80). 

La  période  de  la  comète  serait  de  5^11  ans. 

Doberclx  [W.].  —  Note  sur  la  distribution  des  orbites  planétaires. 

(81-82). 

Binmnghain[J.). —  Observation  d'un  nouveau  cratère  lunaire, 
situé  entre  Landsberg  et  Rlieinhold.  (81-82). 

Bakliuyzen  (*S.).  —  JNote  sur  les  ascensions  droites  des  étoiles  de 
M.  Gill  et  sur  l'erreur  personnelle  dans  l'observation  des  étoiles 
de  diverses  grandeurs.  (81-96). 

L'anteur  montre  par  des  expériences  directes  que  le  passage  d'une  étoile  derrière 
un  fd  est  observé  d'autant  plus  tard  que  l'étoile  est  plus  faible.  Il  y  a  donc  dans 
les  observations  de  passage  une  sorte  d'équation  personnelle,  l'onction  de  l'éclat  de 
l'étoile  observée. 

Souchon  [A.].  —  Note  sur  une  inégalité  du  quatrième  ordre  qui 
existe  dans  les  moyens  mouvements  des  satellites  Titan  et  Japliet 
de  Saturne.  (97-102). 

TVatson  [J.-C).  —  jNote  sur  son  observation  de  la  planète  intra- 
mercurielle  pendant  l'éclipsc  du  29  juillet  1878.  (  loi- 106). 

L'auteur  s'attache  à  détendre  contre  les  critiques  de  M.  Petcfs  les  procédés  em- 
ployés par  lui  dans  l'observation  de  l'éclipsé. 

M.  Watson  annonce  ensuite  qu'il  doit  prendre,  le  i"  octobre  1879,  la  direction 
d'un  nouvel  Observatoire  construit  à  Madison  (Wisconsin)  par  M.  C.  Washburn, 
l'ancien  gouverneur  de  l'État.  Il  est  remplacé  à  Ann-Arbor  par  l'un  de  ses  élèves, 
le  professeur  M.  W.  Harrington. 

Briihns  {€.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1878- 
1879  à  l'équatorial  de  l'Observatoire  de  Leipzig.  (io5-i  10). 

JJn//  {.^■).  —  ^ole  sur  le  mouvemenf  d'Hypérion.  (109-112'). 
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M.  A.  Hall  a  déterminé  à  nouveau  les  éléments  de  l'orbite  d'Hypérlon  par  la  com- 
binaison des  observations  faites  en  i852-i853  par  M.  Lassel  et  des  positions  obtenues 
en  1875  à  Washington. 

PritcheU  {C.-JF.).  —  Observations  des  satellites  de  Saturne, 
faites  eu  1878  à  l'Observatoire  de  Glasgow  (Missouri).  (ii3- 
120). 

Tehbutt  (/.  ).  —  Eclipses  des  satellites  de  Jupiter,  observées  eu 
1878a  Windsor  (>.  S.  W.).  (119-122). 

Société  des  Sciences  de  Harlem. —  Programme  des  questions  pro- 
posées pour  les  prix  à  décerner  en  i88i.  (121-124). 

1°  Calculer  d'une  manière  rigoureuse  l'orbite  de  la  comète  de  i8i5,  qui,  observée 
par  Olbers,  doit  revenir  à  son  périhélie  eu  1887. 

2°  Faire  la  critique  du  Mémoire  de  M.  Serpieri  relatif  à  la  lumière  zodiacale,  qui 
ne  serait,  suivant  l'astronome  italien,  qu'un  phénomène  de  l'atmosphère  de  la 
Terre. 

TebbiUt  [J .).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  eu 
février  et  mars  1879  à  Windsor.  (123-126). 

Sawjev  [E.].  — ]Note  sur  l'étoile  variable  R  du  Bouclier.  (i25- 
126). 

Bech  [■-4.).  — Occultation  des  Pléiades,  observée  à  Riga  le  3i  jan- 
vier 1879.  (127-128). 

Bovelly.  —  Découverte  de  la  planète  lîïs^ ,  faite  le  i4  juin  1879  à 
Marseille.  (127-128). 

Swift  [L.].  —  Découveite  d'une  comète  (comète  III  de  1879), 
faite  à  Rocliester  le  20  juin  1879.  (127-128). 

TFinnecke.  —  Observation  de  la  comète  Swift,  faite  à  Strasbourg 
le  21  juin  1879.  (127-128). 

Alhrecht.—  Résumé  des  observations  de  différences  de  longitude 
faites  en  Allemagne  par  le  Service  géodésique.  (129-142J. 

Les  déterminations  télégraphiques  de  longitude  faites  pendant  ces  dernières 
années  en  Allemagne  ont  couvert  le  territoiie  d'une  sorte  de  réseau  de  triangles,  en 
sorle  que  la  différence  de  longitude  de  deux  points  peut,  en  général,  être  obtenue 
h  l'aide  de  plusieurs  trajets  électriques  différents.  Entre  les  divers  résultats  immé- 
diats des  déterminations  astronomiques,  il  existe  donc  une  série  d'équations  de 
conditions  propres  à  rompenser  les  errcuis  accidentelles. 
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En  tenaiil  compte  de  ces  conditions,  M.  Albrecht  arrive  aux  résultats  suivants  : 

Dillérence 
(le  longiuide. 
ui      s 

Rerlin-Greenwicli —  53 .  34 ,908 

..      Paris -44.13,883 

Bregenz —   i/j -28,586 

.1       Vienne -|-ii.46,3i2 

»       Altona —  13.48,555 

»       Wilhelmshaven —  20.59,700 

I)      Leyde —  35.38,557 

»       Bonn —  25.11, 6i5 

»       Mannlieim —  i().[\!\,?>Q'i 

»       Strasbourg —  22.3o,2o6 

»       Munich —     7.   8,778 

»       Prague ■+-     4-'7>o49 

»       Leipzig —     4-   «^(^gi 

»       brocken —   11.   6,4'J> 

»       Gottingue —  i3.48,666 

CrulsiL.).  — Observations  delà  comète  II  de    1867  (comète  de 
Tempel),  faites  à  Rio-Janeiro  en  mai  1879.  {i ^1-1^1). 

Tupman  [G.-L.).  —  Observations  delà  planète  C^) ,  faite  à  Green- 
wicli  en  mai  1879.  (141-142). 

Wuineche.  — Observations  de  la  comète  II  de  1879,  faites  à  Stras- 
bourg, (i  43-1 44  ). 

Borellj.  —  Observations  de  la  planète  fu^,  faites  à  Marseille  les 
i3  et  i4  juin  1879.  (i43-i44)- 

Kiihnert  [F.]-  —  Remarques  sur  la  nouvelle  méthode  de  M.  Op- 
polzcr  pour  le  calcul  des  oppositions  des  planètes.  (i45-i5o). 

IJoletscheh  (/•)•  —  Observations  d'occultations  et  d'éclipsés  des 
satellites  de  Jupiter,  faites  à  Vienne  en  1877  et  1878.  (i 49-1 5 2). 

Schmidl   [J.'F.-J.].  —    Observations  de  la  comète  de   Brorsen, 
faites  en  1879  à  Athènes.  (i53-i56). 

Bredihhine  [Th.).  —  Remarques  sur  la  conslitulion  des  queues  des 
comètes.  (i55-i56). 

Holelschek  (J.).— Eléments  et  épliéméride  de  la  comète  de  Swift, 
comète  m  de  1879,  (i57-i58). 
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Bruhns  {C).  —  Observation  tlo la  comète  II  de  i8jy,  l'ailo  à  Leip- 
zig. (i58-iJ9]. 

lioclgejs  (Amiral  J,).  —  Observalious  de  petites  planètes,  faites 
en  1876  j\  l'Observatoire  naval  de  Washington.  (160-172). 

Schmidt  [J  .-F.-J .).  —  Observations  du  Soleil,  faites  en  vue  de  la 
reelierclie  de  la  planète  inlra-niereurielle.  (  173-174 )• 

Schmidt  [J,-F.-J\).  —  Observations  de  la  comète  II  de  1867  (co- 
mète de  Teinpel),  faites  à  Athènes  en  1879.  (  173-174). 

Tiipjnan  [G-L.].  —  Observation  de  la  comète  II  (h;  1879,  faite  à 
(xreenwich  le  ?.5  juin  1879.  (173-174). 

Rodgers  (Amiral  {J.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites 
en  1876  à  l'Observatoire  naval  de  Wasbington.  (175-188). 

Zelhr  (K.).    —  Eléments   para])oliques  et  épliéméride  de  la  co- 
mète III  de  1879  (comète  de  Swift).  (187-188). 

Hilton  {F.)' —  Observation  de  la  comète  III  de  1879,  faite  à  Vienne 
le  26  juin  1879.  (187-188). 

TVinnecke.   —  Observations,   éléments  et  épliéméride  de  la  co- 
mète III  de  1879.  (189-190). 

Hall  (-</•).  — Note  sur  Saturne,  (191-192). 

En  appliquant  les  théories  de  Laplace,  l'auteur  montre  que  la  densité  de  Saturne 
va  en  augmentant  de  la  surface  vers  le  centre,  et,  comme  la  densité  moyenne  de 
Saturne  est  les  f  de  celle  de  l'eau,  il  faut  que  le  liquide  qui  couvre  sa  surface  ait  une 
très  faible  densité. 

Koiikolj  (_V.  l'oii).  —  Observations  du  spectre  de  la  comète  de 
Brorsen.  (193-196). 

Les  trois  bandes  lumineuses  du  spectre  ont  la  même  réfrangiliililé  que  les  trois 
lignes  brillantes  de  l'hydrogène  carboné, 

Schwab  {F.).  —  Observations  d'étoiles  variables,  faites  en  1878a 
Rlausenbiu'g.  (195-198). 

Doberck  (  Tf  .). —  \ote  sur  l'éclat  etlaparallaxc  des  étoiles  doubles. 
(197-200). 

Tempel{W.).  —  Observations  de  la   comète  II  de   i86'7,  faitt^s   a 
Arcelri  pendant  son  retour  de  1879.  ('99"202). 

/?«//.  fjfs  Scrpiices  math.,  2«  Série,  t.  IV.  (F<'vi'ipr  i>«8o.)  R.3 
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Toâd  (D.-P.).  —  OLservations  dos  satellites  de  Jupiter,  faites  en 
187S  à  Washington.  (201-204)- 

Dohcich  (  TF.).  — Note  sur  la  distribution  des  étoiles  doubles.  (2o5- 
206). 

Peters  (  C.-H.-F.)., —  Découverte  de  la  planète  fv^  ,  faite  rà  Clin- 
ton le  10  juillet  1879. 

SaclehecJx  [M.).  — Tables  pour  le  calcul  des  différences  de  dis- 
tance sur  le  sphéroïde  et  sur  la  sphère.  (207-220). 

Gasparis  {^A.  de).  —  Note  sur  une  simplification  du  calcul  des 
perturbations.  (221-222). 

TFinterberg.  —  Note  sur  les  lignes  géodésiques.  (223-228). 

FahiitiiLS.  —  Note  sur  les  observations  de  l'étoile  n*^  37  de  la  zone 
-h  89°  du  Catalogue  de  Bonn.  (229-234). 

Boss  [L.].  —  Observations  de  la  comète  JII  de  1879  (comète  de 
Swift),  faites  à  l'Observatoire  de  Dudley.  (  233-2^^6). 

Lauip  [F.).  —  Observations  des  comètes  de  Brorsen  (II  de  1867) 
et  de  la  comète  de  Swift  (III  de  1879),  faites  en  1879  à  l'Obser- 
vatoire de  Kiel.  (235-238). 

Tiipman  [G.-L.).  —  Observations  de  la  comète  de  Swift  (III  de 
1879),  faites  à  l'Observatoire  de  Greenvvich.  (235-238). 

Winterherg. —  Note  sur  les  lignes  géodésiques  (suite).  (239-250). 

HavLwig  {E.).  —  Note  sur  la  position  de  l'axe  de  Mars  pendant 
l'opposition  de  1879.  (25i-254). 

Tietjen  {F.).  —  Lettre  au  rédacteur.  (253-254). 

I,a  planète  découverte  par  M.  Peters  le  10  juillet  est  Frigga. 

PcLers  (  C.-II.-F.).  —  Découverte  de  la  planète  losT  ,  faite  à  Clinton 
le  28  juillet  1879.  (253-254). 

Pnlisn. —  Découverte  de  la  planète  (2(io  ,  faite  à  Pola  le  7  août  1879. 
(253-254  ). 

Marlh  {yF).  —  Kphéraéride  des  cinq  satellites  intérieurs  de  Sa- 
luriie  pour  1879.  (255-268). 
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Leislmann.  —  Elcmcats  et  épliéuiéride  de  la  coinèle  cU;  .Swilt.  (>()})- 
270). 

Saijord.  —  bêlements  de  la  comète  de  Swift  fcomèt:'  IJIde  i8j{)  ). 
(  269-270). 

Palisa.  —  Découverte  d'une  comète  (comète  V  d(;    iS-y),  faite  à 
Polale2i  août  1879.  (269-270). 

Tf^interberg. —  Note  sur  les  ligues  géodésiques  (suite).  (271-280). 

Marth  [yi-]-  —   Epliéniéride  des  satellites  de   Saturne  eu    1879. 

(279-284). 

Lamp  [E.].  —  Observation  de  la  couiète  Palisa,  \  de  1879,  faili; 
à  Kiel  le  24  août.  (283-284)- 

Konholy.  —  Observations  du  spectre  des   niéléorites,   faites  à   O- 
Gyalla.  (283-286). 

HarUvig.  —  Découverte  d'une  comète  (1\  de  1879^,  (aile  à  Stras- 
bourg le  24  août.  (280-286). 

Brulins  {C).  —  Observations  des  comètes  de  Palisa  (V  de  1879)  et 
d'Hartwig  (IV  de  1879),  faites  à  Leipzig  le  26  août.  (28J-286), 

Strasser  [G.).  —  Observations  méridiennes  de  planètes,  faites  eu 

1878  à  Kremsmiinster.  (287-290). 

Palisa  («/.)•    — Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1879  a 
Pola.  (291-296). 

Klein  [H.-J.).  —  Note  sur  le  nouveau  cratère  lunaire   voisin  de 
Hyginus.  (297-300). 

Franz  (/.). —  Eléments  de  la  comète  de  Swift,  comète  III  de  1879. 
(299-300). 

Zelbr  i^K.).  —   Eléments   et  éphéméride  de  la  comète  de  Palisa, 
comète  V  de  1879.  (299-302). 

Peter  (B.).    —  Observations  des  comètes  Palisa  (V  de   1879)  et 
Hartwig  (IV  de  1879),  faites  à  Leipzig  le  28  août.  (3oi-3o2). 

Bruhns  {C).  — Observations  de  la  comète  de  Brorsen,  faites  en 

1879  à  Leipzig.  (3o3-3o8). 
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Peter  (Bi).  — Observations  de  petites  planètes,  laites  en    1879  a 
l'équatorial  de  Leipzig.  (3o7-3i4). 

Briihns  (6.).  — Lettre  relative  à  l'Observatoire   privé   du  baron 
d'Engelhardt  à  Dresde.  (3i3-3i4)- 

Cet  Observatoire,  situé  clans  Leubiiitzer  Strasse,  a  pour  position  géographique  : 

Longitude  est  de  Boilin 1'"  iS%37 

Latitude  nord 5i°2'  3o",9Ô 

Il  renferme  un  instrument  de  passage  de  Cook  avec  lunette  de  50"™  d'ouverture  et 
un  é(|uatoii;tl  de  Gruhl)  avec  lunette  de  3o<J°'"'  d'ouverture. 

Engelhnrdt  (Baron  d').  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen, 
laites  à  Dresde  en  avril  et  mai  1879.  (3i3-3i4)- 

HarUvig.  —  Kléments   et   épliéméride  de  la  coniète  IV  de  1879. 
(3i5-3i6). 

Copeland  (/?•)•  —  Observations,  éléments  et  épliéméride  de  la  co- 
mète \  de  1879.  (3 17-3 18). 

Swift  {L.).  — Lettre  relative  à   la  découverte  de  la  planète  intra- 
mereurielle  parle  D'  Watson  et  lui-même.  (3  19-324). 

L'auteur  revient  sur  les  circonstances  qui  ont  accompagné  son  observation  de 
l'éclipsé  du  28  juillet  1878  et  s'attache  à  réfuter  les  critiques  dont  cette  observation 
a  été  l'objet  de  la  part  du  D''  Peters. 

Oudenians  [J.-^.-C).  —  Noie  sur  l'invention  de  l'oculaire,  dit 
oculaire  négatif.  (3a3-33o). 

L^ne  élnde  comparative  du  texte  de  la  Dioptrique  d'Huygens,  des  passages  du 
Sjstema  saturiiium,  où  il  est  parlé  des  procédés  d'observation,  et  de  deux  para- 
graphes du  Raggiiaglio  de  Campani  conduit  M.  Oudenians  à  formuler  les  conclu- 
sions suivantes  : 

C  Huygens  est  l'inventeur  de  l'oculaire  négatif  à  deux  lentilles. 

L'invention  remonte  probablement  à  l'année  i655;  dans  tous  les  cas,  l'oculaire  a 
été  employé  dès  le  19  lévrier  iG56. 

Dans  l'oculaire  de  Huygens,  qui  n'était  pas  achromaticiue,  les  quantitésy,  d  et/' 
étaient  dans  le  rapport  des  nombres  !\,  i  et  i. 

L'oculaire  de  Campani,  employé  ii  Rome  en  iGCi,  se  composait  de  trois  lentilles 
et  avait  la  disposition  d'un  oculaire  terrestre. 

Hall  [N .-A.)   et  Holden  [E.-S.).  —  Observations  du  compagnon 
de  Sirius,  faites  à  Washington  en  1878-1879.  (329-33o). 

Doherch  [IF.).  —  Nouveaux  éléments  de  2!3o6'>..  (33i-332). 

Ces  élénirnls  rrprcscMilont  l'ensemble  des  cd)serv;iti(iiis  faites  de   178»  iv  1877. 
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Bi'uhns  {C).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Tempel 
(II  de  1867),  faites  à  Leipzig  en  juai  1879.  (333-334). 

IlarUvig  [E.].  —  ÎNotes  sur  la  découverte  de  la  comète  ]\  de  1871). 
(335-336). 

Rodgers  (Amiral  J .).  —  Avis   sur  la  transmission    des  Livres  et 
Mémoires  destinés  à  l'Observatoire  de  Washington.  (335-336). 
Franz  [J.).  —  Eléments  de  (^\)  •  (337-342). 

Doherck  {IV.).  —  Note  sur  les  couleurs   des  étoiles  doubles  qui 
tournent  autour  l'une  de  l'autre.  (34i-346). 

M.  Doberck  a  formé  une  série  de  Tableaux  indiquant  pour  chaque  couleur  de  l'é- 
toile principale  le  nombre  de  fois  que  le  compagnon  a  une  lointe  déterminée. 

Millosevicli  {£.).  —  Observation  de  l'éclipsé  partielle  de  Soleil  du 
19  juillet  1879,  faite  à  l'Observatoire  de  la  Marine   à  Venise. 

(345-346). 

Doberck  [W.].  —  jNotes  sur  l'éclat  relatif  des  con)posantes  des  étoiles 
doubles.  (347-350). 

Zelhr  [K.].  —  Eléments  et  épliéméride  de  la  comète  V  de  1879. 
(349-35o). 

Jedrzejewicz.  — Description  de  son  Observatoire  particulier,  con- 
struit à  Plonsk.  (353-36o). 

La  position  géographique  de  l'Observatoire  est  : 

Longitude  est  de  Berlin o''>8'"29' 

Latitude  nord 52°37'38",S 

L'Observatoire   renferme  une    lunette  méridienne  de  2  pouces  d'ouverture  et  un 
équatorial  de  162""'  d'ouverture  construit  par  Steinheil. 
Le  D"'  Jedrzejewicz  s'occupe  de  mesures  d'étoiles  doubles. 

ScJirnidt  {J.-K.-J .).  —  Observations  sur  les  étoiles  variables,  faites 
à  Athènes  en  1878- 1879.  (359-366). 

Peters  [C.-F'.-JP'-.).   —  Observations    de   la   comète  de   Brorsen, 
faites  en  1879  à  l'Observatoire  de  Riel.  (365-368). 

Peter  (B.).  —  Eléments  et  éphéméride  de   la  comète  ^    de   1879. 
(367-368). 

jMarlh  {^J.-).  —  iSote  sur  le  mouvement  et  (''phémcrides  des  satel- 
lites de  Mars  en  1879.  (369-380). 
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Possiicr  (//•)•  —  Aole  surréLoilc  variable  g  de  Pitscc.  (Sjp-SSo). 

Pelcrs  U.-Il.-l'.)-  —  Découverte  des  planètes  (202)  et  f'Ioî"),  faites 
à  Clinlo!)  les  23  et  27  septembre  1879.  (379-380). 

Kihva/cz)  h.  —  ()])servalioiis  de  planètes  faites  au  cercle  méridien 
de  Varsovie  de  1875  a  1879.  (38  1-382}. 

Doherch  [TF.).  —  Klémcnls  de  l'étoile  double  OS298.  (383-384), 

Brcdihhlnc  [Th.).  —  Remarques  sur  la  tache  rouge  qui  se  montre 
.sur  Jupiter.   (383-384).  G.   R. 
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C.-W.  BORCIIAUDT  ('). 

Tome  LXXXVI;  1879. 

Fiohcnias  (  (r.).  —  Sur  les  équations  homogènes  aux  dillerentielles 

totales.  (1-19). 

I.'inlpgi-alioii  (les  équations  aux  différentielles  totales  de  trois  variables  et  qui 
siitisfont  la  condition  d'intégrabililé  a  été  enseignée  par  Eiiler  dans  une  série 
d'exemples  dont  les  coefficients  sont  presque  toujours  des  fonctions  homogènes  de 
même  ordre  {Jiist.  Cale,  iiit.,  vol.  lil,  p.  1-26).  Celte  observation  a  suggéré  ix 
m.  Frobeniiis  l'idée  da  s'occuper  du  problème  général  de  rechercher  les  propriétés 
(les  équations  homogènes  aui  différentielles  totales  entre  n  variables.  A  cet  eflel, 
il  rappelle  brièvement,  au  premier  paragraphe,  quelques  théorèmes  généraux  puisés 
dans  son  Mémoire  sur  le  problème  de  Pf,ifr(  même  Journal,  t.  LXXXII  ).  Le  deuxième 
jiaragrafihe  sert  à  étudier  les  changements  que  subit  la  classe  d'une  expression  dif- 
l'erentielle,  lorsqu'on  la  multiplie  par  un  fadeur  ou  qu'on  lui  ajoute  une  différen- 
lielle  complète.  La  classe  d'une  expression  différentielle  est  égale  au  nombre  mini- 
nnini  de  variables  indépendantes  à  l'aide  desquelles  l'expression  diflférentiello 
jieiit  être  représentée.  Des  théorèmes  généraux  sur  l'expression  différentielle 
rt,  f/.r -H  a  i'^-ï -(-...-+- rt,//.r,  où  <7|,(7j,  ...,  rt„  sont  des  fonctions  homogènes  du 
même  degré  ff,  font  l'objet  du  troisième  paragraphe.  Ces  théorèmes  sont  mis  en 
usage  au  §  i  pour  transformer  dans  quelques  exemples  cette  même  expression 
différentielle  en  certaines  formes  appelées  réduites.  L'équation  différentielle 
a^(/x^-\-  n^(/x^-i-  a^(/x^=^  o,  où  <7j,  a,,  a^  sont  des  fonctions  homogènes  du  second 
degvé,  se  trouve  traitée  au  §  5,  et  enlin  le  §  G  donne  une  généralisation  de  l'équa- 
tion différculicllc  de  Jacobi. 


(•)    Voir   linllrtiii,   III,,    I. ■-!(,. 


REVUE    DES   PUBLICATIONS.  Sg 

Stichelherger  (L.).  —  Sur  des  faisceaux  de  formes  bilinéaires  et 
quadratiques.  (20-43). 

Au  commencement  de  sou  Mémoire,  M.  Slickelberger  revient  aux  difllcultés  qui 
se  présentent  quand  on  transforme  en  somme  de  carrés  une  forme  quadratique,  au 
moyeu  de  la  formule  générale  de  Jacobi.  C'est  en  se  servant  d'uue  transformation 
préalable  de  la  forme  donnée  et  en  la  joignant  à  la  transformation  de  Jacobi  qu'on 
parvient  à  la  représentation  très  élégante,  en  somme  de  carrés,  d'une  forme  qua- 
dratique, telle  que  M.  Darboux  l'a  employée  dans  ses  recherches  sur  ces  formes. 
Cependant  M.  Slickelberger  trouve  que  les  suppositions  faites  par  M.  Darboux  ne 
sont  pas  toujours  réalisées.  Une  difficulté  semblable  s'offre  dans  l'application  de  la 
formule  de  Jacobi  faite  par  M.  AVeierstrass  à  la  réduction  de  faisceaux  de  formes 
quadratiques.  M.  Darboux  a  perfectionné  la  forme  de  la  représentation  de 
M.  Weierstrass,  en  réunissant  la  substitution  donnée  par  M.  Weiersirass  à  la  for- 
mule de  Jacobi.  Cependant,  tout  en  rehaussant  la  clarté  du  sujet  par  son  procédé, 
il  n'en  a  pas  donné  une  démonstration  rigoureuse  où  il  aurait  fallu  montrer  qu'on 
peut  toujours  satisfaire  aux  conditions  de  l'application  de  la  formule  par  un  choix 
convenable  des  constantes  qui  y  rentrent. 

A  l'occasion  d'une  application  de  l'analyse  de  M.  AVeierstrass,  M.  Stickelberger 
a  reconnu,  au    moyen  d'un   ))rocédé  indirect,  que  la  difficulté  peut  toujours  être 

»  levée  par  la  substitution  signalée  en  même  temps  par  l'illustre  géomètre;  mais  tous 

ses  efforts  pour  remplacer  sa  méthode  par  une  autre  directe  ont  échoué.  Quoi 
qu'il  en  soit,  son  procédé  indirect  fait  ressortir  de  nombreuses  conséquences  néces- 
saires aux  recherches  ultérieures  et,  par  suite,  non  dépourvues  d'intérêt.  Voilà 
pourquoi  l'auteur  développe  d'abord  la  méthode  de  réduction  de  M.  AYeicrstruss 
pour  les  faisceaux  de  formes  bilinéaires  ou  quadratiques.  A  cet  eflét,  il  prend  un 
chemin  qui  n'écarte  pas  la  difficulté  inhérente  à  la  déduction  do  M.  Darboux,  mais 
qui  sert  à  l'éviter,  et  enfin  il  tire  de  ses  considérations  des  règles  d'après  lesquelles 
on  peut  choisir  les  quantités  dont  dépend  la  réduction. 

§  1.  Réduction  de  faisceaux  de  formes  bilinéaires.  —  §  '2.  L'équivalence  de  fais- 
ceaux de  formes  bilinéaires.  —  §  .3.  Transformation  du  paramétre  d'un  faisceau  de 
formes.  —  §  4.  Explication  de  la  proposition  I  à  l'aide  d'un  exemple.  —  §  5.  Choix 
symétriques  des  constantes  «„' ,  l'à''. 

Frohenius  [G.].  —  Sur  l'iuvariant  gauclie  d'une  forme  biliuéaire 
ou  quadratique.  (44~7i)- 

Deux  formes  bilinéaires  A  =  2a^.,x^Vo,  et  ^  =  'S.l\iX^r^  s'appellent  congrues  si  A 
peut  être  transformée  en  B  par  des  substitutions  cogrédientes  linéaires  et  dont  le 
déterminant  ne  s'évanouit  pas.  Or  les  mêmes  substitutions  changent  à  la  fois  la 
forme  conjuguée  A' =  S «o^r^rj  de  A  en  B',  forme  conjuguée  de  B;  par  conséquent, 
elles  transformeront  aussi  le  faisceau  de  formes  bilinéaires  /A  —  A'  en  /-B  —  B'. 
Désignant  donc  le  déterminant  de  substitution  pary^  et  le  déterminant  d'une  forme 
bilinéaire  G  par   |G  ],  on  aura 

|rB-B'|  =  |/A-A'lr- 

Si  le  déterminant  du  faisceau  rk  —  A'  ne  s'évanouit  pas  identiquement  pour  toute 

valeur  de  /•,  on  en  tire 

;^^=:|/-B  — Bl:|/A— A'|. 

Il  laul  donc  que  le  second  niembro  de  celte  équation  soit  indéi)Ondant  de  /  ol  (pio, 
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pour  tojiK's  '«■!'  «iibslitiilions  en  nombre  infini  (jui  lianslornient  A  en  B,  te  carré  t?i« 
deterininanl  ait  la  niùme  valeur.  Or  deux  cas  sont  alors  possibles  :  le  déterminant// 
peut  avoii-  une  même  valeur  pour  toutes  ces  substitutions,  ou  bien  tantôt  l'une, 
tantôt  l'autre  de  doux  valeurs  opposées.  C'est  pourquoi  M.  Frobenius  a  traité  le 
problème  de  discerner  sous  quelle  condition  le  premier  cas  on  le  deuxième  se  pro- 
duit, et  encore  celui  de  déterminer  le  signe  dn  module  de  transformation  p  au  pre- 
mier cas,  sans  recourir  à  une  substitution  qui  change  A  en  R. 

De  même  que  pour  deux  formes  congrues  bilinéaires,  on  peut  demander  la  valeur 
du  déterminant  de  substitution  pour  deux  faisceaux  équivalents  de  formes  quadra- 
tiques. La  réponse  à  cette  question  exige  des  moyens  bien  différents  de  ceux  qu'on  ;» 
employés  à  la  solution  du  premier  problème.  Tandis  que  celni-ci  roule  principale- 
ment sur  le  théorème  qu'un  déterminant  gauche  de  degré  p:iir  est  le  carré  d'nne 
fonction  entière  de  ses  éléments,  la  solution  de  la  seconde  question,  qui  est  beau- 
coup plus  conpiiquée,  revient  à  lu  duplication  d'une  certaine  forme  de  degré»  a 
Il  variables,  decomposahie  en  facteurs  linéaires  et  qui  est  un  contravariaiit  du  fais- 
ceau de  formes  quadratiques. 

S  1.  Le  déterminant  de  la  transformation  d'une  forme  en  elle-niènic.  —  §  'i.  Calcul 
de  l'invariant  gauche  dune  forme  bilinéaire  dans  deux  cas  spéciaux.  ■—  §  3.  Théo- 
rème de  Sylvester  sur  les  déterminants.  —  §  'i.  Représentation  générale  de  l'inva- 
riant gauche  d'une  forme  bilinéaire.  —  §  J.  Sur  le  contravaiiant  décomposable,  de 
degré  //,  d'un  faisceau  de  formes  bilinéaires  h  2  «  variables.  —  §  G.  Sur  un  cas  spécial 
du  théorème  établi.  —  §  7.  Démonstration  du  théorème  du  §  5.  —  §  8.  L'invariant 
gauche  d'un  faisceau  de  forn:es  quadratiques.  —  §  9.  Représentation  rationnelle  de 
l'invariant  gauche. 

Killing  (  TF.).  —  Sur  deux  formes  de  l'esjiace  à  courbure  constante 
et  positive  (aj^ant  rapport  au  Mémoire  de  M.  Newcomb,  au 
tome  LXXXJII  du  même  Journal).  (71^-83). 

M.  Newcomb  assigne  à  la  forme  de  l'espace  qu'il  a  étudiée  toutes  les  propriétés 
supposées  ou  explicitement  ou  implicitement  par  Euclide,  à  l'exception  de  deux  : 
il  demande  que  la  droite  se  ferme,  et  il  exprime  la  distance  de  deux  points  situes 
sur  les  côtés  d'un  angle  «,  à  la  distance  /■  du  sommet,  par  la  formule 

2«D    .      r-x 

S— sin  — -, 

7T  2  L) 

où  2D  désigne  les  longueurs  de  la  ligne  droite.  11  montre  que  ces  hypothèses  sont 
propres  à  servir  de  fondement  à  une  forme  de  l'espace  qui  coïncide  avec  la  forme 
euclidienne  pour  les  parties  inliniment  petites.  La  forme  établie  a  beaucoup  de  res- 
semblance avec  celle  qu'a  trouvée  Riemann.  Cependant  plusieurs  propriétés 
déduites  par  M.  Newcomb  sont  en  contradiction  directe  avec  c|uelques  consé- 
((Uf-nces  qu'avait  tirées  Riemann  pour  sa  forme  de  l'espace.  M.  Newcomb,  prenant 
les  deux  formes  pour  identiques,  signale  donc  ces  assertions  de  Riemann  comme 
incorrectes.  Tout  au  contraire,  M.  Killing  montre,  en  premier  lieu,  que  les  propo- 
sitions en  question  s'ensuivent  en  toute  rigueur  des  liyijothcscs  de  Riemann;  en 
second  lieu,  il  montre  comment  les  équations  de  la  Géométrie  de  Riemann  peuvent 
s'appliquer  à  une  autre  forme  de  l'espace,  identique  avce  celle  qu'a  étudiée  M.  New- 
comb; enfin  il  développe  des  considérations  qui  permettent  do  déduire  la  seconde 
lormi'  delà  |M«'iiiii'Te  pai'  une  voie  purement  géométrique. 
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lleye  {'-l'h.).  —  Sui'  les  systèmes  de  rayons  de  la  seconde  classe  et 
sur  la  surface  de  Kummer  de  quatrième  ordre  à  seize  points 
nodaux.  (84-107). 

M.  Kummer  a  découvert  l'existence  de  sept  systèmes  essentiellement  différents 
de  rayons  de  second  ordre  sans  courbes  focales,  et  il  a  développé  les  propriétés 
les  plus  importantes  de  leurs  surfaces  focales.  Peu  de  temps  après,  l'une  de  ces 
surfaces,  la  surface  kumméricnne  de  quatrième  ordre  et  de  quatrième  classe,  douée 
de  seize  points  nodaux  et  de  i6  plans  tangents  singuliers,  a  attiré  de  nouveau  l'at- 
tention des  géomètres  comme  surface  des  singularités  du  complCxe  général  du 
second  degré;  et  enfin,  tout  récemment,  les  relations  remarquables  qu'elle  a 
avec  les  fonctions  0  de  deux  variables  ont  fait  le  sujet  de  plusieurs  Mémoires 
publiés  au  même  Journal.  La  Géométrie  synthétique  n'avait  pas  encore  trouvé  de 
chemin  pour  aborder  ces  systèmes  de  rayons  du  second  ordre  et  leurs  surfaces 
focales. 

M.  Reye  a  maintenant  réussi  à  s'emparer  de  ce  sujet  par  les  seules  ressources  de 
la  Géométrie  pure;  c'est  ainsi  qu'il  est  parvenu  à  l'étude  de  tous  ces  systèmes  de 
rayons,  excepté  celui  de  sixième  classe  et  de  premièi-e  espèce.  Pour  plus  de  clarté,  il 
se  borne  à  développer  les  systèmes  de  rayons  de  seconde  classe,  systèmes  réci- 
proques à  ceux  que  nous  venons  de  mentionner.  L'étude  géométrique  de  ces  systèmes 
se  simplifie  en  ce  qu'ils  sont  mis  en  relation  projective  avec  des  réseaux  ordinaires 
de  ra\ons  et  que  leurs  surfaces  nodales  sont  représentées  d'une  manière  uniforme 
sur  une  des  surfaces  connues  du  quatrième  ordre.  Les  systèmes  de  second  ordre  et 
de  seconde  classe  et  la  surface  de  Kummer  font  l'objet  d'une  recherche  détaillée 
qui  termine  le  Mémoire. 

3Iilinowshi.  —  La  représcntalion  de  sections  coniques  sur  des 
cercles.   (108-1 1 j). 

La  Note  contient  une  méthode  qui  sert  à  développer  la  théorie  des  propriétés 
harmoniques  et  focales  des  sections  coniques,  de  même  que  les  théorèmes  de 
Pascal  et  de  Rrianchon,  à  l'aide  d'une  représentation  des  sections  coniques  sur  des 
circonférences,  sans  qu'on  ait  besoin  d'abandonner  la  Géométrie  du  plan  et  de 
recourir  à  la  Géométrie  du  cône. 

Stunn  [R.]-  —  Représentation  de  formes  binaires  sur  la  courbe 
gauche  cubique,  (ii6-i4j)- 

Frobenius  [G.].  —  Théorie  des  formes  linéaires  à  coefficients 
entiers.  (146-208). 

Si  l'on  transforme  les  deux  formes  bilinéaires 

A'  =  S  a'^u,  j:„ r^.     A"  —  S  a„,.^ x^-^ 
des  variables  x^.  y^,  . . .,  J^„,.r„  par  les  substitutions  linéaires 

(P.)u-„=2/'.„.r:        (Q.).r,=  S7,,Vs 

Y     '       '  •         à     • 

en  celles-ci 
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la  forme  A  =  /-A'-f- A"==  Sw^qX^^rg,  contenant  le  paramètre  indéterminé  r,  se  chan{;e 
par  les  mêmes  substitutions  en  B  = /-B'-t-IV^  2  ^^x^i^.  Si  les  déterminants  de» 
substitutions  (P.);  (QO  "c  s'évanouissent  pas,  les  substitutions  inverses 

a  [1 

rechangent  la  forme  B  on  A,  La  totalité  des  formes  /•  A'-H  A",  qui  s'obtiennent  quand 
on  donne  au  paramètre  ;•  toutes  les  valeurs  nouvelles,  s'appelle  un  faisceau  de 
formes,  et  deux  faisceaux  de  formes  sont  apjielés  équivalents  lorsqu'ils  permettent 
la  transformation  réciproque  que  nous  venons  de  décrire.  Si  les  déterminants  des 
deux  faisceaux  A  et  B  ne  s'évanouissent  pas  identiquement,  la  condition  nécessaire 
et  suflisante  de  l'équivalence  consiste,  selon  M.  "VVeierstrass,  en  ce  que,  pour  J.  =  i, 
2.  . . .,  n,  le  plus  grand  diviseur  commun  d-^  des  déterminants  de  degré  A  de  A  soit 
égal  à  celui  des  déterminants  de  degré  X  de  B.  L'équation  A  =;  B  devenant  identique 
en  vertu  des  substitutions  P  et  S,  il  s'ensuit 

Si  A  et  B  sont  équivalentes,  ces  équations  homogènes  linéaires  au  nombre  de  a//' 
entre  les  2»'  inconnues  p  ,  s^r,  doivent  avoir  un  déterminant  qui  s'annule,  et  il  est 
nécessairement  possible  d'attribuer  aux  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  leur 
solution  la  plus  générale  des  valeurs  telles  que  les  déterminants  de  degré  n,  \ik,^\ 
et  I  ^jb  I  soient  différents  de  zéro.  C'est  ainsi  qu'on  obtient  la  substitution  P,  et  en 
résolvant  les  équations  linéaires  S  on  parvient  à  la  substitution  Q. 

Des  opérations  rationnelles  suffisent  donc  pour  discerner  si  deux  formes  données 
sont  équivalentes  ou  non,  et  des  opérations  rationnelles  ouvrent  la  voie  qui  mène, 
dans  le  premier  cas,  à  toutes  les  substitutions  de  transformation  pour  les  deux  formes. 
Tout  au  contraire,  les  autres  démonstrations  connues  de  la  propt  sition  de 
M.  Weierstrass  utilisent  des  opérations  irrationnelles;  car  elles  reviennent  à  mettre  A 
sous  une  forme  réduite  dont  les  coefficients  dépendent  de  l'équation  |  o^j  ]  =;  o. 
C'est  pourquoi  iW.  Frobenius  s'était  proposé,  il  y  a  longtemps,  de  trouver  une 
démonstralion  où  l'on  ne  rencontrât  que  des  opérations  rationnelles.  Mais  il  démêla 
la  solution  de  ce  problème  seulement  après  avoir  traité  le  problème  de  théorie 
des  nombres  qui  fait  le  sujet  du  Mémoire  actuel.  Il  y  envisage  les  différentes 
formes  que  subit  une  forme  bilinéaire  à  coefficients  entiers  quand  on  introduit 
de  nouvelles  variables,  soit  pour  les  deux  séries  de  variables,  soit  pour  une  seule. 

§  1.  Les  conditions  pour  l'équivalence  de  formes  bilinéaires.  —  §  2.  Détermi- 
nants unimodulaires.  —  §  3.  Résolution  de  l'équation  S  a^3Xj^j>„  =/.  —  §  4.  Réso- 
lution de  l'équation  Srt5;q.r„ra=/^  d'après  une  autre  méthode.  —  §  5.  La  réduction 
d'une  forme  bilinéaire  à  la  l'orme  normale.  —  §  (i.  Diviseurs  élémentaires  simples 
et  systèmes  de  diviseurs  élémentaires  composés.  —  §  7.  Formes  bilinéaires  alternées. 
—  §  8.  Equations  linéaires.  —  §  9.  Modules.  —  §  10.  Congruences  linéaires.  — 
§  11.  L'équivalence  de  formes  bilinéaires  par  rapport  à  un  module.  —  §  \1.  Équi- 
valence de  systèmes  de  formes  linéaires.  —  §  13.  Équivalence  de  faisceaux  de  formes 
bilinéaires. 

Reje  [Th.).  —  Sur  la  configuration  kuinmérieiinc  de  seize  points 
et  (le  seize  plans.  (  209-2 12). 

La   conli;;iii-,iliini  i('n);ir(|iiidi1e    formée   i)ar   les  seize   points    nodaux   cl  les    seize 
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plans  singuliers  d'une  surface  kummérienitc  du  quatrième  degré  peut  se  construire, 
selon  M.  Weber,  linéairement  au  moyen  de  six  points  nodaux,  et  ceux-ci  peuvent 
avoir,  suivant  le  calcul  de  M.  Weber,  une  position  quelconque.  Le  travail  de  M.  Reye 
contient  une  preuve  directe  synthétique  de  cette  construction,  reposant  sur  une 
j)ropriélé  intéressante  de  l'hexagone  dans  l'espace;  d'ailleurs  elle  montre  comment, 
en  partant  de  l'hexagone,  on  parvient  aux  propriétés  essentielles  connues  jusqu'à 
présent  de  la  configuration  kummérienne. 

Baltzer  [R-).  —  ConlriLuliou  à  l'histoire  du  potentiel.  (2i3-2i6). 

Frobenius  et  Sdchelbei'ger.  —  Sur  des  groupes  d'éléineuts  per- 
mutables. (217-262). 

La  théorie  des  groupes  finis  d'éléments  permutables  a  été  fondée  d'une  part  par 
Euler  et  Gauss,  de  l'autre  par  Lagrange  et  Abel  ;  par  ceux-là,  dans  leurs  recherches 
de  théorie  des  nombres  sur  les  résidus  des  puissances;  par  ceux-ci,  dans  leurs 
travaux  sur  la  résolution  des  équations.  Après  ces  recherches  fondamentales,  Gauss 
et  M.  Schering  ont  fait  faire  des  progrès  à  la  théorie.  Gauss  [Démonstration  de 
quelques  théorèmes  concernant  les  périodes  des  classes  des  formes  binaires  du  second 
degré  {OEuvres,  II,  p.  266)]  enseigne  la  décomposition  d'un  groupe  en  groupes  pri- 
maires dont  les  ordres  sont  premiers  l'un  avec  l'autre.  M.  Schering  {Guttinger 
Ahhandlungen ,  t.  XIV)  apprend  à  les  décomposer  en  groupes  élémentaires  dont 
les  ordres  sont  indivisibles  chacun  par  le  suivant.  La  première  décomposition  de 
Gauss  est  complètement  déterminée;  celle-ci  peut  s'exécuter  de  différentes  ma- 
nières. Cette  remarque  a  formé  le  point  de  départ  de  la  recherche  des  auteurs 
du  présent  Mémoire,  parce  qu'elle  entraine  la  question  de  savoir  s'il  y  a  certaines 
propriétés  communes  à  toutes  ces  décompositions.  11  résulte  d'abord  que  les  ordres 
des  groupes  élémentaires  que  M.  Schering  gagne  en  décomposant  le  groupe  entier 
sont  des  nombres  constants,  indépendants  du  choix  des  groupes  partiels.  En  com- 
binant encore  la  décomposition  de  Gauss  avec  celle  de  Schering  et  en  pénétrant 
ainsi  aux  éléments  indécomposables  des  groupes,  ils  ont  enfin  réussi,  tout  en  ap- 
profondissant la  notion  des  racines  primitives,  à  montrer  à  quel  point  les  facteurs 
irréductibles  d'un  groupe  sont  indépendants  les  uns  des  autres  et  à  quel  point  ils 
sont  dépendants. 

La  difficulté  principale  dans  cette  recherche,  analogue  à  celle  qui  se  rencontre 
dans  la  théorie  des  nombres  entiers  complexes,  consistait  à  transformer  les  notions 
que  présente  la  théorie  élémentaire  des  nombres.  Tandis  que,  par  exemple,  un 
nombre  s'y  appel  le /i/e/wif/-  quand  il  n'est  divisible  que  par  l'unité  et  par  lui-même, 
il  fallait  nommer  ici  un  groupe  irréductible  quand  il  ne  peut  être  décomposé  en 
deux  facteurs  sans  que  l'un  d'eux  soit  égal  au  groupe  entier.  Tandis  que,  dans  la 
théorie  élémentaire,  une  racine  primitive  de  la  congruence  ji^^i  est  un  nombre 
qui  n'a  aucune  puissance  inférieure  à  la  /i''^^"»  congrue  à  l'unité,  on  est  porté  Ici 
à  nommer  primitive  une  racine  de  cette  congruence  seulement  quand  cette  racine 
n'a  aucune  puissance  inférieure  à  la  //'''"«'  égale  à  un  résidu  de  /z"^^"*  puissance. 

§  1.  Définitions.  —  §  2.  L'ordre  d'un  groupe.  —  §  .3.  Puissances  et  racines  pri- 
mitives. —  §  4.  Décomposition  d'un  groupe  en  facteurs  primaires.  —  §  5.  Le  rang 
d'un  groupe.  —  §  6.  Décomposition  d'un  groupe  en  groupes  élémentaires.  —  §  7.  Les 
invariants  d'un  groupe.  —  §  8.  Décomposition  d'un  groupe  en  facteurs  irréductibles. 
—  §  0.  Éléments  primitifs  d'un  groupe.  —  §  10.  Les  formes  bilinéaires  adjointes  à 
un  groupe.  —   §  11-   Les  restes   des  puissances  de  nombres  rationnels  entiers  par 
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rapporta  un  module  composé.  —  §  12.  Les  restes  des  puissances  de  nombres  com- 
plexes entiers. 

Netto  (E.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  variétés.  (263-268). 

Kantor  (S.).  —  Généralisation  d'un  tliéorème  de  Poncelet. 
(269-278). 

Mùiding.  —  Sur  la  théorie  des  courbes  à  périmètre  minimum  et  à 
aire  donnée  sur  des  surfaces  courbes.  (279-289). 

MilinowsM.  —  Contribution  à  la  théorie  des  sections  coniques. 
(290-296). 

Nouvelle  démonstration  de  la  proposition  que  les  courbes  du  second  ordre 
engendrées  par  les  (ormes  fondamentales  projectives  de  premier  degré  ne  sont  rien 
autre  chose  que  les  sections  coniques.  La  méthode  fait  en  même  temps  ressortir  les 
relations  qui  existent  entre  les  propriétés  focales  et  les  propriétés  projectives  des 
sections  coniques. 

fogt  [Heinricli).  —  Sur  un  hyperboloïde  particulier.  (297-316). 

Si  trois  des  génératrices  d'un  cône  du  second  ordre  sont  normales  entre  elles,  le 
cône  contient  une  infinité  de  triples  rayons  normaux.  Ce  théorème  de  Joachimstlial 
forme  le  point  de  départ  de  la  recherche  qui  développe  d'abord  une  démonstration 
élémentaire  de  ce  théorème  et  une  autre,  indépendante  de  celle-ci,  de  la  proposition 
correspondante  de  l'hyperboloïde.  L'étude  des  surfaces  du  second  ordre  caracté- 
risées par  trois  génératrices  normales  fait  voir  que  ces  surfaces  jouent  dans  l'espace 
le  même  rôle  que  l'hyperbole  équilatère  dans  le  plan  :  le  cône,  en  vertu  de  la  rela- 
tion qu'il  a  avec  le  tétraèdre  spécial  dont  les  hauteurs  se  rencontrent  en  un  point  ; 
l'hyperboloïde,  en  vertu  de  la  relation  qu'il  a  avec  le  tétraèdre  général.  De  plus,  notre 
hyperboloïde  s'oppose  à  l'hyperboloïde  orthogonal,  de  même  que  dans  le  plan 
l'hyperbole  équilatère  au  cercle.  C'est  pourquoi  l'auteur  lui  a  donné  le  nom  à'hj- 
perboloïde  équilatère. 

§  1.  Le  cône  équilatère.  —  §2.  L'iiyperboloïde  équilatère.  —  §  3.  L'hyperboloïde 
équilatère  de  rotation.  —  §  "i-  Relations  entre  l'hyperboloïde  é((uilatère  et  le 
tétraèdre.  —  §  5.  Le  paraboloïde  hyperbolique  équilatère. 

Kônigsberger  [L.).  —  Sur  une  relation  entre  la  multiplication 
complexe  des  intégrales  elliptiques  et  la  réduction  de  certaines 
classes  d'intégrales  abéliennes  à  des  iiïtégrales  elliptiques.  (3i7- 
352). 

Sans  entrer  dans  le  détail  de  la  recherclie,  nous  nous  bornerons  à  donner 
l'énoncé  d'un  théorème  piincipal,  résultat  de  la  première  moitié  du  Mémoire  : 

«  Si  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  et  de  la  iorrae  fip{z){'\jK{z)]'' dz, 
où  «>a,  doit  être  réductible  à  une  intégrale  elliptique,  cette  réduction  n'est  pos- 
sible que  pour  les  cas  «  =  3,  /j,  6,  et  encore  les  intégrales  elliptiques  auxquelles  on  peut 
réduire  les  intégrales  /■/-(--)(  v/R(7))'\/r.   /•/-(;)  (t''K(T))''^;  ont-elles  le  module 
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delà  multiplication  complexe  {  \^2-h\/'î  ou  un  autre,  transformé  de  celui-ci,  tandis 
que  les  intégrales  elliptiques  auxquelles  on  peut  réduire  les  intégrales  abéliennes 

f^{z)[\J^{z)]'' dz  ont   le  module  de  la  multiplication  complexe  v^t  ou  bien  un 
autre,  transformé  de  celui-ci.  » 

Le  reste  du  IMémoire  est  consacré  à  l'étude  d'intégrales  abéliennes  dépendant 
d'une  même  irrationnalité  yR('c)  et  dont  la  somme  est  réductible  à  une  intégrale 
elliptique. 

E.  L. 


IL  NUOVO  CIMENTO,  Giornale  fondato  per  la  Fisica  e  la  Chimica  da  C.  Mat- 
TEicci  e  R.  PiRiA,  continuato  per  la  Fisica  osperimenlale  et  matematica  da 
E.  Betti  e  R.  Felici.  —  Terza  série. 


Tome  I;  1877. 

Rossetli  {F.).  —  Nouvelles  expériences  faites   avec  le  radiomètre 
de  Crookes.  (5- 10). 

Ces  expériences  engagent  l'auteur  à  conclure  que  le  radiomètre  contient  un 
gaz,  et  que  la  rotation  est  due  principalement  à  des  rayons  calorifiques  obscurs  ou 
lumineux  et  est  un  effet  de  l'action  calorifique  exercée  par  les  faces  plus  échauffées 
des  palettes  sur  le  gaz  environnant. 

Behrami  (E.).  —  Considérations  sur  une  loi  potentielle.  (10-21). 

Si  ij>{r')  est  en  général  la  fonction  potentielle  élémentaire  d'une  action  à  distance 
et  que  l'on  pose  ti'  (/•)  =  r  o  (r),  si  h  (r)  est  la  densité  avec  laquelle  une  masse  est  dis- 
tribuée à  l'intérieur  d'une  sphère,  et  si  f  ('")'  'K'')  o"t  une  expression  analytique 
telle  que  l'on  ait  p  (  —  r)  ^=  <p(r),  h( — r)=.  h(r),  l'auteur  montre  quelle  doit 
être  l'expression  de  la  fonction  potentielle  de  la  sphère  et  détermine  ensuite  le 
potentiel  de  la  sphère  sur  elle-même.  L'auteur  applique  ces  considérations  géné- 
rales au  cas  de  p  (;•)  =-.  e~!"'^,  h  =::  const.,  et  il  en  déduit  que,  si  dans  l'espace  on  sup- 
pose distribuée  uniformément  une  matière  qui  agisse  sur  elle-même  avec  la  loi 
potentielle  e-l"'',  elle  est  partout  en  équilibre.  Si  au  contraire,  tout  en  conservant  la 

même  loi  potentielle,  la  matière  est  distribuée  de  façon  à  avoir  /«(/-)  =  -  (et  dans 

ce  cas  on  ne  pourrait  pas  appliquer  toutes  les  conséquences  delà  théorie  générale, 
parce  que  A  cesse  d'être  une  fonction  paire),  on  a  le  théorème  :  «  Si  dans  la  matière 
qui  agit  suivant  la  loi  potentielle  e"!^''' se  forme  une  condensation  autour  d'un  point 
de  façon  que  la  densité  varie  en  raison  inverse  de  la  distance  à  ce  centre,  l'action 
que  la  matière  ainsi  condensée  exerce  sur  un  point  quelconque  s'approche  très  rapi- 
dement, à  mesure  que  l'on  s'éloigne  du  centre  de  condensation,  de  la  loi  nevvto- 
iiienne  ».  L'auteur,  dans  un  dernier  paragraphe,  rattache  cette  théorie  à  celle  de  la 
chalcui'. 
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Pisaii  (  G.  )  elSaporito-Bicca  [G.].  —  Sur  la  ténacité  du  foi'  à  cliiTé- 
i-entes  températures.  (  35-57 ). 

Les  résultats  des  espériences  des  auteurs  concordent  avec  les  résultats  obtenus  par 
M.  Baudrimont  et  montrent  que  la  ténacité  du  i'er  varie  d'une  façon  irréjiulière 
avec  la  température.  Des  résultats  analogues  se  trouvent  avec  des  lils  cuits  en  pré- 
sence de  l'anhydride  carbonique. 

RiccL-Ciirbastro  {G.).  —  Sur  la  déduction  d'une  nouvelle  loi  fonda- 
mentale d'Électrodynamique  et  sur  la  manière  avec  laquelle 
agissent  les  forces  électro  et  pondéromotrices  entre  deux  conduc- 
teurs filiformes.  (08-725  89-106). 

Cet  article  est  une  revue  des  travaux  de  M.  Clausius.  L'auteur  commence  par  exposer 
les  considérations  présentées  par  M.  Belti  dans  son  Cours  sur  les  fonctions  potentielles 
qui  contiennent  des  termes  dépendant  des  composantes  des  vitesses,  et  un  théorème 
de  M.  Betti  sur  la  manière  dont  doit  dépendre  de  ces  composantes  la  fonction  poten- 
tielle, afin  que  soient  vérifiés  non  seulement  le  principe  des  forces  vives,  mais  aussi 
un  principe  analogue  à  celui  des  aires.  H  fait  voir  ensuite  que  ces  deux  principes 
sont  vérifiés  en  admettant  pour  l'action  élémentaire  électrodynaraique  soit  la  for- 
mule de  Weber,  soit  celle  de  Riemann,  soit  enfin  celle  qu'a  proposée  M.  Clausius. 
Les  deux  premières  formules  ne  concûrdenl  pas  avec  l'hypothèse  physique  de  M.  IVeu- 
mann;  mais  avec  la  troisième,  si  l'on  est  d'accord  avec  cette  hypothèse,  on  ne  peut 
plus  satisfaire  le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 
L'auteur  termine  cette  revue  en  montrant  que  les  résultats  analytiques  de  la  formule 
de  Clausius  sont  d'accord  avec  les  résultats  expérimentaux. 

Naccari  [A.)  et  Bellati  [M.).  —  Sur  l'influence  de  la  magnéti- 
sation sur  la  conductibilité  thermique  du  fer.  (72-88;  107-124). 

Les  auteurs  ont  répété  avec  plus  de  soin  une  expérience  de  M.  Maggi  pour  déter- 
miner l'influence  que  l'aimantation  pouvait  avoir  sur  la  conductibilité  du  fer  pour  la 
chaleur,  et  ont  trouvé  que  cette  influence  n'est  pas  appréciable. 

Iloorweg  [J.-L.].  —  Sur  la  propagation  du  son  dans  la  nouvelle 
théorie  des  gaz,  (i25-i33). 

Traduction  du  résumé  de  ce  Mémoire,  publié  par  M.  Riihlmann  dans  les  Beiblàttcr 
zu  den  Pogg.  Ann. 

Bartoli  {-^■)-  —  Appareil  pour  l'étude  de  la  polarisation  galva- 
nique. (1  33-139). 

Beltrami  {E.).  —  Sur  quelques  questions  d'Electrostatique.  (iSg- 

157). 

Le  professeur  E.  Betti  a  donné  dans  les  Attt  délia  fi.  Accadcmia  dei  Lincei  la 
fonction  potentielle  d'une  ellipse  homogène  en  la  déduisant  de  celle  d'un  ellip- 
soïde hétérogène;  le  professeur  Dini  en  a  déduit  l'expression  de  la  fonction  poten- 
tielle d'une  fllipse  hétérogène,  dans  laquelle  la  densité  varie  suivant  une  loi  connue. 
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Dans  ce  Mémoire.  M.  Beltrami,  en  se  servant  des  formules  de  M.  Dini,  détermine 
la  fonction  potentielle  d'un  disque  circulaire  électrisé  par  influence  sous  l'action  de 
forces  symétriques  autour  de  l'axe  du  disque.  Il  trouve  ensuite  que  la  quantité  d'élec- 
tricité libre  sur  le  disque  mis  en  communication  avecla  terre  est  donnée  par  la  for- 
mule 

Pfu)udu 


_  2      /*     P(u]udi. 


dans  laquelle  a  est  le  rayon  du  disque,  P(m,  s)le  potentiel  des  forces  électriques 
d'induction.  L'auteur  fait,  après,  une  application  de  ses  formules  au  cas  dans  lequel 
les  forces  émanent  d'un  point  placé  sur  l'axe  du  disque. 

Pisati  {G.).  —  Sur  l'élasticité  des  métaux  à  différentes  tempéra- 
tures (i8i-2i5; II,  137-1 53;  IV,  152-178; V,  34-49?  1 35- 142; 
145-160). 

Beltrami  [E.).  —  Sur  la  détermination  expérimentale  de  la  den- 
sité électrique  à  la  surface  des  corps  conducteurs.  (2i5-233). 

Si  l'on  a  un  conducteur  sphérique  chargé  d'électricité  en  présence  d'actions  élec- 
triques et  si  l'électricité  se  met  en  équilibre  sur  le  conducteur,  on  pourra  calculer  la 
quantité  d'électricité  qui  se  placera  sur  une  jiortion  très  petite  de  la  surface,  et  il 
sera  permis  de  considérer  cette  portion  de  la  sphère  comme  une  petite  calotte  sphé- 
rique. Si  maintenant  sur  le  cercle  base  de  cette  calotte  on  construit  un  hémisphère 
externe  au  conducteur  et  plein  de  matière  conductrice,  on  pourra  regarder  les  deux 
conducteurs  comme  n'en  formant  qu'un.  La  distribution  de  l'électricité  viendra  à 
changer,  et  l'on  pourra  calculer  la  quantité  d'électricité  qui  se  portera  sur  la  sphère 
plus  petite.  L'auteur  démontre  que  cette  quantité  d'électricité  qui  va  sur  la  sphère 
la  plus  petite  est  à  peu  près  le  triple  de  celle  qui  se  trouvait  sur  la  calotte  de  la  sphère 
la  plus  grande  qui  avait  le  même  cercle  pour  base.  Ce  théorème  donne,  par  consé- 
quent, la  manière  d'explorer  la  distribution  de  l'électricité  sur  la  sphère  donnée  en 
prenant  comme  corps  d'épreuve  un  hémisphère  très  petit  dont  la  base  est  concave, 
afin  de  pouvoir  l'appliquer  exactement  sur  la  sphère. 

Highi  [A.  ).  —  Reclierdies  expérimentales  sur  les  décharges  élec- 
triques. (234-268). 

L'auteur  étudie  la  forme  et  la  couleur  des  étincelles  électriques  dans  diiférents 
milieux  et  dans  des  conditions  dift'erentcs. 

JFiedemann  [G.).  —  Sur  les  propriétés  magnétiques  des  combi- 
naisons chimiques.  (269-272  ;  II,  65-72;  252-259;  III,  237-269). 

Traduction  d'un  Mémoire  important  déjà  publié  dans  les  ^nn.  der  Phjsik  und 
Chcmie. 

Tome  II;  1877. 

Ricci  [G.).  —  Sur  la  théorie  électrodynamique  de  ^laxwell.  (5-27; 
93-116). 
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Rcsiimù  tle  la  partie  du  Livre  de  M.  IMaxwell  Treatise  ou  electiicity  and  iiiagnr- 
tism  qui  concerne  la  théorie  mathématique  de  l'électricité  fondée  sur  l'hypothèse  de 
Faraday. 

Riiihi  {A.').  —  Reclieixlies  sur  les  décliargcs  électriques.  (28-38  i. 

Suite  du  Mémoire  précédent. 

Luvini  (G-.).  —  Miroir  vibrant  pour  la  recompositiou  des  couleurs 
du  spectre.  (39-42). 

Roiti  [A-]-  —  Sur  la  propagation  du  son  dans  la  théorie  moderne 
des  gaz.  (42-65). 

L'auteur,  en  partant  de  la  théorie   de  Bernoulli  sur  les   gaz,   démontre   que    la 

3 
vitesse  moléculaire  doit  être  égale  à  -  de  la  vitesse  du  son  et  examine  quelques 

travaux  d'autres  physiciens  sur  le  même  sujet. 

Pieriicci  [F.].  —  Sur  une  modilication  à  la  machine  de  Hollz  d(i 
seconde  espèce.  (iiy-i2j). 

Rossett.i[F.).  —  Sur  la  température  des  flammes.  (126-137). 

Avec  une  pile  thermo-électrique  formée  par  un  fil  de  platine  et  un  fil  de  fer,  l'au- 
teur détermine  la  température  de  différentes  flammes. 

Pisati  [G.).  —  Sur  la  dilatation,  la  capillarité  et  la  viscosité  du 
soufre  fondu.  (i54-i6i). 

L'auteur  trouve  que  la  dilatation,  la  capillarité  et  la  viscosité  du  soufre  fondu 
présentent  un  minimum  vers  i57°-i6o°,  que  la  capillarité  a  un  maximum  vers  170° 
et  la  viscosité  a  son  maximum  à  peu  près  à  igS".  Il  trouve  aussi  une  grande  diffé- 
rence entre  les  propriétés  du  soufre  vierge  et  celles  du  soufre  modifié  par  la 
chaleur. 

Righi  [A-]-  —  Recherches  expérimentales  sur  l'interférence  de  la 
lumière.  (161-1745  i8i-2o5). 

L'auteur  a  appliqué  à  l'étude  de  la  diffraction  et  de  l'interférence  de  la  lumière 
le  spectroscope.  Il  applique  sa  méthode  à  une  expérience  d'Arago,  avec  laquelle  ce 
physicien  établissait  qu'un  rayon  de  lumière  polarisée,  en  entrant  dans  un  cristal 
de  quartz  dans  la  direction  de  l'axe,  se  transforme  à  l'intérieur  de  ce  corps  en  deux 
rayons  circulaires  de  directions  opposées,  qui  se  propagent  avec  différentes  vitesses. 
L'auteur  tend  à  prouver  que  l'expérience  d'Arago  ne  démontre  pas  l'existence  des 
rayons  circulaires  sortis  du  quartz. 

Roiti  (.'/.).  — Expériences  pour  les  leçons.  (2o5-2io). 

Description  de  deux  appareils  qui  ont  pour  objet,  le  premier  de  démontrer  l'in- 
terférence de  deux  systèmes  d'ondes,  le  second  de  rendre  évidents  les  effets  de  la 
traction  sur  les  Ois  métalliques. 
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CintolesL  (/.  ).  — Sur  un  phénomène  d'Optique  pliysiologique. 
(21 1-216). 

Sur  les  phénomènes  de  coloration  qu'on  observe  en  regardant  le  ciel  à  travers  un 
disque  tournant  et  muni  de  fentes. 

Naccari  [A.)  et  Bellati  {M.).  —  Sur  le  rapport  entre  le  raccour- 
cissement des  dimensions  transversales  d'une  barre  de  caoutchouc 
étii^ée  et  l'allongement.  (21J-240). 

Basso  [G.).  —  Phénomènes  de  magnétisme  observés  dans  le  ra- 
diomètre.  (240-248^. 

Betti  [E.).  —  Sur  le  potentiel  d'un  sj'stème  de  conducteurs  chargés 
d'électricité  et  de  cohibents  électrisés.  (249-252). 

Démonstration  du  théorème  :  «  Le  potentiel  d'un  système  de  conducteurs  chargés 
d'électricité  et  de  cohibents  électrisés  d'une  façon  quelconque  est  égal  au  potentiel 
des  cohibents  que  l'on  aurait  quand  tous  les  conducteurs  seraient  mis  en  communi- 
cation avec  la  terre,  plus  le  potentiel  que  l'on  aurait  pour  les  conducteurs  soustraits 
à  l'action  des  cohibents  lorsque  dans  l'expression  de  ce  potentiel  on  remplacerait  les 
quantités  d'électricité  communiquées  à  chaque  conducteur,  ces  mêmes  quantités 
diminuées  de  celles  qui  resteraient  sur  les  conducteurs  si  sous  l'action  des  cohibents 
ils  avaient  été  mis  en  communication  avec  la  terre.  » 

Szily  [C).  —  ï.e  principe  de  Hamilton  et  le  second  principe  de  la 
Thermodynamique.  (259-262). 

Résumé  d'un  iMémoire  inséré  dans  le  vol.  CX.LV  des  Annales  de  Poggendorff,  dans 
lequel  on  déduit  le  second  principe  de  la  Thermodynamique  du  principe  de  Ha- 
milton. 

Tome  III;  1878. 

Roiti  [A-]-  —  La  viscosité  et  l'élasticité  subséquentes  [elastiscJie 
NachwirhuJig)  dans  les  liquides.  (5-49)- 

Des  oscillations  d'une  aiguille  aimantée  dans  un  liquide  l'auteur  déduit  qu'une 
surface  liquide  peut,  en  certaines  circonstances,  acquérir,  plutôt  qu'une  simple  aug- 
mentation de  viscosité,  toutes  les  propriétés  caract;^ristiques  de  ces  actions  molécu- 
laires qui  ont  été  observées  dans  les  solides  et  ont  reçu  le  nom  d'éiasticilé  subsé- 
quente ou  de  retour. 

Marangoiii[  C).  —  Défense  de  la  théorie  de  l'élasticité  superficielle 
des  liquides.  (5o:68;  97-1 15;  193-21 1). 

Pich  [E.].  —  Sur  un  nouveau  tellure.  (68-71). 

Appareil  qui  sert  à  montrer  les  changements  des  saisons,  etc. 

Bidl.  des  Sciences  mathém.  2"  Série,  t.  IV.  (Février   1880.)  R.4 
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TJ .  G.  —  OLservalions  au  Mémoire  de  ringénieiir  G.  Gratlarola, 
intitule  «  De  l'unité  cristallonomique  en  Minéralogie.  »  (n5-i23). 

Naccai-i  [A.)  el  Bellnti  i^3I.).  —  Sur  l'iatensilé  du  phénomène 
de  Peltier  à  ditiérentes  températures.  (123-162). 

Ce  Mémoire  concerne  principalement  la  vérification  d'une  théorie  de  Thomson. 

Roiti  (A-)-  —  Sur  la  détermination  des  constantes  des  électromo- 
teui's  de  Holtz  et  sur  les  courants  donnés  par  ces  électromo- 
teurs, (i  63-1 83). 

Parmi  les  résultats  de  l'auteur,  citons  les  suivants  :  «  La  force  électromolrice  de 
la  machine  de  Holtz  est  à  peu  près  proportionnelle  à  la  vitesse,  et  la  résistance 
intérieure  est  approximativement  indépendante  de  la  vitesse.  » 

liighi  {yi-)-  —  Sur  la  vitesse  de  la  lumière  dans  les  corps  transpa- 
rents magnétisés.  (212-234)- 

liighi  [A.).  —  Sur  la  concentration  d'une  solution  magnétique 
au  pôle  d'un  aimant.  (235-237). 

Ros.setli  [F-)-  —  Sur  la  température  du  Soleil.  (238-206). 

Après  avoir  établi  une  formule  différente  de  celles  employées  jusqu'à  préseni 
pour  déduire  la  température  d'un  corps  de  son  irradiation,  l'auteur  en  fait  l'applica- 
tion à  la  détermination  de  la  température  du  Soleil;  il  trouve  qu'elle  ne  doit  pas 
être  de  beaucoup  inférieure  à  10  000"  C.  quand  on  tient  compte  de  l'absorption  do 
l'atmosphère  terrestre,  ni  de  beaucoup  supérieure  à  20  ooû°  quand  on  veut  tenir 
compte  de  l'absorption  produite  par  l'atmosphère  du  Soleil. 

Tillari  {E.).  —  Etude  sur  la  chaleur  développée  par  l'étincelle 
électrique  dans  des  gaz  dillerents.  (270-274)- 

Le  résultat  des  recherches  de  ce  physicien  est  que  réchauffement  du  thermomètre 
croît  proportionnellement  à  la  quantité  d'électricité  qui  se  trouve  dans  la  batterie. 

Tome  IV;  1878. 

ï'illaji  {E.).  —  Sur  le  pouvoir  émissif  et  sur  la  dilïérente  natun; 
de  la  chaleur  émise  par  diiïérents  corps  échaullés  à  100".  (5-34)- 

Beltrnmi  [E.).  —  Sur  quelques  propositions  de  Clausius.  (35- 
53). 

Cette  Note  contient  la  démonstration  simple  de  quelques  formules  contenues 
dans  les  Appendices  de  la  troisième  édition  du  Livre  de  M.  Clausius,  «  Die  Potential- 
fiinction  und  das  Potential  ».  Nous  signalerons  la  formule,  qui  n'a  pas  été  donnée 
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par  M.  Claiisiiis, 


J'    d    (     dr\d<.i' 


dans  laquelle  s  est  une  surface  fermée,  k  est  une  quelconque  des  trois  coordonnées 
X,  y,  z,  et  n'  est  la  normale  extérieure  à  l'élément  du'  de  la  surface. 

Stremtz  {E.).  —  Les  courants  induits  dans  une  barre  de  fer  ai- 
mantée transversalement,  (oS-yo). 

Rossetti  [F.].  —  Sur  la  température  des  flammes  (deuxième  Com- 
munication). (70-79). 

Roiti  (^.).  —  Sur  les  décharges  de  la  machine  de  Holtz  dans  les 
gaz  raréfiés;  réponse  au  D""  W.  Feddersen.  (yp-pi). 

Bartoli  {-^)-  —  De  certains  phénomènes  que  l'on  observe  au  pas- 
sage d'un  courant  électrique  dans  un  voltamètre  à  eau.  (92-103). 

Padova  {E .).  —  Sur  quelques  observations  du  professeur Neumanu 
à  la  loi  de  Weber.  (io3-ii6). 

L'auteur  observe  que,  si  les  équations  du  mouvement  d'un  système  de  points  se 
présentent  sous  la  forme  analogue  à  celle  de  Haniiltou  et  donnée  par  Riemann, 

d  dT  _d(T-t-V)       d  rfU 
dtdq'~  dq.^  dtdqi 

les  seconds  membres  de  ces  équations  ne  doivent  pas  être  considérés  comme  les  ex- 
pressions analytiques  des  forces,  mais  comme  le  résultat  d'une  transformation  ana- 
lytique effectuée  sur  les  équations  primitives  du  mouvement,  de  façon  que  les 
expressions  des  composantes  des  forces  doivent  satisfaire  à  des  conditions  plus  com- 
pliquées; mais  la  règle  du  parallélogramme  des  forces  continue  à  être  véritîée, 

Pierucci  {E.).  —  Nouvelle  machine  électrique,  (i  16^1 17). 

C'est  une  modification  à  la  machine  de  Iloltz. 

Naccari  {^.)  et  Bellati  {M.).  —  Les  phénomènes  thermiques 
produits  par  le  passage  de  l'électricité  à  travers  un  gaz  raréfié. 
(179-205). 

Poloni  [G-]-  —  Sur  le  magnétisme  permanent  de  l'acier  à  diffé- 
rentes températures.  (206-232). 

Righi  [-A.).  —  Le  téléphone  qu'on  entend  à  distance.  (233-239). 

Bazzi  [E.  )  et  Cobianchi  (G.  ).  —  Sur  le  développement  des  cou- 
rants et  des  extra-courants.  (239-262). 
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I.e  l)iit  de  ce  Mémoire  est  la  vérification  expérimentale  des  formules  données 
pour  ces  idiénomèncs  par  WM.  Ilelmholtz  et  du  Bois-Reymond. 

Tome  V;  1879. 

Eccher  [-A-Y  —  Sur  les  torces  électromotrices  produites  par  les 
solulions  salines  à  dilïérenls  degrés  de  concentration  avec  les 
métaux  qui  en  forment  la  hase.  (5-34)- 

Jillari  (E.).  —  Sur  les  lois  thermiques  et  galvanométriques  qui 
régissent  la  formalion  de  l'élincelle  électrique  dans  des  gaz  dif- 
férents.  (49-61). 

BaitoliiA.).  —  Une  nouvelle  expérience  d'électrolyse  avec  des 
faibles  courants.  (92-96'). 

Donnini  {P-)-  —  Sur  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  la  théoriiî 
cinétique  et  la  chaleur  atomique  des  gaz.  (97-1 16). 

3Iarcmgoni  [C).  —  Les  larmes  philosophiques.  (116-1 18). 

Belti  {E.).  —  La  théorie  des  condensateurs.  (1  i9-i33). 

C'est  un  Cliapitre  du  Livre  «  La  teorica  délie  forze  newloniane  e  sua  applica- 
•/.ione  air  elettricità  e  al  niagnetismo  »  {Foir  le  Bulletiit,  III,,  21). 

lioiti  [A-).  —  Sur  une  action  pondéromotrice  intérieure  du  cou- 
rant électrique.  (i34-iî5). 

fillari  {E.).  —  Les  lois  thermiques  et  galvanométriques  de  l'étin- 
celle électrique  dans  des  gaz  différents.  (i6i-2o3). 

Les  résultats  de  ces  recherches  sont  que  les  indications  thermiques  et  les  dévia- 
tions galvanométriques  produites  par  l'étincelle  et  par  la  décharge  du  condensateur 
suivent  les  mêmes  lois  quand  on  étudie  la  chaleur  produite  avec  le  thermomètre  et 
le  courant  qui  constitue  la  décharge  avec  le  galvanomètre.  La  résistance  des  gaz  à 
l'étincelle  croit  proportionnellement  à  sa  longueur.  Parmi  les  gaz  examinés  par 
l'auteur,  l'hydrogène  présente  la  moindre  et  l'acide  carbonique  la  plus  grande  ré- 
sistance à  l'électricitc. 

liiirloli  [yl.].  —  La  polarité  galvanique  et  la  décomposition  de 
1  eau  par  une  pile  de  force  électromotrice  inlérieure  à  i  élé- 
jjient  Daniell.  (2o3-25i). 

UiedcDiann  (O.).  —  La  dissociation  des  sels  ferreux  dissous. 
(si5'2-a8();  \  J,    18-25). 

'l'iudiirtiiMi  d'un   Mcmoiie  ii'.ihlié  drins  les  AnnaJrs  dr  JJ'icdcjudnii. 
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Tome  VI;  1879. 

Bellati  {M.).  —  Sur  la  valeur  du   phénomène  Pellier  dans  un 
couple  fer  et  zinc.  (5-i8). 

Vérification  expérimentale  de  la  théorie  mécanique  dos  courants  thermo-élec- 
triques de  Thomson,  Clausius  et  Budde. 

Poloni  [G.].  —  Sur  une  surface  de  capillarité.  (26-')2). 

L'auteur  détermine  l'équation  de  la  surface  de  révolution  qui  se  forme  en  plon- 
[jeaiit  une  pointe  dans  un  liquide  verticalement  et  en  la  soulevant  après  lentement; 
l'équation  de  la  ligne  méridienne  est 

(H,— ^)  }=^  A(x  — R,)  (i—  «H  "■"-'■''—  «'B'"-^— »^'/; 

H,  et   R,    sont  les  coordonnées  du  point  de  la  courbe  qui  est  le   plus  proche   de 
l'axe,  et  les  constantes  sont  liées  par  les  relatioîis 


«  logB-H  a'IogB' 

Basso  [Q.].  —  L'allongement  des  fils  conducteurs  traversés  par 
un  courant  électrique.  (32-53). 

Ferrini  [B.].  —  Reclierches  sur  la  conductibilité  électrique  des 
charbons.  (53-77). 

Bazzi  [E.].  —  Sur  les  ondes  liquides.  (98-100). 

Annonce  de  quelques  résultats  obtenus  dans  un  travail  qui  sera  publié  bientôt  et 
dans  lequel  on  discute  expérimentalement  les  formules  de  Newton,  l.aplace, 
Poisson,  Weber,  etc. 

Rossetli^F.).  —  Sur  la  température  de  la  lumière  électrique,  c'est- 
à-dire  sur  la  température  des  extrémités  polaires  des  charbons 
quand  ils  produisent  la  lumière  électrique.  (  loi-i  i5). 

Pillai'i  [E.].  ~  jVouvelles  recherches  sur  la  chaleur  développée 
dans  les  étincelles  électriques  des  condensateurs  et  des  bobines 
d'induction.  (113-128). 

La  chaleur  développée  par  l'étincelle  est  en  raison  inverse  du  nombre  des  bou- 
teilles, et  par  conséquent  de  la  surface  du  condensateur.  La  chaleur  totale  pro- 
duite dans  la  décharge  d'un  condensateur  par  une  ou  plusieurs  étincelles  est  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  quantité  d'électricité  qui  l'engendre. 

Fillari  (^E.).  —  Sur  les  lois  thermiques  et  galvanométriques  des 
étincelles  d'induction.  (128-1  Sa). 
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Roili  [yli]-  —  Nouvelle  forme  de  l'action  cataplioriqne  clu  cornant. 
(i32-i35). 

Cùitolesi  [F.).  —  Les  images  accidentelles  et  subjectives.   (i36- 

i4o). 

Bart.oli  (^.).  —  Relation  entre  la  cohésion  spécifique,  la  densité 
et  la  chaleur  spécifique  d'une  classe  de  liquides.  (i4i-i53). 

Bartoli  {-^4.).  —  Phénomène  d'électrolyse  de  l'acide  sulf'urique 
concentré  et  de  quelques  autres  liquides  visqueux.  (i53-i56). 

Padoi^a  {E.).  —  Sur  la  stabilité  du  mouvement.  (id6-2o4). 

L'auteur,  partant  des  conditions  pour  les  maxima  et  minima  des  intégrales 
définies  simples  trouvées  par  M.  A.  Mayer,  démontre  que  l'action  d'un  système  de 
points,  en  passant  d'une  configuration  à  une  autre,  cesse  de  satisfaire  aux  conditions 
du  minimum  quand  on  peut  passer  de  la  première  à  la  seconde  configuration  en 
changeant  infiniment  peu  les  conditions  initiales  du  mouvement.  L'auteur  donne 
ensuite  quelques  applications  de  cette  théorie. 

Righi  {■^•)-  —  Sur  la  dilatation  des  cohibents  armés  sous  l'action 
delà  charge  électrique.  (aoo-saS). 

EccherdalV  Eco[A.).  —  Sur  les  forces  électromotrices  engendrées 
dans  les  solutions  salines  h  diliérents  degrés  de  concentration 
avec  les   métaux  qui  en  forment  la  base  (deuxième  Mémoire). 

(223-235). 

Villari  [E.).  —  Recherches  sur  les  lois  thermiques  et  galvanomé- 
triques  des  étincelles  électriques  produites  par  la  décharge  com- 
plète, incomplète  et  partielle  des  condensateurs.  (235-204). 

Bartoli  {■^•)-  — Démonstration  élémentaire  d'un  théorème  relatif 
à  la  théorie  de  l'irradiation,  donné  par  R.  Clausius.  (205-2^6). 

Cette  Note  contient  la  démonstration  du  théorème  :  «  Le  pouvoir  émissif  d'un  corps 
dépend  non  seulement  de  la  nature  du  corps  et  de  sa  température,  mais  aussi  du 
milieu  dans  lequel  le  corps  se  trouve  ;  les  pouvoirs  émissifs,  dans  des  milieux  diffé- 
rents, sont  en  raison  directe  des  carrés  des  indices  de  réfraction  de  ces  milieux  ». 

Catitoni  [G.].  —  Les  vapeiu's  diffuses  à  l'intérieur  des  liquides. 
(277-285).  E.  P. 
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NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et  Ca. 
Brisse  (').  —  2^  série. 

Tome  XVIII;  1879. 
Laguerre.  —  Sur  la  règle  des  signes  de  Descartes.  (5-i3). 

Après  avoir  donné  une  démonstration  nouvelle  et  fort  curieuse  de  la  règle  des 
signes  de  Deseartes,  M.  Laguerre  y  ajoute  plusieurs  propositions  sur  le  nombre  des- 
racines positives  d'une  équation.  Ces  théorèmes  intéressants  méritent  d'attirer  l'atten- 
tion du  lecteur  et  peuvent  être  utiles  dans  les  applications. 

Bougie  {E.).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1877  (Malliématiques  spéciales):  «Problème  sur  les 
surfaces  du  second  degré.  »  (iS-ig). 

Krantz  (  H.-J .).  —  Solutions  de  questions  proposées  par  M.  Bour- 

t.        1.  •        I  I  I         1  '  • 

guet  :    «    Sur    1  expression 1 •  -f-  .  .  .  H —  et   les    séries 

°  ^  m        m  -r-  i  n 

ri         rf[n  -h  i)  ^  ' 

Le  Cointe  (le  P.  ).  —  Sur  une  question  de  minimum.  (  2.3-3 1  ). 

Il  s'agit  de  trouver  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  de  m  fonctions  linéaires 
de  11  variables.  Après  avoir  résolu  la  question,  et  à  cette  occasion,  l'auteur  énonce 
et  démontre  plusieurs  tliéorèmes  sur  les  déterminants. 

Gruillet  (^Ed.).  —  Solution  de  la  question  de  Géométrie  analytique 
(Concours  aux  bourses  d'études  préparatoires  à  la  licence  es 
Sciences  mathématiques,  1878)  :  «  Lieu  géométrique  relatif  à  un 
cercle  et  à  une  droite.  »  (3i-32). 

Badoureau.  —  Enveloppe  de  la  droite  de  Simpson.  (33-35). 

L'auteur  traite  la  question  par  le  calcul  et  trouve  une  courbe  du  quatrième  degré, 
à  trois  rebroussements,  tangente  aux  trois  cotés  et  aux  trois  hauteurs  du  triangle 
donné. 

Badoureau.  —  Divisibilité  par  19.  (3n-36). 

Cette  règle  de  divisibilité  est  fondée  sur  la  relation  suivante  :  10':=  m.  19  —  1. 
AcRÉGATtON    DES    SciENCES    MATHÉMATIQUES    (1878).  EnOUCés   dcs 

compositions^  sujets  des  leçons  et  autres  épreuves.  (36-4i). 

(')  Voir  Bulletin,  111,,   43. 
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BibliogkAphïe.  —  Cours  de  Calcul  infinitésiiual,  par  /.  Hoiiel', 
compte  rendu  du  Tome  1.  (42-44)-  —  Cours  de  Géométrie  ana- 
lytique, par  Joseph  Cai-noj  .  (45-46). 

PLBLicATio]N(snÉcE?<TES. —  1 .  Cours  d'Aualjse  de  l'Fx-ole  Polytech- 
nique, parSturm;  S^édition;  Paris,  1877. — 2.  Eléments  d'Al- 
{,'èhre,  par  Bourdon  5  1 5^  édition  ;  Paris,  1 877.  —  3,  L'Astronomie 
pratique  et  les  Observatoires  en  Europe  et  eu  Amérique-,  V*^  Partie  : 
Italie,  par  G.  Rayet;  Paris,  1878.  —  4.  Théorie  des  phénomènes 
électriques,  par  Bouty;  Paris,  1878.  — o.  Leçons  sur  l'électri- 
cité, par  J.  Tyndall  ;  traduit  de  l'anglais  par  R.-F.  Michel  5  Paris, 
1878.  —  6.  Traité  de  Géométrie,  par  E.  Rouclié  etCh.  de  Combe- 
rousse  ;  4*^  édition  5  Paris,  i  879.  —  7.  Leçons  d'Arithmétique,  par 
L.  Maleyx  :  Paris,  1879.  —  8.  Sur  la  décomposition  en  facteurs 
premiers  des  nombres  i"diz  i,  par  G.  de  Longchamps.  ■ —  9.  Des 
fractions  étagées,  par  G.  de  Longchamps.  —  10.  JNote  sur  la 
série  harmonique,  par  G.  de  Longchamps.  —  IL  Ricerche  sulle 
equazioni  difïerenziali  aprimitiva  générale  algebrica,  par  F.  Caso- 
rati.  —  12.  Sulle  condizioni  aile  quali  deve  soddisfare  una  primi- 
tiva,  aHlnche  il  grado  délia  corrispondente  ecjuazione  diiïéren- 
ziale,  rispetto  aile  variabili,  riesca  minore  del  normale;  par  F. 
Casorati.  —  13.  Exposition  succincte  de  cjuelques  méthodes  d'éli- 
mination entre  deux  équations,  par  Forestier.  —  14.  Essai 
d'une  théorie  géométricj[ue  des  polaires  inclinées,  par  Ed. 
Dewulf.  —  15.  Sur  quelcjues  propriétés  des  polygones,  par  Fai- 
sant. —  10.  Note  sur  un  théorème  sur  les  mouvements  relatifs, 
parLaisant.  —  17.  Sur  le  problème  de  la  composition  des  accélé- 
rations d'ordre  quelconque,  par  Ph.  Gilbert. —  18.  Sur  l'exten- 
sion aux  mouvements  plans  relatifs  de  la  méthode  des  normales 
et  des  centres  de  courbure,  par  Ph.  Gilbert.  —  19.  Una  trans- 
iormacion  de  curvas  planas,  par  Ed.  Habich.  —  20.  Arithme- 
lische  Kleinigkeiten,  von  prof.  D'"  Bachmann. 

Longchamps  i^G.  de).  —  Sur  la  limite  des  racines  réelles  d'une 
équation  de  degré  quelconcjuc.  (49-57). 

La  méthode  nouvelle  qu'emploie  l'auteur,  et  qu'il  désigne  sous  le  nom  de  méthode 
parladecompositionen  trinômes,  consiste  essentiellement  à  mettre  le  premier  membre 
de  l'équation  sous  la  forme  .r'"-^  (.r'-t- A,  :r-t- A,) -H  a:'"— '  (  A,  a'-)- A<  « -+- A,)-!- . . .  . 
Il  est  nécessaire   que   tous  les  coefficients  A,,  Aj,    A soient  positifs,  ce  qu'on 
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obtient  au  besoin  par  l'introduction  d'un  nombre  arbitraire  )..  L'auteur,  après 
avoir  exposé  sa  méthode,  en  donne  ensuite  des  applications  à  des  exemples  numé- 
riques. 

Laguerre.  —  Sur  quelques  propriétés  des  foyers  des  courbes  algé- 
briques et  des  focales  des  cônes  algébriques.  { 57-67). 

L'auteur  établit  la  proposition  suivante  :  «  Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan 
d'une  courbe  de  classe  m,  on  mène  les  nm  droites  tangentes  a  la  courbe,  le  centre 
harmonique  des  «  points  de  contact  relativement  au  point  M  est  le  même  que  le 
centre  harmonique  des  m  foyers  réels.  »  De  là  se  déduit  ensuite  ce  théorème  de 
M.  Liouville  :  a  Si,  aux  différents  points  où  un  cercle  rencontre  une  courbe  plane,  on 
mène  des  normales  à  celte  courbe,  la  polaire  du  centre  du  cercle  relativement  à 
ces  normales  est  située  à  l'infini.  »  M.  Laguerre  termine  cette  étude  par  des 
considérations  sur  les  cassiniennes  et  par  une  extension  aux  cônes  algébriques. 
—  Voir,  du  même  auteur  :  «  Sur  les  polaires  d'une  droite  »  {Bulletin  de  la  Soc.  Math., 
t.  III,  p.  I  y'i  )  ;  «  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  »  (  Bulletin  de  la  Soc.  Phi- 
lomath, février  iS^S);  «  Sur  les  cassiniennes  planes  et  sphériqucs  »  \id.,  mars  1868). 

Lucas    (Ed.).    —    Sur    l'équation    indéterminée    biquadratiqtie 

Ax*H-Bj''  =  C2-.  (67-74). 

L'auteur,  reprenant  les  solutions  de  Fermât,  de  Legendre  et  de  Le  Besgue  pour 
les  équations  biquadratiqucs  indéterminées,  montre  que,  lorsqu'on  connaît  une 
première  solution  de  l'équation  proposée,  on  obtient  deux  solutions  et  non  une 
seule;  il  établit  en  outre  des  formules  permettant  de  résoudre  complètement  l'équa- 
tion proposée  pour  certaines  valeurs  de  A,  B,  C. 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  les  propriétés  caractéristiques  des  nombres  5 

et  7.  (74-76)- 

Développement  sur  la  propriété  suivante,  énoncée  par  M.  de  Jonquières,  et  qui 
se  rattache  à  deux  théorèmes  établis  précédemment  par  M.  Lucas  :  «  Le  nombre  5 
est  le  seul  entier,  décomposable  en  uue  somme  de  deux  carrés  consécutifs,  dont  le 
carré  soit  aussi  décomposable  en  une  somme  de  deux  carrés  consécutifs.  » 

Tf^orms  de  Romillj.  —  Siir  l'équation  du  second  ordre 

Mx>-"-r-JN/2=:/(a:). 

(77-85). 

C'est  une  généralisation  de  la  question  1289,  dont  l'énoncé  était  celui-ci  :  «  Quel 

que  soit  m,  l'intégration  de  Téquation  r  —^ ;-^  =  [ax^-r-  bx  ■+-  c)"'  peut 

dx-        m-T-2  dx- 

se  ramener  à  des  quadratures.  »  JI.  W.  de  Romilly  dresse  un  tableau  fort  intéres- 
sant des  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  M,  N  et /(x)  pour  que  celte  réduc- 
tion à  des  quadratures  puisse  avoir  lieu  en  général. 

Malejx  {L.).  —  Propriété  de  la  tangente  à  l'ellipse  5  construction 
du  point  commun  à  deux  normales  infiniment  voisines;  directrice 
relative  à  un  foyer.  (SS-Sp). 

Démonstrations  géométriques  de  propriétés  de  l'ellipse^ 
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École  spéciale  militaire  (Concours  de  1878).  —  Enoncés  des  com- 
positions. (89-90). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale  (i'"''  session,  2  et  3  août 
1878).  —  Énoncés  des  compositions  (91-93), 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  (2^  session,  17  et  18  oc- 
tobre 1878).  —  Énoncés  des  compositions.  (93-95). 

Correspondance.  — M.  L.  Maleyx  :  «  Propriété  de  la  tangente  à 
une  conique.  »  (95-96). 

Tourrettes  [A.).  —  Solution  d'une  question  de  licence  (1876)  : 
«  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  assujetti  à  rester  sur 
une  sphère  et  sollicité  par  une  certaine  force.  »  (97-101). 

Tourrettes  [A.  ).  —  Solution  de  la  cjuestion  proposée  au  Concours 
général  de  1876  (Mathématiques  spéciales)  :  «  Génération  et 
propriétés  d'une  surface  du  quatrième  degré.  »  (102-108). 

Robaglia  {B.).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1876  (Mathématiques  élémentaires)  :  «  Propriété 
d'une  circonférence  coupée  par  une  droite.  »  (108-109). 

Lez.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  général  de 
1876  (Philosophie)  :  «  Section  planed'un  cube.  »  (109-1 10). 

Lez.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  général  de 
1876  (Rhétorique)  :  «  Problème  sur  la  sphère.  )>  (i  1 1). 

L.ez.  —  Solution  des  questions  proposées  au  Concours  général  de 
1876  (Seconde)  :  «  1°  Construction  d'un  triangle^  2°  Problème 
sur  le  trapèze.  »  (  1 1  2- 1 1 3  ) . 

Lez.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  général  de 
1876  (Troisième)  :  «  Construction  d'un  triangle.  »  (i  i3). 

Robaglia.  — Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  général 
de  1876  (Enseignement  secondaire  spécial)  :  «  Problème  sur 
deux  rectangles  égaux.  ))  (ii4-ii5). 

Moret-Blanc.  — Solution  de  la  question  de  IMécanique  élémentaire 
proposée  au  Concours  d'agrégation  en  1876  :  «  Équilijjre  d'un  fil 
passant  sur  une  poulie.  »  (iij-i  18). 
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Tuiirrettes  [A.).  —  Solution  de  la  question  de  licence  proposée  au 
Concours  d'agrégation  en  1 876  :  «  Mouvement  d'un  point  matériel 
sur  un  cercle  horizontal  mobile.  »  (i  18-122). 

Courbe  {H.).  —  Questions  de  licence  (1877).  «  1.  Trajectoires 
orthogonales  d'une  famille  de  courbes.  —  2.  Sur  l'aire  d'une 
courbe  en  coordonnées  polaires.  »  (laS-iaô). 

Laurent  (//•).  —  Théorie  élémentaire  des  fonctions  elliptiques. 
(126-140;  145-170). 

Ces  deux  arlicles  terminent  la  série  de  cenx  qn'a  publiés  M.  Laurent  dans  les 
Nouvelles  Annales  sur  les  fonctions  elliptiques.  L'ensemble  formera  un  Traité  fort 
intéressant  sur  ce  sujet,  si  cultivé  de  nos  jours  et  si  fécond  en  applications  nom- 
breuses. Voici  les  titres  des  paragraphes  traités  dans  ces  deux  derniers  articles  : 
Premières  applications  géométriques;  formules  fondamentales.  —  Comparaison  des 
arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole. —  Sur  l'addition  des  intégrales  de  première  espèce.  — 
Lignes  de  courbure  de  l'hyperboloïde.  —  Théorème  de  Poncelet.  —  Addition  des 
arcs   d'ellipse;   théorème  de   Fagnano.  — Sur  les  arcs  de  lemniscate.  —  Aires   de 

quelques  courbes.  —  Sur  les  courbes  de  degré  m  qui  ont -(m  —  OC"* —  ^)  points 
doubles.  —  Sur  les  courbes  d'ordre  m  possédant  -  ;«(m  —  3)    points    doubles.  — 

Quelques  courbes  remarquables  dont  l'équation  dépend  des  fonctions  elliptiques.  — 
Sur  le  mouvement  de  rotation  autour  d'un  point.  —  Mouvement  du  pendule 
conique. 

Bibliographie.  —  1.  Mémoire  sur  l'élimination,  par  H.  Lemon- 
nier;  Paris,  187g.  —  2.  Mémoire  sur  la  transformation  des 
formes  linéaires  des  nombres  premiers  en  formes  quadratiques, 
par  G.  Oltramare.  —  3.  Deux  Lettres  inédites  de  Josepli-Louis 
Lagrange;  Berlin,  1878.  (i4o-i43). 

CoRUESPONDANCE. —  M.  A.  Desbovcs  :  «  Sur  les  équations  biqua- 
dratiques  indéterminées.  ))  (i43-i44)- 

Bourguet  {L.).  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spé- 
ciales proposée  au  Concours  d'agrégation  de  1877  :  Problème 
relatif  à  l'ellipsoïde.  »  (170-172). 

Cottereau.  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  élémen- 
taires proposée  au  Concours  d'agrégation  de  1877  :  «  Lieu 
engendré  par  une  droite  mobile.  »  (172-173). 

Tourrettes  {A.).  — Solution  delà  question  de  Mécanique  élémen- 
taire proposée  au  Concours  d'agrégation  de   1877:  «  Position 
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d'équilibre   d'un   système    formé  de   deux    points   matériels.    » 

(173-175). 

Tourrettes  (■^.)-  —  Solution  de  la  question  de  licence  proposée  au 
Concours  d'agrégation  de  1877  :  «  Mouvement  d'un  système  de 
deux  points  matériels.  «  (175-179). 

Collignon  [E.).  —  Note  sur  la  résolution,  au  moyen  de  Tableaux 
graphiques,  de  certains  problèmes  de  Cosmographie  et  de  Trigo- 
nométrie sphérique  (i  79-191). 

L'auteur  indique  d'abord  la  construction  d'un  Tableau  graphique  faisant  connaître 
les  heures  du  lever  et  du  coucher  du  Soleil  en  un  point  quelconque  dn  globe  et  à 
une  époque  quelconque.  Il  complète  ensuite  ce  Tableau  en  y  introduisant  l'époque 
de  l'année  et  Yéquation  du  temps.  Ce  même  Tableau,  dont  M.  CoUignon  montre 
diverses  applications,  peut  aussi  servir,  comme  il  le  fait  remarquer,  à  résoudre  à  vue 
tout  triangle  sphérique  rectangle,  pourvu  qu'on  le  modifie  convenablement.  Enfin 
on  peut  aussi,  par  ce  moyen,  trouver  la  distance  de  deux  points  sur  la  sphère,  con- 
naissant leurs  latitudes  et  leurs  longitudes. 

Publications  récentes.  —  1 .  Sulla  risoluzione  délie  congruenze  nu- 

meriche Memoria  del  prof.  G.  Bellavitis.  — 2.  Prima,  seconda, 

terza  ed  ultima  Parte  délia  quattordicesima  Rivista  di  Giornali 
del  prof.  G.  Bellavitis.  —  3.  Applications  mécaniques  du  Calcul 
des  quaternions;  sur  un  nouveau  mode  de  transformation  des 
courbes  et  des  surfaces,  par  l^aisant^  Paris,  1877.  —  4.  Sur  la 
théorie  des  équations  algébriques;  sur  la  théorie  des  surfaces, 
par  A..-E.  Pellet;  Clermont-Ferrand,  1878.  (192). 

(Question  proposée.  1309.  (192). 

Sloudshy  [77i.).  —  JNote  svir  le  principe  de  la  moindre  action. 
(193-200). 

i\I.  Sloudsky  fait  remarquer  l'obscurité  qui  subsiste  dans  l'exposition  du  principe 
de  la  moindre  action,  telle  que  l'a  donnée  Lagrange.  Il  s'efforce  ensuite  d'éclaircir 
la  notion  de  ce  principe  et  montre  les  erreurs  commises  sur  ce  sujet  par  Jacobi  et 
par  d'autres  géomètres  allemands  ou  russes.  Le  principe  de  la  moindre  action,  par 
exemple,  est  fort  différent  de  celui  d'Hamilton,  malgré  l'opinion  d'Ostrogradsky,  qui 
a  cependant  trouvé  des  défenseurs.  On  peut  consulter  sur  ce  sujet  :  Lagra>'ge, 
«  Mécanique  analytique  n  ;  O.  Rodricie,  «  De  la  manière  d'employer  le  principe  de  la 
moindre  action  (Correspondance  sur  l'Ecole  Polytechnique,  t.  111,  i8i4);  Jacobi, 
"  Vorlesungen  ûber  Dynamik,  »  18G6;  Sciiell,  «  Théorie  der  Bewegung  und  der 
Kràfte  »;  J.-A.  Serret,  «  Mémoire  sur  le  principe  de  la  moindre  action  »  [Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXII  et  LXXlll);  Ostrogradsky. 
^féinoires  de  l'Jcadémie  de  Saint-Pétershouns,  G*  séi'ie,  t.  IV. 
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Saint-Germain  [A.  de).  —  Lignes  de  courbure  de  la  surface 

z  =  L  cosj'  —  L  cosor, 
(201-203). 

L'auteur  rapproche  cette  surface  de  celle  qu'étudie  M.  Tisserand  dans  ses  Exercices 
sur  le  Calcidinfinitésimal  (p.  329),  et  qui  est  représentée  par  l'équation 

z  = —  Lcosu;  —  L  cos_>'. 

Cette  dernière  possède  une  infinité  d'ombilics  tout  le  long  des  sections  principales, 
et,  au  contraire,  la  surface  examinée  par  M.  de  Saint-Germain  n'en  a  aucun. 

Lagaene .  —  Sur  une  propriété  du  cercle  jouissant  de  la  propriété 
que  de  chacun  de  ses  points  on  voit  sous  un  angle  droit  une 
conique  donnée.  (204-206). 

Cette  propriété  consiste,  M  étant  un  point  quelconque  du  cercle,  K  la  conique, 
ABC  un  triangle  conjugué,  en  ce  que  la  conique  de  foyer  M  inscrite  dans  ABC  est 
tangente  à  la  polaire  de  M  par  rapport  à  K. 

Laguene.  —  Sur  la  courbe  enveloppée  par  les  axes  des  coniques 
qui  passent  par  quatre  points  donnés,  et  sur  les  axes  des  surfaces 
de  révolution  du  second  ordre  qui  passent  par  cinq  points  donnés  j 
sur  les  lignes  spliériques.  (206-218). 

M.  Laguerre  établit  plusieurs  propriétés  intéressantes,  parmi  lesquelles  nous 
signalons  celle-ci  :  «  L'enveloppe  des  axes  des  coniques  circonscrites  à  un  qua- 
drangle  donné  est  l'enveloppe  des  asymptotes  des  coniques  circonscrites  au  qua- 
drangle  dérivé.  »  Le  quadrangle  dérivé  de  ABCD  est  celui  dont  les  sommets  sont 
les  centres  des  cercles  circonscrits  à  ABC,  BCD,  CDA,  DAB.  Il  déduit  ensuite  de 
là  plusieurs  propositions  sur  les  surfaces  de  révolution  du  second  ordre,  et  entre 
autres  celle-ci  :  «  A,  B,  C,  D,  E  étant  sur  une  surface  de  révolution  du  second  ordre, 
les  centres  des  sphères  circonscrites  à  ABCD,  BCDE,  . . .  sont  sur  une  cubique  gauche 
ayant  pour  asymptote  l'axe  de  la  surface.  »  Enfin  l'article  se  termine  par  des 
remarques  sur  les  lignes  spiriques  ;  on  appelle  ainsi  des  courbes  planes  du  qua- 
trième ordre  possédant  un  axe  de  symétrie  et  ayant  pour  points  doubles  les  deux 
ombilics  du  plan. 

Malejx  {L.).  —  Comparaison  de  la  métliode  d'approxinaation  de 
New^ton  à  celle  dite  des  parties  proportionnelles.  (218-231). 

L'auteur  s'efforce  de  prouver  que,  sans  augmentation  du  travail  total,  la  méthode 
des  parties  proportionnelles,  convenablement  appliquée  à  l'approximation  d'une 
racine  séparée,  donne  un  résultat  plus  approché  que  celle  de  Newton.  Après  avoir 
établi  ce  fait  par  des  considérations  théoriques,  il  le  justifie  par  l'exemple  du  calcul 
numérique  des  racines  d'une  équation  transcendante. 

Co>couRs  GÉNÉRAL  DE    1878.  — Eiioiicés  dcs  couipositions.  (282- 

234). 
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Borel  [C.-A.).  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  l'admis- 
sion à  l'École  Polytechnique  en  1878:  «  Problème  relatif  aune 
conique.  »  (234-237). 

Folie  {F.).  — Restitution  de  priorité  en  laveur  de  M.  Catalan. 
(238-239). 

Il  s'agit  d'une  propriété  que  l'auteur  intitule  «  Synthèse  des  théorèmes  de  Pascal 
et  de  Brianchon.  « 

PuBLicAïioKS  RÉCENTES.  —  1.  Tlicoric  dcs  aritlimetiscli-geomc- 
trisclien  Mittel  aus  vier  Elementen,  vonC.-W.  Borcliardt;  Berlin, 
1878.  —  2.  Sur  les  solutions  du  problème  de  Délos  par  Arcliytas 
et  par  Eudoxe,  par  P.  Tannery;  Bordeaux,  1878.  — 3.  Sur  la 
réduction  des  forces  centrifuges  composées  dans  le  mouvement 
relatif  d'uu  corps  solide,  par  Ph.  Gilbert  5  Bruxelles,  1878.  — 
'i.Sullaconvergenzadeirespressioneinfinitax"'"  "parG.Lemoyne  j 
Gênes,  1878.  — 5.  Sul  valore  niedio  geometrico  delle  funzioni 
d'uaa  variabile  reale^  par  G.  Lemoyne^  1878.  — 6.  Mémoire 
sur  un  paradoxe  mathématique  et  sur  un  nouveau  caractère  de 
décomposition,  par  L.  Saltel  \  Bruxelles,  1879.  —  7.  Sur  la  série 
récurrente  de  Fermât,  par  E.  Lucas;  Rome,  1878.  —  8.  Sur  les 
aires  des  trajectoires  décrites  dans  le  mouvement  plan  d'une 
figure  déforme  invariable,  par  V.  Lignine  5  Paris,  1 878.  —  9.  JNote 
relative  au  théorème  sur  la  composition  des  accélérations  d'ordre 
quelconque,  par  V.  Lignine;  Paris,  1878.  —  10.  O  determi- 
nantihdrugoga  i  trecegastupnja,  parK.  Zahradnik;  Agram,  1878. 
(239-246). 

Laguerre.  —  Sur  la  relation  qui  existe  entre  un  cercle  circonscrit 
à  un  triangle  et  les  éléments  d'une  conique  inscrite  dans  ce 
triangle.  (241-246). 

L'auteur  démontre  la  proposition  suivante  :  «  Soient  F  et  G  les  deux  foyers  de  la 
conique,  F'  le  point  réciproque  du  foyer  F  relativement  au  cercle,  et  O  le  centre 
de  ce  cercle;  si  par  le  point  F  on  mène  une  droite  parallèle  à  OG,  cette  droite  ren- 
contre GF'  en  un  point  R  tel,  que  le  produit  GR  X  GF'  est  égal  au  carré  de  l'axe  qui 
renferme  les  deux  foyers.  »  11  résout  ensuite  ce  problème  :  0  Construire  un  cercle 
de  centre  donné  dans  lequel  on  puisse  inscrire  un  triangle  circonscrit  à  une  conique 
donnée.  » 

Laguerre.  —  Sur  la  relation  qui  existe  entre  un  cercle  circonscrit 
à  un  quadrilatère  et  les  éléments  d'une  conique  inscrite  dans  ce 
quadrilatère.  (246-2D6). 
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Cette  étude  présente  une  analogie  marquée  avec  celle  qui  fait  l'objet  de  l'article 
précédent.  L'auteur  y  établit  plusieurs  propositions  dignes  d'intérêt. 

Macé  de  Lèpinay.  —  Théorie  des  télescopes  Grégory  et  Cassegrain. 

(256-260). 

Cette  tbéorie  se  fait  dune  manière  assez  simple,  pour  les  deux  instruments  à  la 
fois,  en  employant  la  formule  f^'  =/*. 

Marre  (^.).  —  JNote  sur  trois  règles  de  multiplication  abrégée 
extraites  du  «  Talkhys  amàli  al  liissàb  ».  (260-265). 

Étude  historique  intéressante  sur  un  Chapitre  de  l'Ouvrage  d'ibn  al  Banna,  de 
Maroc.  La  première  règle  est  relative  aux  produits  tels  que  celui-ci, 

1 1 1 1 1  X  1 1 1 1 1  =  1 23/(5432 1 , 

la  seconde  à  99999  X  99999  ^  9999800001  et  la  troisième  à  999  X  666,  par 
exemple. 

Desho<^es.  —  Mémoire  sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de 
l'équation  «X'" -[- Z>Y"'=  cZ".  (265-2795  398-4105  433-4445 
481-499)- 

Dans  cette  étude,  M.  Desboves  s'attache  à  rechercher  les  cas  de  possibilité,  an 
lieu  que  jusqu'à  présent  on  a  surtout  cherché  le  cas  où  les  équations  étaient  impos- 
sibles. La  seule  méthode  suivie  est  fondée  sur  l'emploi  de  certaines  identités;  sur 
ce  point,  l'auteur  a  entrepris  de  compléter  le  travail  de  Lagrange  qu'on  trouve  au 
Chapitre  IX  de  ses  Additions  à  X Algèbre  d'Euler.  Les  résultats  nouveaux  et  intéres- 
sants qu'obtient  M.  Desboves  attireront  certainement  sur  son  Mémoire  l'attention 
qu'il  mérite.  Il  insiste  spécialement  sur  l'importance,  peut-être  méconnue  jusqu'ici, 
des  solutions  initiales,  et  aussi  sur  la  difficulté  que  présente  la  solution  complète  des 
équations  lorsque  le  nombre  des  solutions  est  infini. 

Les  divisions  adoptées  sont  les  suivantes  :  (>bjet  du  l\Iémoire.  —  Démonstration 
de  quelques  identités  fondamentales.  —  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'équa- 
tion  «X'-i-ôY'^cZ",  n   étant  égal  à   2,  3  ou  4, — Résolution  de   l'équation 

«X*-+- 6  Y*=:  cZ",  rt  ayant  les  valeurs  2,  3,  /),  etc.  —  Théorèmes  généraux  relatifs 
à  la  résolution  de  l'équation  aX"'-Hè  Y"'=  cZ". — Applications  numériques  des 
identités  et  des  formules.  —  Résumé  et  conclusion. 

Ptaszycki.  —  Sur  un  problème  de  Mécanique.  (279-281). 

Il  s'agit  du  mouvement  plan  d'un  système  de  trois  points  matériels  de  masses 
égales,  tels  que  leur  centre  de  gravité  reste  immobile  en  O  et  que  les  moments 
d'inertie  soient  constants  par  rapport  aux  deux  axes  rectangulaires  principaux 
passant  par  O.  Les  points  se  meuvent  alors  sur  une  ellipse. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Kormale  supÉRiErRE  (1878).  — 
Enoncés  des  compositions.  (  282-288  ). 

Guillet  [Ed.).  —  Solution  dn  la  question  proposée  au  Concours 
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d'admission  à  l'École  Normale  en  1878  :  «  Problème  sur  l'inter- 
section d'une  conique  et  d'une  circonférence.  »  (283-286  ). 

Tissot  {^i.)-  —  Remarques  au  sujet  d'une  Note  de  M.  Collîgnon. 

(287-288). 

Ces  remarques  se  rapportent  à  l'article  de  M.  Collignon  que  nous  avons  analysé 
plus  haut.  M.  Tissot  fait  remarquer  qu'on  peut  rendre  les  constructions  indépen- 
dantes des  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique. 

QuESTIO:\  PROPOSÉE    1310.    (288). 

Hioiix  [f^-)-  — Note  sur  la  méthode  d'élimination Bézout-Caucliy. 
(289-295). 

Suite  intéressante  à  l'article  «  Sur  l'élimination  »  publié  en  1877  P^H"  M.  Pxouché 
dans  les  Nouvelles  Annales.  M.  Hioux,  par  la  métiiode  de  Bézoïit,  perfectionnée  par 
Cauchy,  obtient  des  propriétés  connues  relatives  au  résultant,  mais  qu'on  démontre 
généralement  par  les  fonctions  symétriques. 

Realis  [S.].  —  Sur  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  dont  les  racines  s'expriment  sans  l'emploi  des  radicaux 
cubiques.  (296-301). 

M.  Realis  reprend  une  propriété  due  à  M.  Favre  et  proposée  par  lui  depuis  long- 
temps comme  question.  11  donne  une  réciproque  de  cette  propriété  et  en  déduit 
plusieurs  conséquences  dignes  de  remarque.  T'oir  une  Note  du  même  auteur  sur  ce 
sujet  aux  Nouvelles  Annales,  2°  série,  t.  XIV,  p.  289  et  l\2[\. 

Realis  [S.].  —  Note  sur  la  question  794.  (3oi-3o4). 

Il  s'agit  de  l'équation  indéterminée  f/'or-i-ar-^-hj' z  H- c"  ;^  =;  o. 

Lucas  [Ed.  ).  —  Problème  sur  l'ellipsoïde.  (  3o4-3o5). 

Lieu  des  sommets  des  tétraèdres  dont  les  hauteurs  se  rencontrent  et  dont  les 
faces  sont  tangentes  à  l'ellipsoïde,  aux  points  où  ces  faces  sont  rencontrées  par  les 
hauteurs. 

Lionnet.  —  Note  sur  les  nombres  parfaits.  (3o6-3o8). 

L'auteur  appelle  nombres  parfaits  de  première  espèce  ceux  qui  sont  égaux  à  la 
somme  de  leurs  parties  aliquotes  et  de  seconde  espèce  ceux  qui  sont  égaux  au  pro- 
duit de  leurs  parties  aliquotes.  Il  démontre  que  6  est  le  seul  nombre  positif  double- 
ment parfait. 

RobagUa.  —  Concours  d'admission  à  l'Ecole  spéciale  militaire  en 
1878  (3^  question)  :  «  Problème  sur  le  triangle  équilatéral.  » 
(3o9). 

Lannes. —  Question  du  Concours  général  de  1878  (Rhétorique)  : 
«  Problème  siu^  la  sphère.  »  (3io-3i  i). 
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CoRREsroKDVJNCE.  —  Uii  abouné  :  «  Construction  d'un  triangle, 
connaissant  ses  bissectrices.  »  —  M.  A.  Germot  :  «  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  ^*ormale.  »  (3i  i-3i  j). 

Publications  récejntes.  —  I.  Bullettino  di  Bibliogralia  c  di  Storia 
délie  Scienze  matematiclie  e  fisiche,  pubblicato  da  B.  Boncom- 
pagni;  Rome,  1878.  — 2.  Atti  délia  R.  Accademia  dei  Lincei 
(1878-1879)-,  Rome,  187c).  —  3.  Quindicesima  Rivista  di  Gior- 
nali  dal  prof.  G.  Bellavitis;  \  enise,  1879.  —  4.  Tlie  Analyst,  by 
J.-E.  Hendricks;  Des  ^loines  (lowa;,  1879.  —  o.  Leçons  sur  la 
(iéométrie,  par  A.  Clebstli,  traduites  par  A.  Benoist;  t.  I:  Paris, 
1879.  —  6.  Cours  de  Calcul  infinitésimal,  par  J.  Hoûel;  t.  II; 
Paris,  1879.  —  7.  Essai  sur  le  calcul  des  quanti  tés  associées  en 
systèmes  et  sur  son  application  à  la  théorie  des  équations  simul- 
tanées, par  Ch.  Méray;  Paris,  1879.  —  8.  Précis  d'uji  Traité 
de  Statique  dans  lequel  les  couples  sont  remplacés  par  les  leviers 
de  rotation,  par  E.  Brassine;  Toulouse,  1879.  —  9.  La  racine 
cubi<]ue  obtenue  par  la  méthode  des  interpolations  successives, 
par  Alichel  Laporte;  Bordeaux,  1879.  (3x6-32  1). 

Movet-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1259:  «  Sur  le  dévelop- 
pement de  (1  —  -ly.x  -h  7.-)".  »  (  32  1-322). 

Lez  [H.).  —  Solution  de  la  question  1268  :   «  Sur  l'hypocycloïde 

:>.  ■>.  ■>. 

X^  -t-J  '  =  /'^  .     »   (322-324'>. 

Lacazette  {-^4.).  —  Solution  de  la  question  1282  :  ((  Propriété  de 
l'hvperbole  écjuilatère.  »  (324-325). 

Fauquemhergiie  {E.).  —  Solution  de  la  question  1284  :  «  Sur 
les  cercles  tangents  à  une  conique  en  un  point  donné.  »  (320- 
326). 

Gatnbey  .  —  Solution  de  la  question  1288  :  «  Enveloppe  des  polaires 
d'un  point  fixe  par  rapport  à  une  parabole  mobile.  »  (326-328). 

Bomero.  — Solution  de  la  question  1291  :  «  Impossibilité  de  l'équa- 
tion indéterminée  x^  -h  x*  -h  x'  -^  x  —  1  =.)  '•  »  (328). 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1293:  (c  Nombre  égal  à 
la  somme  des  chillVes  de  son  cube.  »  (329). 

Bull,  des  Sciences  math,  i'^  Série,  t.  IV.  (Mars  1S80.)  Pi  -5 
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Laisanl  [-<4.-)-  —  Solulioii  de   la  question  1294  ;   «    Propriété  des 
inverses  de  n  nombres  positifs.  »  (33o-332). 

Meyl  iA.-J .-F.).  —  Solution  de  la  question  1303  :  «  Solutions  de 
l 'équation  indéterminée 

.;•'+  )-.r  =  ?,  )   (  )■  -h  3)  (j-  +  3,)-  -T-  5).    » 

(333-333). 

Bnell  [C.).  —  Solution  de  la  question  1304  :  «  Propriété  du 
triangle.  »  (334  )• 

Questiojns  puoposées  :  1311  à  1318.  (33j-33()). 

Vissof.  [y^-]-  —  Mémoire  sur  la  représentation  des  surfaees  et  les 
projections  des  Cartes  géographiques.  (337-3.")()^  385-397  ;  :")33- 
548). 

C'est  la  suite  lies  articles  parus  dans  le  courant  de  lanuoe  i^'j^,  et  ditut  nous 
avons  précédemment  rendu  compte.  Yoici  le  sommaire  des  (|uestii)ns  traitées  par 
l'auteur  : 

('.llAPiiBE  11  :  Redicrche  du  srstèinr  de  pjojeclioii  le  mieux  nvpropné  à  une  contrée 
parliculierc. —  Conditions  à  remplir;  notation. —  Carte  d'un  pays  limité  dans  tous 
les  sens.  —  Système  du  minimum  de  dél'ormation.  —  Cas  particuliers.- —  Cartes  de 
France  (^t  d'Espaj^ne.  —  Carte  d'une  zone;  Carte  d'un  l'nseau  ;  Carte  ayant  pour 
ol)jel  la  conservation  des  aires. 

CiiAPiTRr;  111  :  Valeurs  iiurnérù/ucs  des  éléments  qui  permettent  d'apprécier  les 
déformations  produites  par  les  divers  modes  de  projection  dans  la  construction  des 
mappemondes.  —  Préliminaires.  —  Projections  autogonales  (w  =  o,  l>  =  a).  —  Pro- 
jections anthaliques  (/3  t=  <?,  S  :^  i). 

11  est  permis  de  regretter  que  la  publication  d'un  Mémoire  tel  que  celui-là  soit 
échelonnée  sur  un  aussi  long  espace  de  temps.  Dans  une  publication  périodique 
comme  les  Nouvelles  Annales,  une  même  suite  d'articles  ne  devrait  jamais  chevaucher 
sur  plus  de  deux  années,  au  maximum. 

Nous  devons  ajouter  que  cet  inconvénient  a  frappé  l'éditeur  et  les  rédacteurs  du 
Journal;  car,  en  ce  moment  même,  M.  Gautliier-Villars  prépare  une  brochure,  qui 
contiendra  la  suite  du  Mémoire  de  M.  Tissot  et  qui  sera  oflTerte  en  supplément  aux 
abonnés  des  Nouvelles  Annales.  C'est  là  une  excellente  mesure,  que  nous  ne  sau- 
rions trop  approuver. 

Le  compte  rendu  de  ce  supplément  paraîtra  ultérieurement  dans  le  liulletin. 

lAonnet .  —  xNote  surla  question  :  u  Tout  nombre  pair  est-il  la  somme 
d'j  d(;ux  impairs  premiers?  »  (356-36o). 

la  question  n'est  pas  résolue  ;  M.  Lionnet  établit  quelques  propositions  qui  le 
|ii)rteiil  à  pencher  pour  la  néj;a!ive,  contre  roi)iiiion  généralement  admise. 

Jt^riK^v  {P.).  —   Solution   de  la    (|iii'sli(tn     |)r(i|)OS('e   au  (Mineours 
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pour  l'agrégation  des  Sciences  mathématiques  en  1878  :  «  Théo- 
rème et  lieu  géométrique  sur  la  circonférence.  »  (36 1-363). 

Rohaglin.  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  le  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Centrale  (P*'  Section,  2  et  3  août  1878)  : 
«  Lieux  géométriques  relatifs  aux  coniques  ayant  un  uième  foyer 
et  une  même  directrice.  »  (363-365). 

Leiiichugel  [A.  ).  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  le  Con- 
cours d'admission  à  l'Ecole  Centrale  (IP  section,  17  et  x8  octobre 
i8j8)  :  «  Sur  les  hyperboles  ayant  un  foyer  commun  et  une 
asymptote  commune.  »  (365-36j). 

Leinchugel  [A.  ).  —  Solution  île  la  question  proposée  pour  le  Con- 
cours d'admission  à  l'Ecole  spéciale  militaire  en  i8j8  (•>."  ques- 
tion :  «  Problème  relatif  au  triangle.  »  (368-36()). 

Bibliographie.  —  1.  Théorie  des  quantités  négatives,  par  de  Cam- 
pou;  Paris,  1879.  —  2.  Principes  de  la  ^lécanique  moléculaire 
relatifs  à  l'élasticité  et  à  la  chaleur  des  corps,  par  E.  Génv,  Nice, 
1876.  —  3.  Traité  de  îMéeanique  rationnelle,  par  H.  Laurent  5 
p/édition^ Paris,  1878.  —  4.  Cours  d'Algèbre  supéiieure,  par  J.-A. 
Serret:  4*^  édition  ;  Paris,  1  879.  —  5.  Réflexions  sur  la  puissance 
motrice  du  feu  et  sur  les  machines  propres  à  développer  cette 
puissance,  par  SadiCarnot,  r>/  édition  -,  Paris,  1878  —  6.  Théorie 
der  algebraischen  Gleichungen,  von  D""  Jul.  Petersen;  Copen- 
hague, 1878.  —  7.  Traité  élémentaire  de  Géométrie  descriptive, 
par  Ernest  Leboii^  Paris,  1877.  — 8.  Recueil  de  problèmes  gra- 
dués de  Géométrie  descriptive,  par  Ernest  Lebon^  Paris,  1878. 
—  9.  Recueil  des  épures  de  Géométrie  descriptive  proposées 
depuis  1862  pour  l'admission  à  l'Ecole  de  Saint-Cyr,  par  Ernest 
Lebon^  Paris,  1878.  —  10.  Lettera  inedita  di  Giuseppe  Luigi 
Lagrange,  pubblicata  da  R.  Roncompagni  ;  Floreuce,  1879.  — 
11.  Aouveaux  éléments  de  Géométrie,  ])ar  Ch.  Mérav;  Paris, 
1874.  (369-373). 

Morei-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1263  :  «  Sur  la  circonfé- 
rence circonscrite  à  un  triangle.  »  (  374-375  ). 

Hahhé  {^Vladimir).  —  Solution  de  la  question  1264:  «  Construc- 
tion graphique  d'une  dioite  d'inclinaison  langea.  »  (375-376). 
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FauqiieDihergue  [E.).  —  Solution  de  la  question  1278  :  «  Somme  des 
puissances  f'*"""*  de  x^"-\-p  x"-+-  f/  :=  o  lorsque  t=  hi.  »  (376- 
378). 

Soudât  (P.).  — Solution  de  la  question  1295:  «  Sur  l'équation 
indéterminée  u^ -+-  v^'-j-  x^-4- j^  =  o.  «  (378-379). 

Lez.  —  Solution  de  la  question  1301  :  (f  Inscription  d'un  trapèze 
maximum  dans  uîi  segment  de  conique.  »  (379-382). 

Questions  piioposées  :  1319  à  1324.  (382-384). 

Ldunny  (Z.  de).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1878  (  Matliéuiatiques  élémentaires)  :  «  Problème  sur 
le  tronc  de  cône.  «  (4io  419)' 

Leuiclnigel. —  Solution  de  la  (jueslion  proposée  au  Concours  général 
de  1878  (Philosophie)  :  «  Problème  sur  le  tétraèdre.  »  (419). 

Rohaf^lia. —  Solution  des  questions  proposées  au  Concours  général 
de  1878  (Seconde  et  Tioisième)  :  «  Problèmes  sur  la  circonfé- 
rence. ))  (420-422). 

CojNcoius  d'admission  al  Ecole  Polytechnique  (1879).  —  Enoncés 
des  compositions.  (422-424)- 

Publications  uécentes.  —  1.  Histoire  de  l'Ecole  Centrale  des  Arts 
et  Manufactures,  par  Cli.  de  C^ond)erousse;  Paris,  1879. —  2.  Nota 
concernentela  teoria  délie  soluzioni  singolari  délie  equazioni  alge- 
briche  dillérenziali  di  primo  ordine  e  seconde  grado,  del  prof. 
F.  Casorati  5  Rome,  1879. —  3.  Sul  centre  délie  forze  nel  piano, 
del  prof.  G.  Bardelii-,  1879.  —  4.  Dimostrazione  del  quinto  pos- 
tulalo  di  Euclide,  del  prof.  \ .  de  Rossi  Re;  Rome,  1879.  (424)- 

Movel-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1302  :  «  Inscription 
d'un  quadrilatère  dans  une  conique.  »  (425-426). 

Rocclietli  i^M.).  — Solution  de  laquestion  1311  :  «  Décomposition 
d'une  expression  <ni  deux  facteurs.  »  (426-427). 

Pisa/ii  (/''.  ).  —  Solution  de  la  question  1314  :    <(   Si  A  ±  B  =  90", 

<m    a   2  6-*'':=  (v/ -i- Z>)-^H-  f<7  —  b)--   dans    le    triangle  ABC.  » 

(427-428). 
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Cauret  (L.).  —  Solution  de  la  question  i315  :  «  Propriété  d'uu 
triangle  inscrit.  »  (428-43o). 

Pisani  (F.).  — Solution  de  la  question  1317:  ((Divisibilité  d'un 
polynôme  par  [x —  i)''.  »  (43o-432). 

Questions  proposées  :   —  1325  à  1327.  (432). 

Jung.  —  Reclieixlies  sur  les  systèmes  polaires,  traduites  par  un 
abonné.  (444*439 )• 

Le  but  de  l'auteur  a  été  de  f;rouper  des  propriétés  dont  on  tire  un  grand  parti 
dans  la  théorie  des  moments  d'inertie  de  plusieurs  forces  parallèles,  et  qui  restent 
vraies  indépendamment  de  toute  considération  mécanique.  Ce  petit  Mémoire  forme 
une  suite  très  intéressante  aux  travaux  de  M.M.  Chasles,  Staudt,  Reye,  Poncelel, 
Cremona,  etc.,  et  mérite  d'attirer  l'attention  des  géomètres.  Voici  le  sommaire  des 
matières  qui  s'y  trouvent  traitées:  Préliminaires.  —  Classification  des  systèmes 
polaires;  propriétés  focales.  —  Eléments  symétriques.  —  Conique  centrale;  ses  rap- 
ports avec  la  directrice.  —  Éléments  qui  déterminent  un  système  polaire.  —  Qua- 
drangles  et  quadrilatères  conjugués. 

Dostor  {G.).  —  Méthode  directe  pour  calculer  la  somme  des  puis- 
sances a  des  71  premiers  nombres  entiers.  (4^9-464  '■>  5  i3-j  i  8\ 

M.  Dostor  emploie   une    méthode  par  coefficients  indéterminés  qui  ne   suj)pos 
pas  connues  les  puissances  antérieures.  11  forme  ensuite  le  Tableau  des  sommes  consi- 
dérées, depuis  K  =  I  jusqu'à  v.  =  lo,  et  il  déduit  de  là  d'intéressantes  propositions. 

CoRUESPO^DAACE.  —  _M.  de  Joiiquiôres  :  «  A  propos  d'une  propriété 
dti  nombre  5.  )>  (464-4^5). 

PuBLicATiojvs  RÉCENTES.  —  1.  Su  alcuue  curve  di  facile  costruzione, 
di  G.  Bellavitis^  ]Naples,  1879.  —  2.  Atti  délia  Tl.  Accademia 
dei  Lincei^  Rome,  1879.  —  3.  Sur  le  planimètre  polaire  de 
M.  Amsler,  par  C.-A.  Laisant;  Bruxelles,  1879.  —  4-.  Cours  de 
Calcul  infinitésimal,  par  J.  Hoiiel  ;  t.  11;  Paris,  1879.  (465-466"). 

Hugo  [L.)-  —  Remarques  sur  les  propriétés  du  nombre  to.  [^6^]. 

\j:s  azsokyme.  —  Solution  de  la  question  1270  :  «.  Sur  les  normales 
à  une  surface  du  second  ordre.  «  (466-468}. 

Realis  {E.).  —  Solution  de   la    question   1280  :  «  Sur  l'équation 

x^  —  [a- —  b  -\-c)x  -+-  ab  =i  o.   »  (468-470). 

MoreL-Blanc.  —  Solution  de  la  t|uestion  1299:  «  Sur  la  somme 
des  carrés  des  x  premiers  nombres.  »  (470-474  ;• 
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Morel-Blaiic.  —  Solution  de  la  queslion  1300:  <(  Sur  la   souiiue 
des  X  premiers  nombres  Lriangulaires.  w  (474-47-j)- 

hez.  —  Solution  de  la  question  1316  :  «  Lieu  relatif  à  la  eycloïde.  ;> 

(475-477). 
Qlestioks  piiOPOsÉKS  :  1328  à  1337.  (477-480). 

Realis  [S.). —  Développements* sur  quekjues   théorèmes  d'Aritli- 
niétique.  (aoo-aop). 

On  trouvera  dans  cet  article  de  curieuses  kleatités,  avec  des  applicalions  k  l'ana- 
lyse iudéterniinée  et  spécialement  à  l'équation 

Lioniiel.  —  Note  sur  la  série  i (-^  —  -j-\~-  •  •  •  {  5oQ-5i3). 

M.  I.ionnel  montre   que    cette   série  offre   un   exemple  intéressant  de  rinflueiiciî 
exercée  par  le  mode  de  groupement  des  termes. 

Lemonnier  (//•)•  • —  Caleul  d'un  déterminant  (5i8-524)- 

11  s'agit  du  déterminant 


PuBLicATiojNS  RÉcEMES.  —  Teoria  e  pralica  dei  logaritmi  di  addi- 
zione  e  di  sottrazione,  dalT  ingegnere  P.  Caminali^  JNovare,  1879. 

(5^4). 

Lioniiet.  —  Solution  de  la  qitestion  1323  :  «  Disposition  partieu- 
lière  des  neuf  premiers  nombres  entiers    »  (^Saj-SaS). 

Ql  ESTIOINS  IMlOrOSÉES  :  1338  à  1340.  (  J28). 

Alathieu  (/.-/. -^./ .) .  —  Note  relative  à  raj)proximation  des 
moyennes  géométriques  par  des  séries  de  moyennes  arithmétiques 
et  de  moyennes  harmoniques.  (osp-jSi). 

Interprétation  géométrique  de  résultats  dus  à  I\I\f.  Alexeieff  et  Ed.  Lucas.  Cette 
Note  donne  en  même  temps  la  solution  de  la  (jueslion  13'ij. 

yiinii^ues[E.). —  lleeherehes  sur  deux  modes  de  transibrination 
des  figures  solides.  (548-564). 


RliVUli   DI<S   PUBLICATIONS.  71 

L'auteur  s'uttaclie  surtout  aux  transtornialious  dcluiies  par  les  relations 

;.  X\'  =  ,v.  YV  ==  vZZ'  ^  pTT, 

X,  X',  .  .  .  étant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes   des  coordonnées  iioniogùnes 
.<•,  x',r,}',  ....   Cette  étude  doit  être  suivie  d'autres  articles. 


MxiTEMATIIHECKIIi  CBOPHIIKl),  iKuanacuin  Mockouckhmi,  Ma- 

TeMaTiiiiccKii\n>  OGiucctbo.mij  (  '  ]. 

Tome  IX,  fasc.  3;  i^~{). 

BougaïeJ'[  i\  .-/  .  ).  —  Solution  d  un  problèuie  d'échecs  à  l'aide  des 
fonctions  numériques.  (3jj-36o). 

ylndrcieJ'[K.-yf.).  —  Des  affinités  géométricjues  dans  leur  appli- 
cation au  problème  de  constrtielion  des  lign(;s  courbes.  (.36i- 

432)  c^). 

Gromehd  (^^l.-S.).  —  Exposé  (b;  la  ibéorie  des  pliénoinèties  capil- 
laires.  Théorie  de  la  cohésion  superlleielle  des  corps  liquides. 

(435-5oo)  (3). 

Delarue  [Dan.].  —  Des  solutions  singulières  des  équations  dillé- 
rentielles  d'ordre  quelconque,  (joi-jap). 

Cauchy  a  établi  les  conditions  permettant  de  reconnaître  directement  si,  pour 
une  équation  diflérentielle  de  premier  ordre,  une  solution  obtenue  est  une  inté- 
grale particulière  ou  une  solution  singulière.  L'auteur  étend  ces  conditions  aux 
équations  difTérentielles  d'ordre  quelconque. 

J ouliovshy  lyN.-E.).  —  Relations  entre  les  problèmes  du  mouve- 
ment d'un  point  matériel  et  le  problème  de  l'équilibre  d'un  lil 
flexible.  (53o-j35). 

L'auteur  démontre  que,  si  un  point  matériel  et  un  fil  flexible  sont  soumis  à  l'ac- 
tion permanente  des  mêmes  forces,  la  courbe  que  parcourt  le  point  matériel  et 
celle  qui  est  formée  par  le  fil  flexible  sont  identiques.  (  jaG-J'i")). 


(')   \  oïr  Dnllecin.  IIL,  200. 

(-)  Voir  Bulletin,  111,,  3j,  l'analyse  de  ce  Mémuiic  par  .M.  Bougaïef. 

(')   Voir  Dtilletiii,  III,,  /i(i2. 
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Sloadskr  ^(F.-^ .).  —  Contribution  au  problème  de  plusieurs 
corps,  (536-543)- 

Ce  Mémoire  contient  deux  parties  dont  la  proniière  est  consacrée  à  l'examen  de 
quelques  problèmes  particuliers  relatifs  à  l'action  mutuelle  de  plusieurs  corps, 
entre  autres  le  problème  connu  de  trois  corps.  Dans  la  seconde,  l'auteur  considère 
les  systèmes  de  corps  en  nombre  quelconque,  et  établit  que  le  système  solaire  ne 
peut  ni  s'étendre  ni  se  resserrer. 

T'oinaclieKntch  \R.').  —  Déduction  d'une  formule  générale  pour  re- 
présenter la  dérivée  numérique  d'une  intégrale  numérique  de 
diviseurs.  (546-555). 

Letnikof  i^A.-V .). —  Formule  générale  de  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires  à  coefficients  constants  et  à  second  membre.  (55o- 
556). 

Simplification  de  la  formule  connue  de  Gauss. 

Serdohinshy  [K.-E.].  —  Contribution  à  l'Algèbre  numérique. 
(557-564). 

Liventsof  [J[ .-J .) .  —  Quelques  intégrales  définies.  (565-569). 

Liveiilsof  [A.-J.].  —  Quadratures  approximatives.  (Sôp-SyS). 

M.  Callaiidreau  a  donné  la  formule  des  quadratures  approximatives  fondée  sur  le 
calcul  intégral.  L'auteur,  en  prenant  pour  point  de  départ  la  méthode  de  M.  Cal- 
landreau,  établit  une  formule  plus  générale  et  démontre  la  possibilité  d'exprimer 
le  dernier  ternie  sous  une  forme  finie,  dont  on  peut  déduire  facilement  la  limite 
supérieure  du  module  de  ce  terme. 

Joukovshj  i^N.-E.).  —  Contribution  à  la  théorie  du  principe  de 
la  moindre  action.  (574~5<^i  )• 
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Tome  VII;  1878-1879. 
Darhoux  (G.).  —  Note  relative  à  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur 


le  centre  de  gravité.  (7-12). 


(')  Voir  llnllcdn,   11,,  ùd. 
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I.  Considérons  p  points  A,,  Aj,  ...,  A  affectés  de  coelficients  positifs  ou  néga- 
gatifs  ;rt,,  /«j,  ...,  m  dont  la  somme  n'est  pas  nulle:  O  désignant  un  point  quel- 
conque de  l'espace,  la  résultante  des  forces  m^(J\,  rn^OX.,  .  ..,  m  0\  ira  passer 
par  un  point  flxe  C  et  sera  égale  à  M. OC,  M  désignant  la  somme  /«,-!-  /n,  -1-. .  ,-i-ni  . 

Dans  le  cas  exceptionnel  où  la  somme  M  est  nulle,  la  résultante  conservera  une 
grandeur  et  une  direction  invariable  quand  le  point  O  se  déplacera:  en  particulier, 
si  elle  est  nulle  pour  une  position  du  point  O,  elle  sera  nulle  pour  les  autres. 

II.  Considérons  un  système  de  points  dont  la  masse  totale  est  nulle.  Rempla- 
çons un  ou  plusieurs  groupes  de  ces  points  par  leurs  centres  de  gravité,  en  afl'ec- 
tant  à  ces  centres  la  masse  totale  des  points  qu'ils  remplacent.  Pour  un  quelconque 
des  systèmes  de  points  ainsi  obtenus,  la  somme 

conservera  une  valeur  constante  négative  ou  nulle. 

z"e    ^         (Iz.  (i2-i()). 
•-  0 
n  désigne  un  entier  positif:  on  a 

f  "  z" e~  2  "*" ^- <h =—e~7^ •"-(-)„  -+-  u„  r 


■      2  (iz  -h  V„, 


0„  désignant  un  polynôme  entier  en  x^  et  z,  U,,  et  V„  deux  polynômes  entiers  en  x. 
M.  Laguerre  donne  diverses  propriétés  de  ces  polynômes:  on  a,  par  exemple, 

U„+,=.rlJ„-4-«U„_,, 

©„-.,=    ^"    +*■©„-+- "0,,-. 
et 

L„=i,     00  =  0.     Iji  =  -^,     0,  =s. 

La  première  relation  montre,  en  se  reportant  aux  recherches  de  M.  Hermite  sur 
le  développement  en  série  de 


ax-      a 

~2        i" 


que  les  polynômes  U  peuvent  être  définis  par  l'équation 

e2  ^u„-f-U,s-i-— ^c'-t-.... 

1.2 

—      -»-  ;  r 
Les    fonctions   U„,  d'ùr.e  part,  etH„=  e  0„,  de  l'autre,  satisfont  respective- 

ment aux  équations 

-^  +  -'/   ,   ,  .  '^U  \ 

j"-^xX  —  ,ij—o,     j"-i-xr'nj  =e      ^  /  c"^' —  r  L„— 3  —  "  1  ; 

notons  encore  l'égalité 


j       {.V—t)"c      i, /!  —  {•„    I        e      1' (//  -t-  \'„ 
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Lemonnien.  —  Sur  la  résoliiliou  de  trois  équations  tlu  second 
degré  en  x^jt  "•  (16-42). 

Le  procédé  suivi  par  l'aiiteiir  coiisislo  à  résoiuiii;  les  trois  écpiatioiis,  quand  cela 
est  possible,  comme  des  équations  du  premiei-  de;;ré  dont  les  trois  inconnues 
seraient  les  carrés  de  deux  variables  et  leur  produit;  on  les  met  ainsi,  par  exemple, 
s;>us  la  forme 

j  -  -^^  ay    \-  bz  ->-  c. 

z-  =  fi'  )■  -t-  h'z  -H-  (■', 
ic  =  jiy  -+-  r/r  -H  ;•, 

les  quantités  a,  b,  a' ,  b' ,  v,  q  étant  des  l'onctions  entières  du  premier  degré  en  x, 
et  les  quantités  c,  c' ,  r  des  polynômes  du  second  degré.  Des  transformations  faciles 
conduisent  ensuite  à  trois  équations'  du  premier  degré  en  j-,  dont  les  cùelTicienls 
sont  des  polynômes  en  x  et  dont  le  déterminant  égalé  à  zéro  fournit  l'équalion 
résultante  en  x  du  luiitièine  degré.  M.  Lemonnier  développe  la  discussion  de  ces 
équations  du  jiremier  degré,  discussion  qui  piésente  deux  cas  bien  distincts  suivant 
que  le  déterminant  est,  ou  non,  identiquement  nul. 

Il  traite  ensuite  le  cas  où  la  résolution  précédente  ne  peut  pas  s'eflcctuei',  et  donne 
dans  les  diverses  circonstances  qui  peuvent  se  présenter  l'équation  résultante  et  la 
discute. 

ylndié  (  D.  ). —  Détermination  du  nondjre  des  arrangements  coju- 
plets  oii  les  éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions 
données.  (43-63  ). 

Les  problèmes  dont  s'occupe  M.  André  sont  compris  dans  l'énoncé  suivant: 

Parmi  les  m"  arrangements  complets  de  m  objets  n  à  «,  combien  y  en  a-t-il  où 
les  éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions  données':' 

Exemples  traités  : 

Avec  un  alphabet  contenant  c  voyelles  et  c  consonnes,  combien  ])eHt-on  former 
de  mots  de  n  lettres  où  il  n'y  ait  jamais  consécutivement  plus  de  deux  voyelles  ni 
de  deux  consonnes'^ 

Avec  V  notes  distinctes,  combien  peut-on  former  de  phrases  musicales  différentes 
présentant  une  durée  déterminée  et  dans  lesquelles  chaque  temps  ne  subisse  pas  des 
divisions  d'un  certain  ordre? 

Sur  un  damier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une  profondeur  indéfinie, 
par  combien  de  chemins  différents  un  pion  qui  ne  recule  jamais  et  qui  part  d'nne 
case  donné  peut-il   arriver  à    une   autre  case  donnée? 

Sur  un  échiquier  qui  représente  une  valeur  de  c  cases  et  une  profondeur  indé- 
finie, par  combien  de  chemins  différents  un  cavalier  qui  ne  recule  jamais  et  qui 
part  d'une  case  donnée  peut-il  arriver  à  une  autre  case  donnée? 

Tous  ces  problèmes  sont  résolus  par  une  méthode  uniforme.  Les  conditions  données 
fournissent  d'abord  le  moyen  de  classer  en  différentes  espèces  les  parties  terminales 
des  X„  arrangements  cherchés;  en  désignant  ainsi  par  A„,  R„,  C„,  ...  les  nombres 
d'arrangements  des  diverses  espèces,  on  a 

X„  =  A„  f-B„+C„H- 

Les  conditions  données  fournissent  ensuite  ))our  les  nombres  A„,  Iî„,  C„,  ...  des 
équations  liantchacun  d'eux  aux  nombres  A„_,,  Iî„_|.  C„_|,  .  .  .,  A,,_,,  !<„_.,,  tl,,..,  .  .  ., 
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A„_.,,  ...  ;  de  ces  équutioiis  et  de  celles  qu'on  en  dédiiil  en  luisant  varier  ti  on 
en  tire  ensuite,  par  voie  d'élimination,  d'autres  où  ne  figurent  plus  que  les  A  ou 
les  B,  ou  les  C,  ....  et  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  expressions  respec- 
tives de  A„,  1{„,  C„,  .... 

Laguerre.  —  Sur  quelques  propriétés  des  coniques  liomolbcales. 

(6()-75). 

Considérons  un  faisceau  de  coniques  lioniofocales,  les  deux  coniques  du  faisceau 
qui  passent  par  un  point  M  du  plan,  les  deux  centres  N  et  N'  des  cercles  osculateurs 
au  point  M,  et  la  droite  /a  qui  joint  ces  deux  points. 

Les  recherches  de  M.  Laguerre  concernent  ces  divers  éléments;  ainsi,  à  la  droite  //. 
correspondent  trois  points  M;  à  un  point  N  du  plan  correspondent  aussi  trois 
|)oints  M;  l'auteur  donne  un  assez  grand  nombre  de  propriétés  relatives  à  ces 
divers  points. 

Laguerre.  —  Sur  l'intégrale    / (72-81). 

L'intégration  par  parties  donne,  en  posant 

I  1..-^  ^  i.'2.;î...(n  — 1) 


F(^)  = 


la  relation 


La  série  que  l'on  obtient  en  faisant  croître  indéfiniment  n  dans  le  polynôme  F(-^) 
est  nécessairement  divergente  pour  toute  valeur  de  x.  ^Néanmoins,  pour  de  grandes 
valeurs  de  la  variable,  elle  peut,  en  ne  tenant  compte  que  des  premiers  termes, 
fournir  une  valeur  très  approchée  de  l'intégrale  considérée. 

M.  Laguerre  étudie  le  développement  en  fraction  continue  du  polynôme  F(x); 
il  parvient  ainsi  à  la  formule 


9  16 


dont  la  loi  est  évidente  :  celte  formule  est,  il  est  vrai,  tirée  d'une  série  divergente: 
mais  M.  Laguerre  en  démontre  rigoureusement  l'exactitude,  et  son  analyse  s'ap- 
plique à  l'intégrale    I       e-'^'dx,  dontLaplacea  donné  le  développement  en  fraction 

continue,  mais  par  une  méthode  qui,    reposant  sur  l'emidoi   d'un  développcnien 
divergent,    ne  présentait  aucune   rigueur,   ainsi  que  Jacobi  l'avait    déjà   remarqué 
{Journal  de  Crellc,  t.  Vl,  p.  -l'iB). 
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En  désifinant  par  i-^ —  les  diverses  réduites  de  la  série 

I  I  1.2  1  .  a    3 

I'(.r)= :,  H ^ —H , 

^     '        .1-       .r-         x^  x^ 

qui  ont  ijoiir  limites  la  transcendante 

r''  e-Uix 

e-    /       , 

Jq  X 

M.   Lajuerre  établit  les  relations 

r,      X                            r                         ll{n—l)     ,        Jl'  Il  —  \)[ii  —  2)     „  1 

/„(X)=   I.5...«^I+«.l-+        ;._3.-^-^ ,.     ,.    ;j. x'  +  ...J, 

•^/«('^)="/»(-^)  —  «'/«-l  (•*•),        /„+l(-^)  =  (-f+2«  -Hl)/»C-^)    -   "'/,-!(■'■)  =  «. 

la  réalité  des  racines  de  l'équation 

et  donne  le  développement  en  série  d'une  fonction  quelconque  ^{x)  au  moyen  des 
polynômes  f„{x). 

Stefanos.  —  Sur  une  propriété  remarquable  des  nombres  incom- 
mensurables. (8i-83). 

Une  expression  iudéliniment  prolongée  de  la  forme 


où  les  nombres  entiers  non  négatifs  a^  sont,  à  partir  du  second,  plus  petits  que 
l'indice  i  de  leur  rang,  représente  un  nombre  commensurablc  ou  non,  suivant  que 
les  nombres  a^  sont,  à  partir  d'un  certain  rang  A-,  égaux  toujours  k  i —  i  ou  ne  le 
sont  pas.  Comme  l'auteur  l'a  fait  remarquer  ultérieurement,  ce  mode  de  représen- 
tation, qui  est  en  germe  dans  le  Mémoire  de  Riemann  sur  les  séries  trigonomé- 
triques,  avait  déjà  été  étudié  par  M.  G    Canlor  {Zeitschrift  f.  Math.  u.  Ph.,  t.  XIV). 

Halphen.  — Sur  l'équation  diiïerentielle  des  coniques.   (83-85). 

Cette  équation  est 

(y'-^)"'  =  o; 

l'équation 

G""^)"-o 

caractérise  la  parabole. 

Laqiiière.  —  Note  sur  la  Géométrie  des  quinconces.  (85-c)2). 
Halphen.  —  Sur  le  développemeut  d'une  fonction  intermédiaire. 
(9=^-98).    - 

La  fonction  considérée  par  l'auteur  est  la  suivante 

!$(-,  A)  =  Al,(r,/r)c-« 
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La  fonction  Al  Je  i\I.  Wcierstrass  se  développe,  comme  on  sait,  en  une  série  conver- 
gente suivant  les  puissances  entières  de  z,  série  dont  les  coefficients  sont  des  poly- 
nômes en  A-  qui  se  calculent  au  moyen  d'une  formule  récurrente  qui  contient  trois 
polynômes  consécutifs;  les  polynômes  analogues  qui  se  présentent  dans  la  fonc- 
tion ifitroduite  par  M.  Halphen  s'obtiennent  plus  simplement  :  l'auteur  montre  en 
outre  la  concordance  de  ses  résultats  avec  des  résultats  analogues  établis,  d'une 
façon  toute  dillérente,  par  M.  Kiepert  et  M.  Max  Simon,  dans  deux  Mémoires  insérés 
dans  les  tomes  7G  et  81  du  Journal  de  Uorchardt. 

Rodet .  —  Sur  une  méthode  d'approximation  des  racnies  carrées, 
connue  dans  l'Jnde  antérieurement  à  la  conquête  d'Alexandre. 

(98-102). 

Cette  mélliode  revient  à  l'application  de  la  méthode  d'approximation  de  INewlon. 

Picard  [E.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  non  uniformes.  (102- 

io4). 

Considérant  une  fonction  multiforme /"(;)  d'une  varialjle  complexe  z,  qui  n'ad- 
mette dans  tout  le  plan  que  des  points  critiques  déteiiniiiés,  et  désignant  par  A 
l'un  des  points  critiques,  l'auteur  montre  que  l'on  peut  obtenir  un  développement 
en  série  de  la  fonction,  valable  pour  tous  les  points  du  cercle  dont  A  est  le  centre  et 
qui  passe  par  le  point  critique  le  plus  rapproché  :  ce  développement  est  de  la  forme 


^(=)=ï:->-(i-f,)"' 


A„  et  a  étant  des  constantes;  les  diverses  déterminations  du  logarithme  corres- 
pondent aux  diverses  valeurs  que  la  fonction  y(z)  prend  quand  on  fait  tourner  la 
variable  autour  du  point  A  pris  pour  origine. 

Biioschi.   —  Sur  les   équations    dillérentielles   linéaires.    Exti'ait 
d'une  Lettre  à  M.  Laguerre.  (io5-io8). 

Cette  Lettre  se  rapporte  aux  Communications  faites  à  l'Académie  des  Sciences  par 
M.  Laguerre  Sur  quelques  invariants  des  équations  différentielles  linéaires. 

Laguerre .   —  Sur  quelques  propriétés  de  riiypocycloïde  à  trois 
points  de  rebroussement.  (loB-iaS). 

L'auteur  se  sert  dans  ce  travail  des  coordonnées  qu'il  appelle  isotropes,  définies 
par  les  équations 

.r=X-)-a,    ^-  =  X  — /Y, 

où  X,  Y  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan,  et  des  équations  qu'il 
nomme  mixtes,  équations  qui  relient  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  quelconque 
et  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  menée  de  ce  point  à  la  courbe  que  repré- 
sente l'équation  mixte.  Il  donne  un  assez  grand  nombre  de  propositions  relatives  à 
l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements  ;  nous  citerons  la  suivante  : 

Si  l'on  considère  une  droite  quelconque  D  tangente  à   une  hypocychude  à  trois 
rebroussements.  et  si  l'on  imagine  un  angle  de  grandeur  constante  dont  le  sommet 
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décrit  cette  droite  tandis  qu'un  de  ses  côtés  demeure  tangent  à  la  courbe,  le  second 
côté  de  cet\inglc  enveloppe  une  autre  hypocycloïde  égale  à  la  première,  tangente  à 
la  droite  D  et  passant  par  les  deux  points  où  cette  droite  coupe  la  première  hypo- 
cycloïde. 

Borchardt.  —  Sur  un  système  de  tiois  équations  diiïéreiitielles 
totales  qui  déterniiuent  la  moyenne  arithmético-géométrique  de 
quatre  éléments. 

Conclusions  du  beau  travail  de  l'auteur  inséré  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
de  Berlin,  année  187S,  p.  96,  et  analyse  dans  le  liitlletin. 

HeriuiLe.  —  Sur  l'indiee  des  fractions  rationnelles. 

U  et  V  étant  deux   polynômes  premiers  entre  eux  de  degré  n  et  n  —  i,  l'auteur 

■      ,       .       V 
se  propose  de    montrer,   d'une    façon    élémentaire,   que   l'indice   de  la    Iraction  ^ 

entre  — ^  et  H- ce   donne    la   diiïérence  entre    le  nombre  des  racines   imaginaires 
de  l'équation  U  -+-  /  V  =  o  où  le  coefficient  de  i  est  positil'  et  le  nombre  de  celles  où 
ce  coefficient  est  négatif. 
Posant 

U  +/ V  =(a:— rt,  —  ib^){.r  —  (i^  —  ib.,).  .  .(.c  —  «„— //^„), 

U,4-i  V,  =  (a;  —  rtj —  /6j).  .  .(.t  —  rt„ —  i/>„), 
on  aperçoit  de  suite  que  U,  et  U  sont  premiers  entre  eux  et  que  l'on  a 
y  _  y,  _  _  ^.(U;-t-V;) 

u     u,  ""  uû, 

Si  l'on  fait  croître  la  variable  de  —  m  h  -i-  x  .  l'indice  du  premier  membre  sera  la 

U       U 
différence  des  indices  des  deux  fractions  —  et  — ^,  puisque  U  et  U,  ne  s'annulent  pas 

simultanément. 

Or,  la  considération  du  second  membre  montre  de  suite  que  cet  indice  est  égal 
à  _^i  ou  à  —  I  selon  que  ^,  sera  positif  ou  négatif;  la  proposition  se  trouve  ainsi 
ramenée  au  cas  d'une  équation  dont  le  degré  est  moindre  d'une  unité,  etc.  M.  Her- 
mite  tire  de  cette  proposition  diverses  conclusions  intéressantes,  notamment  dans 
le  cas  où  toutes  les  quantités  l>„  /'„,   ....  /'„  sont  de  mêmes  signes. 

Jung.  —  Note  relative  à  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur  le  centre 
de  gravité.   (i32-i38). 

Hermar^  .  —  Solution  .simple  d'un  problème  de  Géométrie  des- 
criptive. (i38-i4<^>)- 

Haag.  —  Xote  sur  les  relations  entre  les  éléments  caractéristiques 
d'une  courbe  gauche  et  les  accélérations  du  point  qui  les 
décrit.  (i4i-i43)- 

yioast.  —  littégrales  des  courbes  dont  les  développantes  j)ar  le 
plan  sont  égales  ciilrc  elles.  (  i43-i5()). 
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La  développée  i)ar  le  plan  d'une  courbe  est,  d'après  Laiicret,  l'arùte  de  rcbroiisse- 
iiieiit  de  la  surlace  enveloppe  du  plan  normal  à  celte  courbe  :  cette  dernière  est  la 
(lévelovvantc  par  le  plan  de  sa  développée.  Si  l'on  considère  les  courbes  C  et  les 
courbes  C,  dont  les  premières  sont  les  développantes  et  les  secondes  les  développées 
par  le  plan  des  courbes  C,,  le  problème  traité  par  M.  l'abbé  Aonst  consiste  à  déter- 
miner la  courbe  C,  de  façon  que  les  courbes  G  et  Cj  soient  e(;ales.  En  faisant  usage 
des  coordonnées  naturelles,  le  problème  se  ])artage  en  trois  opérations  :  i"  l'intéjjra- 
tion  d'une  équation  différentielle  linéaire  du  quatrième  ordre;  ï"  l'intégration 
d'une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  ;  3°  une  triple  quadrature.  Les  deux 
équations  différentielles  se  ramènent  d'ailleurs  à  deux  équations  différentielles 
linéaires  du  troisième  ordre,  qui  sont  identiques.  M.  l'abbé  Aoust  indique  divers 
cas  inléressants  dans  lesquels  les  opérations  d'intégraiion  peuvent  être  effectuées 
jus()u'au  bout. 

Rodel.  —    Sur    les    utétliodos   d'approximaliou  ilii-z  les  anciens. 

(i59-i()7  ). 

Rectification  à  une  Communication  précédente.  Indication  d'une  règle  dite  de 
médiation  exposée  dans  une  Arithmi-tique  de  La  Roche,  imprimée  à  Lyon  en  i520 
et  qui  conduit,  par  des  tâtonnements  faciles,  à  des  valeurs  approchées  d'une  ra- 
cine d'une  équation  quelc(jiique,  valeurs  qui  ne  sont  autres  ((ue  les  réduites  suc- 
cessives de  cette  racine  :  W.  Rodet  pense  que  cette  règle  était  pratiijuée  très  ancien- 
nement par  les  Grecs,  peut-être  par  les  Égyptiens. 

Alexéief.   —   Sur  rextractioii  de  la  racine  carrée  d'un   nombre. 

(167-171). 

A  propos  de  la  Communication  de  M.  Rodet,  M.  Alexéief  émet  l'opinion  que  les 
anciens,  pour  l'extraction  des  racines  caiiées,  pouvaient  bien  procéder  par  l'em- 
ploi successif  des  moyennes  arithmétique  et  harmonique  et  donne  quelques  détails 
sur  les  calculs  auxquels  conduit  ce  procédé. 

liodet.  —  Sur  un   procédé  ancien   pour  la  solution  en  nombres 
entiers  de  l'équation  indéterminée  ax  -(-  by  =  c.  (i 71-174)' 

Lemonnier .  —  Calcul  d'un  déterminant.  (170-177). 

L'auteur  démontre  l'égalité  suivante  : 


p^q 

p-V-nq      . 

p  -+-  n  q 

/'  +  ■•«  7 

p-^Sq       . 

p^q 

p  -+-  //y 

p^q         . 

■       l> 

^■n  —  l)q 

r     p      i/'n-i- 1^1        , 


Fouret  [G.].  —  Sur  les  faisceaux  ponctuels   plans  de  caractéris- 
tique i>  avant  un  point  principal  multiple  d'ordre  P"-. 

L'équation 

K4;-)-4:-^— 

oi'i  L,  "^I,  N  désignent  dos  polynômes  de  degré  e  en  x,  y  dont  le  premier  est  homo- 
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pêne  délinit  un  système  de  courbes  planes  satisfaisant  à  cette  double  condition, 
qu'il  y  ait  lîne  branche  du  système  passant  par  un  point  quelconque  du  plan  et  un 
nombre  c  de  ces  branches  tangentes  h  un  point  pris  arbitrairement.  Dans  un  tel 
système,  il  existe  c^-f-  f  -4-  i  points  en  chacun  desquels  la  direction  tangentielle  est 
indéterminée.  Cis  points  sont  en  général  asymptotiques  communs  à  toutes  les  courbes 
du  faisceau  et,  dans  certains  cas,  des  points  de  croisement  de  ces  courbes.  Ils  com- 
prennent les  points  singuliers  de  ces  mêmes  courbes,  quand  il  en  existe.  M.  Fouret 
donne  à  ces  points  le  nom  de  i>oints principaux.  Plusieurs  points  principaux  peuvent 
se  réunir;  c'est  ce  qui  arrive  quand  les  deux  équations 

Lx  — M-=ro,     Li— lN  =  o, 

se  coupent  en  un  point  qui  est  multiple  pour  l'une  d'elles.  M.  Fouret  examine  en 
particulier  le  cas  où  il  existe  un  point  principal  multiple  d'ordre  r°;  nous  citerons 
le  théorème  suivant  :  <>  Pour  un  tel  faisceau,  toute  droite  passant  par  le  point  prin- 
cipal multiple  d'ordre  c"  est  telle  que  les  tangentes  aux  courbes  du  faisceau,  aux 
points  où  elles  rencontrent  la  droite,  concourent  en  un  même  point  ». 
L'auteur  donne  plusieurs  applications  intéressantes. 


ANNALES  DE  L\  SociKTÉ  Scientifique  de  Bruxelles.  —  Bruxelles,  F.  Haycz. 

In-8"('). 

Tome  I;   1875-1876  (publié  en  1877). 

Gilbert  [P.]-  —  Sur  la  démonstiatiou  du  scrond  principe  de  la 
Tliermodynamique,  due  à  M.  Sai-rau.  (17^)- 

M.  S.-irrau  {Journal  de  d'Almeida,  1872)  considère  un  système  isotrope, 
soumis  à  une  transformation  infiniment  petite,  et  lui  applique  le  théorème  de 
Clausiussur  les  mouvements  stationnaires.  Mais  cette  formule  suppose  que  la  quan- 
tité désignée  par  2 /n/"  reste  invariable,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  la  transformation 
considérée  par  M.  Sarrau,  où  le  corps  change  de  volume. 

Gilhcrt  {P.).  —  Sur  reiiseigncinent  des  Malliéiuatiques  dans  les 
collèges.  (A,  i.")o-i53). 

Mansion  {P.).    —  Note   sur   renseignement  des    Mathématiques 
dans  les  collèges.  (A,  160-170). 

Perrj  [S.-J .).  —  Sur  l'observalion  du  passage  de  \  énus  à  Tile  de 
Rerguelen.  (A,  190-19!^). 


('■)  Deux  paginations,  que  nous  distinguons  par  les  lettres  A,  B.  11  parait  environ 
un  Volume  de  Goo  à  .700  pages  par  an,  au  prix  de  3o  fr.  Chaque  Volume  contient 
des  Mémoires  relatifs  aux  Sciences  mathématiques,  physiques  et  naturelles.  Nous 
n'analysons  que  h's  travaux  mathématiques. 
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Aperçu  d'ensemble  sur  les  travaux  de  la  mission  anglaise  et  de  quelques-uns  des 
résultats  généraux  de  l'observation  du  passage  en  divers  endroits.  (Vapeur  d'eau 
dans  l'atmosphère  de  Vénus;  différence  entre  le  contact  oculaire  et  le  contact  pho- 
tographique; possibilité  de  voir  Vénus  sur  la  chromosphère,  sans  le  secours  d'un 
spectroscope;  absence  d'ellipticité  dans  la  planète). 

Heimite.  [Ch.).  —  Sur  un  exemple  de  réduction  d'intégrales  abé- 
licnnes  aux  fonctions  elliptiques.  (B,  1-16). 

Dans  une  Note  du  t.  Vil  du  Journal  de  Crelle,  p.  !\\Ç>,  Jacobi,  en  généralisant 
un  résultat  obtenu  par  Legendre,  est  parvenu  à  ramener,  par  une  même  substitu- 
tion, deux  intégrales  hyperelliptiques,  de  genre  deux,  de  première  espèce  et  asso- 
ciées, à  deux  intégrales  elliptiques  de  première  espèce  et  de  module  différent.  Il  en 
a  déduit  la  valeur  de  la  partie  réelle  et  de  la  partie  imaginaire  d'une  intégrale 
elliptique  de  première  espèce  à  module  imaginaire.  M.  Hermite  a  rencontré  nn 
second  exemple  de  réduction  analogue.  Soient  ax  =  4^^ —  3<2«,  3j'(s- — a)  =  22' —  b, 
S'=(i'— a)(8='  — 6a=  — 6).  On  trouve 


dr 


yjy^—haY  —  b 

On  est  ainsi  conduit,  par  induction,  à  croire  qu'il  existe,  pour  les  fonctions  abc- 
liennes  de  genre/;,  des  cas  de  réduction  aux  intégrales  elliptiques,  dans  lesquels 
les  p  fonctions  de  première  espèce  seraient  exprimées  par  autant  d'intégrales  ellij)- 
tiques  différentes,  au  moyen  de  ^  substitutions.  Cette  remarque  et  les  exemples  qui 
y  ont  conduit  font  entrevoir  une  voie  nouvelle,  même  après  les  belles  découvertes 
de  Clebsch,  dans  la  recherche  des  différentielles  algébriques  dont  l'intégrale  est 
réductible  aux  intégrales  elliptiques.  M.  Hermite,  sans  attaquer  cette  question  géné- 
rale, en  traite  pourtant  une  qui  est  une  généralisation  des  recherches  de  Jacobi 
citées  plus  haut. 
Soient 

x(n- as)(n-iï)=  c'c,     j-(l-f- as)(l-H  i!'z)=  r'z,     c-' =  (i -+- a)(n- *), 

kc  —  yja-T-sl'b,     îc  —  \ja  —  sjï,     Y.{z)  —  z{i  — z){i  —  ab z){i -^r  az){i-^  bz), 

^■■■{x,k)=.x{l-x){^-Px),     A'(^,/)=v(i-.r)(i-/'r). 

On  trouvera 


^C-i-.'*)      \IK{z)  ^0>0      v^R^z; 

L'auteur  se  propose  d'abord  de  réduire  aux  fonctions  elliptiques  la  somme 


/X.  étant  une  fraction  rationnelle,  X,  Y  les  racines  fonctions  de  x,  y  de  l'équation, 
du  second  degré  en  -, 

-^-^■'  ^"^  —0,      <Sf{z,x)^.r{i-^a:){i-hbz)  —  c-z, 


<b{z,x)^{z,j) 


¥z  étant  une  fonction  du  troisième  degré,  telle  que  la  division  soit  possible. 
BiiU.  (les  Sciences  math.,  ■i<'  Série,  t.  IV.   (Avril  iS8o.)  P>  ■  t) 
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Supposons  d'abord  fu{it  —  g)  :=i,  g  étant  indéterminé,  puis  x„,  x\  les  racines 
de  <t(r,.r)  =0,  j)(,,.r,  les  racines  de  *(s,^)  =  o.  Le  théorème  d'Abel  donne 

log  F^ +V^|n£_)  _  t^^^,  -t-  l(.v.)  +  l(r„)  +  10-,  )  H-1(X}  +  I  (Y), 


M.  Hermite  prouve  que  la  somme  1  (a"„) -(- I  (jr^  )  se  réduit  aux  intégrales  elliptiques, 

la  somme  !(.'>■„) -f- I(.'',)  se  réduit  de  même  aux  izitégrales 

r      dr  r  dr 

J   ûU.O'     J  [.>-■- h)^{r,l)' 

Donc,  enfin,  I  (  X)  -t-  1(  Y)  se  réduit  à  des  intégrales  elliptiques.  Le  théorème  annoncé 
est  donc  établi  dans  le  cas  où  la  fonction /"est  définie  par  la  relation /f/(« — g)  =  i, 
et,  par  suite,  à  cause  des  propriétés  des  fractions  rationnelles,  pour  le  cas  oùyest 
une  fraction  rationnelle  quelconque,  sans  partie  entière. 

Si  y  a  une   partie  entière,   les  intégrales  abéliennes   à   réduire  contiennent  les 
sommes 

r  dx         r  d\         f_^'^'^  ^  r^J^L. 

J  y/RpT)   ^  j  v^RT^^'     j  ^H^)       j  n/K(T1' 

dont  on  trouve  les  valeurs  en  égalant,  dans  la  formule  de  réduction  trouvée,  quand 
fu(u — g)-:zz.\,  les  coetlicients  de  g~^.  g~^i  Ifs  deux  membres  étant  développés  en 
série  suivant  les  puissances  de  g~' .  Ce  dernier  problème  résolu,  on  peut  trouver 
les  fonctions  inverses  des  intégrales  abéliennes.  En  posant 

J        2^R(X)  J      Wkcx) 

il  vient 

.^(X)-^^(Y)=.«  =  -J^,     ;,(X)-H,(Y)  =  .^-/^-^; 

X,  Y  sont  des  fonctions  algébriques  de  ^,J'  et  s'expriment,  par  conséquent,  algé- 
briquement en  sinam(K,A),  sinam(p',/).  Cette  conclusion  donne  beaucoup  d'intérêt 
au  calcul  effectif  des  valeurs  de  X  et  Y  (par  lequel  M.  Hermite  termine  son  travail), 
ou  plutôt  des  combinaisons  de  ces  fonctions  que  M.  Weierstrass  a  désignées  par 
Al(«,c)jj,  a.  étant  un  indice  unique.  Les  formules  trouvées  ouvrent  la  voie  à  des 
recherches  ultérieures  auxquelles  M.  Hermite  reviendra. 

Gilbert  (P.).  —  Sur  certaines  conséquences  de  la  formule  électro- 
dynamique d'Ampère.  (B,  iy-42). 

De  Tillj.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  76-80}. 

Delsaux.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  80-84). 

Dans    la  première  partie   <Ii'  sou   Iravail,    M.  Cilbert  démontre   les  théorèmes  sui- 
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vants,  dans  l'hypothèso  de  l'exaclitude  de  la  loi  d'Ampère  :  i"  Il  n'y  a  pas  d'action 
réciproque  entre  deux  éléments  parallèles,  quand  la  droite  qui  les  joint  fait  avec 
leur  direction  un  angle  6,  tel  que  3cos'0  =  2.  -j"  Un  courant  rectiligne  indéfini 
dans  un  sens  n'exerce  aucune  action  longitudinale  sur  un  élément  parallèle,  si  la 
droite  qui  joint  l'élément  à  l'origine  du  courant  l'ait  avec  leur  direction  un  angle  6, 

Û  étant  égal  à  — ;  l'action  normale  est  nulle  si  tang5  =  séc5.  3°  L'action  longitu- 
dinale d'un  courant  rectiligne  indéfini  dans  un  sens,  sur  un  courant  fini  parallèle, 
n'est  jamais  nulle  et  croit  indéfiniment  avec  la  longueur  du  courant  fini;  l'action 
normale,  au  contraire,  est  toujours  nulle  pour  une  certaine  position  relative  des 
deux  courants;  si  tous  deux  sont  indéfinis  dans  un  sens  et  de  direction  contraire, 
l'action  normale  est  nulle  dans  le  cas  où  la  droite  qui  joint  leurs  origines  est  perpen. 
diculaire  à  leur  direction.  4°  H  exisle  une  position  relative  de  deux  courants  finis 
parallèles  où  leur  action  longitudinale  mutuelle  est  nulle.  .5°  Deux  portions  con- 
liguës  d'un  même  courant  rectiligne  exercent  l'une  sur  l'autre  une  répulsion  infinie, 
ce  qui  prouve,  comme  l'a  remarqué  C.  Neumann,  que  la  loi  d'Ampère  n'est  pas 
vraie  pour  des  éléments  situés  à  une  faible  distance  l'un  de  l'autre.  6°  Sur  un  même 
conducteur  rectiligne  indéfini  dans  les  deux  sens,  deux  portions  indéfinies  de  cou- 
rant, l'une  vers  la  droite,  l'autre  vers  la  gauche,  et  non  contigucs,  se  repoussent 
avec  une  force  infinie.  (M.  De  Tilly  remarque  que  cette  conséquence  ne  prouve  rien 
contre  la  loi  d'Ampère;  car  les  attractions  de  la  partie  intermédiaire  du  conduc- 
teur entre  les  deux  portions  considérées  ne  peuvent  pas  être  négligées,  quand  on 
veut  comparer  les  résultats  du  calcul  à  l'expérience.  Dans  le  calcul,  il  faut  d'ailleurs 
tenir  compte  de  la  nécessité  de  fermer  le  courant.  Si  d'ailleurs,  pour  un  certain 
circuit,  la  répulsion  était  plus  grande  qu'une  quantité  M,  donnée  d'avance,  elle 
serait  plus  grande  encore  pour  un  circuit  moindre.  Pour  vérifier  la  conséquence 
tirée  par  M.  Gilbert  de  la  formule  d'AnipiM-e,  il  ne  sert  donc  à  rien  d'allonger  li; 
circuit;  c'est  la  force  de  la  pile  qu'il  faut  augmenter.  Le  R.  P.  Delseux  arrive  aussi 
a.  cette  dernière  conclusion).  7°  Il  est  possible  de  placer  deux  conducteurs  paral- 
lèles finis  de  manière  que  leur  action  normale  mutuelle  soit  nulle. 

Dans  la  seconde  partie,  l'auteur  traite  les  questions  suivantes  :  1°  Étant  donné 
un  élément  ds,  déterminer  la  figure  d'un  conducteur  tel,  que  chacun  de  ses  élé- 
ments soit  sans  action  sur  ds.  2°  Déterminer  la  forme  d'un  courant  linéaire  dont  un 
arc  quelconque  exerce  sur  un  courant  rectiligne  indéfini  (fini)  une  action  longitu- 
dinale (ou  normale)  nulle.  3°  Un  courant  rectiligne  indéfini  dans  un  sens  ne  sau- 
rait produire  aucune  rotation  sur  une  portion  quelconque  de  conducteur  circulaire, 
ayant  pour  centre  l'origine  du  courant  et  mobile  autour  de  ce  centre.  Ce  théorème 
se  prête  à  une  vérification  expérimentale.  4°  Calcul,  au  moyen  des  fonctions  ellip- 
tiques, de  l'intensité  du  couple  moteur  dans  la  rotation  d'un  courant  rectiligne 
dans  un  plan  horizontal,  sous  l'influence  d'un  courant  circulaire  fixe  placé  dans  le 
même  plan. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  les  iioiiibres  de  Bernoulli  et  sur  quelques 
fonctions  qui  s'y  rattachent.  (B,  43-5o). 

Relations  diverses,  les  unes  connues,  les  autres  données  ailleurs  par  l'auteur,  les 
autres,  enfin,  nouvelles,  obtenues  par  la  considération  de  la  somme  des  produits /> 
à  p  des  m  premiers  nombres  naturels. 

Le  Paige  {C).   —  Note  sur  certaines  équations   difrérentielles. 
(B,  ji-58). 
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Cas  divers  d'intégrabilité  de  l'équation  linéaire 

Ccirhonnelle  (/.)  et  Ghjseîis  [E.].  —  L'action  mécanique  de  la 
lumière.  (B,  59-74)- 

Quand  un  point  doué  d'attraction  ou  de  répulsion  oscille  autour  d'une  position 
moyenne,  son  action  moyenne  jieut  dirterer  notablement  de  l'action  qu'il  exerce- 
rait en  restant  immobile  dans  la  position  moyenne.  Ce  principe  peut  servir  à 
expliquer,  partiellement  au  moins,  les  mouvements  des  comètes  et  sans  doute  aussi 
l'action  répulsive  du  Soleil  sur  la  queue  des  comètes. 

Heis  [E.].  —  E  pur  si  muove.  (B,  201-206). 

Ce  mot  apocryphe  de  Galilée  ne  se  trouve  dans  aucune  biographie  de  Galilée, 
avant  1789,  époque  où  on  le  rencontre  dans  le  Dictionnaire  historique  on  Histoire 
abrégée,  par  une  Société,  7°  édition,  Caen,  Leroy,  t.  IV.  11  a  été  reproduit  par  tous 
les  auteurs,  jusqu'à  Bertrand  (i8C^),  qui  en  a  fait  ressortir  l'invraisemblance. 

De  Fierlant  [^•)-  —  Etude  sur  les  ressorts  de  suspension  et  de 
traction  à  feuilles  étagées,  suivie  d'une  Table  permettant  une 
détermination  facile  de  leurs  dimensions.  (B,  255-3o2). 

Secchi  {-A.).  —  Lettre  (à  M.  Nevvcoinb)  sur  la  structure  du  Soleil. 
(B,  3o3-3i2). 

CarhonnelLe  (/•)•  —  Calcul  de  la  chaleur  diurne  envoyée  par  le 
Soleil  en  un  point  quelconque  de  la  surface  terrestre.  (A,  1 26-1 29  ; 
B,  323-366). 

Cet  important  travail  a  pour  objet  la  détermination,  par  le  calcul,  de  la  quantité  D 
de  chaleur  qui  tombe  en  chaque  endroit,  à  la  limite  de  l'atmosphère,  suriiuesur- 
t'aco  plane  égale  à  l'unité  de  surface,  pour  chaque  jour  de  l'année.  Cette  quantité 
dépend  de  la  hauteur  méridienne  du  Soleil  et  du  temps  que  cet  astre  reste  au- 
dessus  de  l'horizon,  temps  qui  augmente  d'une  manière  continue  depuis  l'équateur 
jusqu'au  parallèle  où  le  Soleil  rase  l'horizon  à  minuit.  La  quantité  D  est  donc  une 
l'onction  de  la  latitude  et  du  temps  écoulé  depuis  l'équinoxe  du  printemps.  Pour 
un  jour  donné  de  l'année,  D  varie  avec  la  latitude,  de  manière  que  cette  quantité 
a  toujours  un  maximum  au  pôle  éclairé,  un  autre  maximum  M  entre  le  pôle  et 
l'endroit  où  le  Soleil  est  au  zénith  à  midi,  un  minimum  m  entre  ces  deux  niaxima  ; 
D  va  en  diminuant  depuis  l'endroit  où  D  =:  M  jusqu'au  pôle  non  éclairé  ou  au 
parallèle  de  perpétuelle  obscurité.  Le  jour  du  solstice  d'été,  D=  M,  sur  un  paral- 
lèle qui  jiasse  à  peu  près  par  Bayonne,  Marseille,  Pise,  Khiva,  Pékin,  San-Francisco, 
New-York,  Boston;  D  =  M  à  Christiania,  Saint-Pétersbourg,  etc.  A  mesure  que  le 
Soleil  s'éloigne  de  l'équateur,  à  partir  de  l'équinoxe  du  printemps,  les  points  où 
D  =  M,  D  =  TO  se  rapprochent  sans  cesse,  sans  s'atteindre  toutefois;  ils  s'attein- 
draient si  l'obliquité  de  l'écliptique  était  do  25°.  Au  pôle,  D  croit  sans  cesse  avec 
la  déclinaison  du  Soleil;  le  lo  mai,  D  a  la  même  valeur  au  pôle  et  à  l'équateur;  du 
10  mai  au  -2  août,  D  est  plus  grand  au  pôle  qu'il  l'équateur.  Du  2.3  mai  au  19  juillet. 
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le  pôle  reçoit  chaque  jour  plus  de  chaleur  que  n'importe  quel  autre  point  de  la 
Terre,  et,  du  i3  mai  au  29  juillet,  l'équateur  en  reçoit  moins  que  n'importe  quel 
point  de  l'hémisphère  lioréal.  Ces  résultats  sont  appuyés  de  calculs  très  simples, 
dont  il  est  facile  de  vérifier  l'exactitude.  Une  Table  numérique,  qui  termine  le 
Mémoire,  permet  de  construire  des  courbes  donnant  approximativement  D  pour 
chaque  degré  de  déclinaison  du  Soleil.  Ce  travail  du  P.  Carbonnelle  a  des  appli- 
cations importantes  à  la  Géographie  :  il  explique  la  rapidité  et  la  vigueur  de  la 
végétation  dans  les  régions  polaires,  plaide  en  faveur  d'une  mer  libre  au  pôle,  et 
peut  même  servir  à  appuyer  la  théorie  géologique  de  Croll. 

Tome  II;  1877-1878  (publié  en  1878). 

Delgeur  [L.).  —  Note  sur  la  parole  attribuée  à  Galilée  :  «  E  pur 
si  muove.  »  (A,  68-69). 

Irailh  (Augustin  Simon),  né  eu  1719,  mort  en  179'!,  rapporte  ce  mot,  t.  111,  p.  49. 
de  l'Ouvrage  intitulé  :  Querelles  littéraires  on  Mémoires  pour  servir  à  l'histoire  des 
révolutions  de  la  république  des  lettres,  depuis  Homère  jusqu'à  nos  jours,  Paris,  1761. 
Le  mot  apocryphe  de  Galilée  date  donc  au  moins  de  1761;  cependant  il  devrait 
être  d'invention  récente,  puisqu'il  était  inconnu  des  biographes  italiens  de  Galilée, 
à  la  même  époque. 

Mansion  [P.).  —  Analyse  de  «  Kretschmer,  Geometrische  Aii- 
scliauungslt'hre,  Posen,  1877.  »  (A,  79-80). 

L'enseignement  rationnel  de  la  Géométrie  devrait  être  précédé  par  un  enseigne- 
ment intuitif  de  cette  science,  bien  dirigé. 

Cavhonnelle  (/.  ).  —  Examen  des  reclicrchcs  de  M.  Boussinesq 
sur  les  solutions  singulières  des  équations  différentielles  de  la 
Méeanique.  (A,  118-120). 

L'instabilité  essentielle  aux  solutions  singulières  s'oppose  radicalement  (suivant 
le  R.  P.  Carbonnelle)  aux  applications  philosophiques  de  la  découverte  de  M.  Bous- 
sinesq. 

Haton  de  la  Goupillière  [J.-N.].  —  Reclierclies  sur  les  dévelop- 
poïdes.  (B,  1-24). 

Historique  :  Réaumur,  Lancret,  HabicU,  Dewulf,  Chasles,  Aousl.  Solutions  de 
diverses  questions  intéressantes  sur  les  développoïdes,  en  partant  de  la  formule 

dr 
p  =  rsin  K  -H  -,- 
'  d'ji 


cos  y.. 


où  w  est  l'angle  de  la  tangente  à  une  courbe  avec  une  direction  fixe,  p  son  rayon 
de  courbure,  r  le  rayon  de  courbure  de  la  développoïde  (enveloppe  des  droites 
faisant  avec  les  normales  à  la  première  un  angle  égal  à  v.).  1°  Trouver  la  «'ème 
développoïde  inverse  d'un  point.  2°  Trouver  une  courbe  qui  ait  pour  «ième  déve- 
loppoïde une  ligne  semblable  (par  similitude  directe  ou  inverse).  3°  La  «'ênio  déve- 
loppoïde inverse  d'une  courbe  quelconque,  pour  «  =  03 ,  est  une  spirale  logaiilh- 
mique. 
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Le  Puise  (C).  —  Aole  sur  rinvolulion  des  ordres  supérieurs. 
(B,  25-36).' 

Mansioji   (P.)    cl    Cnrnoj   [J-]-    —    Tlapport    sur   ce   Mémoire. 
(A,  54-60). 

Soient  r,,  r^,  ...,'„  les  racines  defx  =  o;  p,,  p,,  ...,  p„  celles  de  ^x;  R,,R;,  .  . . ,  !>„ 
celles  de  /jT-H  Ap-ï  =  o.  Les  relations  involiitives  qui  existent  entre  les  ;-,  p,  W 
jjeiivent  si;  mettre  sous  les  formes  suivantes  : 

I,     Sr,-,      S /•,/•,       ....     ;■,  /•; . .  . /•„ 

I,     S;3,-,     Spipj,      ...,     p,  p^...  p„      =0, 

I,     SR;,     SR.Rj.,      ...,     R,R3...R„ 

(M  — N)P(.r  — /■)-(- (N—  \)Pi.v  —  p)  -i-  {\  —  M){x  —  R)  =  o. 

P  est  un  signe  multiplicatoire,  de  manière  que  P(x  —  /■),  à  un  facteur  constant 
près,  est  identique  il  fx  ;  A  est  l'abscisse  du  centre  des  moyennes  distances  des  11 
points  7-,  M  celle  du  centre  des  moyennes  distances  des  points  p,  N  celle  du  centre 
des  moyennes  distances  des  points  R.  Ces  remarques  sur  l'involulion  des  3« 
points  ;•,  p,  R  donnent  lieu  à  diverses  conséquences  et  s'étendent  à  r?in  points. 

Delsaux  {J-)-   —   Sur  la  déterminaliou   aualylicjue  de  la  charge 
dans  une  bouteille  de  Leyde.  (H,  37-4o)- 

Gilbert  [P.]-  —  Sur  un  théorème  de  Mécanique  générale  et  sur 
quelques  conséquences  qui  en  découlent.  (B,  4''4^)' 

Le  Paige  [C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  62-64). 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  contenu  dans  l'égalité  suivante,  relative  à  un  système 
quelconque  de  points  matériels  de  masses  m,  de  vitesses  e„  et  f  aux  temps  t^  et  r, 

I  V       »        '  V       "        '  V       .       c       ''''■       c  V     '  '    '     \ 

-     y   wr:  —   -     7   ;«('- ^=  -     >   7nu' -i- S -aï ,. —, l-bc7„7'"' —     T   îT  i' cos    ct  ,  i*  ), 

■2  ^^  2  ^^  2  ^d  lit  ^ 

u  désignant  la  vitesse  perdue  pendant  l'intervalle  de  temps  considéré,  S  indiquant 
une  sommation  qui  s'applique  à  tons  les  couples  de  points  du  système  pris  deux  à 
deux,  r  désignant  la  distance  mutuelle  de  deux  points  m, m',  rw  une  vitesse  per- 
pendiculaire à  la  droite  mm'  et  due  à  la  rotation  w  de  la  droite  mm'  autour  du  point 
m  à  l'instant  considéré,  cr,.  et  ct„  l'impulsion  totale  de  la  force  produite  sur  m  par 
l'action  de  m'  projetée  sur  la  direction  mm'  ou  sur  la  direction  de  la  vitesse  rw\ 
enfin  w'  désigne  l'impulsion  totale  d'une  force  extérieure. 

Voici  maintenant  quelques  conséquences.  Lorsque  deux  corps  d'élasticité  quel- 
conque viennent  à  se  choquer,  à  l'instant  de  la  déformation  maximum,  la  perte  de 
force  vive  produite  par  le  choc  est  égale  à  la  somme  des  forces  vives  correspon- 
dantes aux  vitesses  perdues. 

Dans  le  mouvement  d'un  système  matériel  quelconque,  la  demi-somme  des  forces 
vives  correpondantes  aux  vitesses  perdues  de  tous  les  points  entre  deux  époques  !„ 
et  t,  changée  de  signe,  est  égale  à  la  somme  des  travaux  que  développeraient  toutes 
les  forces,  extérieures  et  intérieures,  si  ;i  chaque  instant  delà  durée /^ — f,  on  attri- 
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buail  à  chacun  des  points,  au  lieu  de  sa  vitesse  réelle,  la  vitesse  qu'il  perd  entre 
l'instant  considéré  et  réf)oque  C. 

Gilbert  [P-)-   —  Note  sur  1  interpicLation  géométrique  du  mou- 
vement apparent  d'un  point  à  la  surface  de  la  Terre.  (B,  ^<^-^6). 

Le  Paige  {C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (A,  61-62). 

Si  l'on  imagine  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  soit  parallèle  à  l'axe  aus- 
tral, qu'on  lui  imprime  un  mouvement  uniforme  perpendiculairement  au  plan  du 

méridien  vers  l'est,  avec  une  vitesse  "^^ ■>  où  /  désigne  la  latitude  du  lieu  consi- 

2  oj 

déré  et  w  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  Terre;  que  sur  ce  cylindre  une  géné- 
ratrice P.M  tourne  autour  de  l'axe  avec  une  vitesse  angulaire  double  de  la  rotation 
terrestre,  mais  en  sens  contraire;  qu'enfin  sur  cette  génératrice  un  point  M  se 
meuve  dans  le  sens  nord-sud,  d'un  mouvement  unirorniément  varié,  avec  une 
accélération  ^  sin  /  proportionnelle  au  sinus  de  la  latitude,  on  aura  la  représenta- 
tion géométrique  exacte  du  mouvement  apparent  d'un  point  pesant  ii  la  surface  de 
la  Terre. 

Si  l'on  conçoit  un  système  de  deux  axes  mobiles,  l'un  normal  an  plan  du  méri- 
dien vers  l'est,  l'autre  parallèle  ii  l'axe  de  la  Terre  vers  le  sud  et  dont  le  point  com- 
mun, partant  de  la  position  initiale  du  mobile,  décrit  un  cercle  normal  à  l'axe 
terrestre,  en  sens  contraire  de  la  rotation  de  la  Terre  et  avec  une  vitesse  angulaire 
double  de  cette  rotation,  le  mouvement  apparent  du  point  mobile,  dans  le  plan 
de  ces  deux  axes,  sera  un  simple  mouvement  parabolitjue,  semblable  à  celui  d'un 
point  pesant  dans  le  vide  quand  on  fait  abstraction  de  la  rotation  terrestre. 

Belpaire  [T.).  —  Essai  d'une  théorie  des  voûtes  en  Lerceau,  en 
arc  de  cercle  et  en  plein  cintre.  (B.  jj-8o). 

Lagasse  et  Cousin.  —  Rapports  sur  ce  Mémoire.  (A,  71-79). 

L'auteur  a  essayé  de  faire  disparaître  l'indétermination  que  présente  l'emploi  de 
la  méthode  des  courbes  de  pression.  Pour  ceb),  il  a  étudié  les  déformations  que 
subit  le  système  et,  moyennant  des  hypothèses'plus  ou  moins  plausibles,  il  est  arrive 
à  deux  conditions  nouvelles  auxquelles  doit  satisfaire  la  courbe  des  pressions  et 
qui  permettent  de  la  déterminer. 

Gilbert  (P.).   —  Sur  quelques  propriétés  relatives   aux  mouve- 
ments plans.  (B,  81-88). 

Glijsens  {£•)•  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (65-66). 

L'auteur  donne  une  construction  simple  de  la  normale  commune  aux  centroïdes 
fixe  et  mobile,  qui,  en  roulant  l'un  sur  l'autre,  permettent  de  réaliser  le  mouve- 
ment d'une  figure  plane  dans  son  plan,  ainsi  que  du  pôle  des  inflexions,  lorsque 
l'on  connaît,  au  moment  considéré,  les  centres  de  courbure  des  trajectoires  de 
<leux  points  de  la  figure  mobile;  le  point  d'intersection  des  deux  droites  qui  joignent 
resj)ectivemeiit  les  deux  points  de  la  figure  mobile  aux  deux  points  où  les  perpen- 
diculaires menées  aux  normales  aux  deux  trajectoires  en  leur  point  commun  (  centre 
instantané  de  rotation  )  rencontrent  la  droite  qui  joint  les  centres  de  courbure  appar- 
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tient  à  lu  normale  commune.  La   construction  du  pAle   des  inflexions  est  ensuite 
facile. 

M.  Gilbert  démontre  ensuite,  par  des  considérations  cinématiques,  la  proposition 
relative  an  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  d'une  courbe  de  la  figure  mobile. 

Ghyscns  [E.].  —  Sur  les  aires  partielles  de  l'ellipsoïde.  (B,  89-98). 

Simplification  et  extension  des  recherches  résumées  dans  Sciilomilcu,  Compen- 
diuni  der  hohcren  Anahsis,  K,  II. 

Delsaux  (/.).  —  Sur  la  démonstration  de  l'équation  AY  =  —  4^p 
dans  la  théorie  du  potentiel.  (B,  99-102), 

Mansion  (P-)-  —  Rapport  sur  ce  JMénioire.  (A,  67). 

On  peut  réduire  la  démonstration  au  cas  où  le  corps  se  réduit  à  une  sphère  aussi 
l)etite  qu'on  le  veut,  la  densité  étant  nulle  au  centie  si   le  corps  est  hétérogène. 

/dV 
■ —  d^,  V  étant  le  potentiel,  i'  le  volume,  a-  la  surface,  n  la  nor- 
male de  la  petite  sphère.  Mais,  d'après  la  théorie  de  l'attraction,   /    —  ds-^  —  !\-Kfpdi', 

p  étant  la  densité.  On  déduit   de   là   AV  =  — ^'^p^,  a»  moins   si  AV  ne  change  pas 
de  signe  en  chaque  point  de  la  sphère. 

Turqunii.  {L.-V.).  —  Mémoire  sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des 
corps  flottants.  (B,  i23-i56). 

L'auteur  arrive  à  une  conclusion  contraire  à  celle  de  Clebsch  {Journal  de  Crelle, 
année  iSSg);  les  petits  mouvements  du  liquide  n'ont  aucune  influence  sur  la  sta- 
bilité de  l'équilibre  du  corps  flottant. 

Hermite  [C).  —  Sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 
en  fonctions  simples.  (B,  iS^-iôo). 

Soient  Y x  =z  [x  —  a){x  —  b)[x  —  c)  . . .,  f.v,  tfx   des  fonctions  entières;  ensuite 
fx  ARC 


1"  X  x  —  a       X  —  b        X  —  c 

Dérivant  les  deux  membres  de  cette  égalité  (//z  —  1)  fois  rapport  h  a,  (n  —  i)  fois 
par  rapport  h  f>,  (p  —  i)  fois  par  rapport  à  c,  etc.,  on  trouve  la  formule  de  décom- 
position de  [fx  :  (x  —  a)"'{x  —  6)"(r  —  c'f  . . .]  en  fractions  simples. 

Mansion  (P.).  —  Généralisation  d'un  théorème  de  M.  H.-J.-S. 
Smith.  (B,  211-224)- 

Valeur  de  tout  déterminant  symétrique  S  ±  «,,  «,, .  . .  «„„,  où  rt,^=  <7,-a  a('  >  '^)- 
Conséquences. 

Gilbert  {P.).  —  Etude  historique  et  critique  sur  le  problème  de  la 
rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  (B,  255-355). 

Analyse  critique  des  principaux  travaux  sur  la  question,   en  laissant  de  côté  les 
premiers  linéaments  de   la  théorie   à  son   orij;ine,   les  écrits  sur  la  précession  des 
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rquinoxes  et  ceux  qui  sont  relatifs  aux  projectiles  cylindi-o-coniques.  —  I.  D'Alem- 
bert,  Euler,  Lagrange,  Legendre,  Poisson.  Théorie  de  Poinsot;  critiques  de  Gascheau  ; 
recherches  de  Saint-Guilhem  et  de  M.  Folie.  M.  Gilbert  fait  remarquer  que  Poinsot 
est  loin  d'être  toujours  rigoureux  dans  ses  raisonnements.  —  II.  1.  Travaux  indé- 
pendants de  la  théorie  de  Poinsot,  ayant  leur  point  de  départ  dans  la  dissertation 
de  Rueb  :  Rueb,  Jacobi,  Somof,  Guderniaun,  Weierstrass,  Richelot.  2.  Mémoires 
où  la  théorie  de  Poinsot  est  rattachée  à  celle  de  Rueb  et  Jacobi  :  Sylvesler,  Radau. 
Dieu,  Chelini,  Siacci.  —  111.  Mouvement  de  la  toupie,  de  la  machine  de  Bohnen- 
l)erger,  du  gyroscope  de  Foucault;  autres  appareils  analogues.  Explications  élé- 
mentaires par  la  cinématique  des  mouvements  observés  :  Sire,  Hirn ,  Heynen,  Jouf- 
fret.  Leurs  défauts.  —  IV.  Théories  analytiques  sur  le  même  sujet:  Poisson,  Puiseux, 
Resal,  Heynen,  Somof,  Lottner.  —  V.  Analyse  des  recherches  où  l'on  tient  compte 
des  phénomènes  manifestés  par  le  gyroscope  sous  l'influence  de  la  rotation  terrestre  : 
Lamarlc,  Quet,  Resal,  Bertrand  (pas  rigoureux),  Yvon  Villarceau,  Lottner  (erroné), 
Bour.  —  VI.  Bibliographie  contenant  tine  liste  de  nombreux  Mémoires  qui  n'ont 
pu  être  analysés  par  M.  Gilbert,  en  particulier  ceux  de  MM.  Brill  et  Hermite. 

])c  Saint-Kenant.  —  De  la  constitution  des  atomes.  (B,  417-4^6, 
et  Supplément,  i-Sp). 

Développement  de  l'idée  de  Roscowich.  Les  derniers  éléments  des  corps  sont  des 
l)oints  mathématiques  agissant  les  uns  sur  les  autres,  avec  des  intensités  fonctions 
de  leurs  distances  mutuelles,  ou  mieux  doués  de  mouvements  dont  la  loi  dépend 
des  dérivées  secondes  de  ces  distances  par  rapport  au  temps.  La  théorie  de  l'élas- 
ticité de  Navier,  Poisson  et  Cauchy,  selon  l'auteur,  ne  permet  pas  l'admission  d'une 
matière  continue.  Dans  le  supplément,  M.  de  Saint-Venant  cite  l'autorité  de  quelques 
philosophes  en  faveur  de  sa  théorie  et  répond  aux  objections  d'ordre  métaphy- 
sique» 11  n'explique  pas  d'où  peut  nous  venir  l'idée  de  continuité  dans  son  système. 

Belpaire  [T.).  —  Tables  permettant  d'eifectuer  rapidement  les 
calculs  relatifs  à  la  stabilité  des  voûtes  en  berceau,  eu  arc  de 
cercle  et  en  plein  cintre  (B,  457-477)-  !*•  Mansion. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 
Tome  XC;  1880,  i"  semestre. 

N°  1  ^  5  janvier. 

Sainte-Claire  De^dlle  (//.).  —   Du  mouvement  engendré  par  la 
diffusion  des  gaz  et  des  liquides.  (18). 

Janssen.  —  Remarques  sur  une  Communication  récente,  relative 
au  réseau  pliptospliérique.  (26)- 
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Trêve.  —  Sur  une  application  de  la  préexistence  des  couranls  d'Am- 
père dans  le  fer  doux.  (35). 

Trêve.  —  Sur  de  nouveaux  lubes  lumineux.  (36). 

N"  2;   12  jauvier. 

Paye.  —  Sur  \ç.?>  observations  météorologiques  du  mois  de  mai  à 
Zi-ka-wei,  en  Chine,  (oo). 

Saint-Venant  {de).  — Sur  la  géométrie  cinématique  des  défor- 
mations  des  corps  soit  élastiques,  soit  plastiques,  soit  lluidcj. 

(53). 

Moncel  [Th.  du).  —  Influence  de  la  nature  des  charbons  sur  la 
lumière  électrique.  (64). 

Lalanne  (L.)  et  Lemoine  {G.).  —  Sur  le  désaccord  apparent  entre 
les  hauteurs  observées  récemment  sur  la  Seine  et  les  prévisions 
du  Service  liydrométrique  dans  la  traversée  de  Paris.  (65). 

Huggins  (  T'F.).  —  Sur  les  spectres  photographiques  des  étoiles. 

(70). 
Colladon.  —  Etat  des  travaux  de  percement  du  Saint-Gothard. 

(73). 
Callandrcau.  —  Détermination,  par  la  méthode  de  M.  Gyldén,  du 

mouvement  de  la  planète  Héra  (^)  .  (82). 

Darhoux  [G.].  —  Sur  les  polygones  inscrits  à  une  conique  et  cir- 
conscrits à  une  autre  conique.  (83). 

Toutes  les  fois  que  ron  aura  un  polygone  d'ordre  «  inscrit  à  une  conique  et  cir- 
conscrit à  une  autre  conique,  on  pourra  obtenir  une  transformation  rationnelle 
d'ordre  ii  d'une  intégrale  elliptique  dans  une  autre. 

Soient 

P,=  o,     ...,     P„  =  o 

ii's  équations  des  côtés  du  polygone  inscrit  à  la  conique  (  C)  ;  tous  les  points  de  cette 
conique  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 

a,         a.  a  , 

où  les  a  sont  des  constantes.  Soient  (C)  une  conique  inscrite  au  polygone,  /  un  pa. 
ramètrcau  moyen  duquel  on  détermine  individuellement  les  points  dc(C');  un  point 
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<|iielconqiie  du  plan  est  déterminé  par  les  deux  valeurs  |î,  /;,  de  /,  qui  répondent  aux 
points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point;  l'équalion  précédente,  avec  ce 
système  de  coordonnées,  prendra  la  forme 

où  y,  çi  dési{;nent  des  polynômes  d'ordre  n  —  i,  h.  L'équation  f{p)  —  f'/ip)  =  o  ^'i- 
Unit,  lorsque  â  varie,  tous  les  polygones  inscrits  à  (C)  et  circonscrits  à(C'),  c'est-à- 
dire  quelle  donne,  pour  chaque  valeur  de  A,  les  paramètres  des  points  de  contact 
des  différents  côtés  du  ])oly[;one  correspondant. 

Soient  maintenant  R,,  B.,  B,,  B<  les  points  de  contact  avec  la  conique  (C)  des 
tangentes  communes  aux  deux  coniques  (C),  (C),  et  ^,,  *„  ^„  *<  les  paramètres  des 
])oints  de  contact  avec  C  de  ces  tangentes  communes.  Supposons  d'abord  «  impair; 
si  l'un  des  sommets  du  polygone  inscrit  à  (C)et  circonscrit  à  (C)  vient  en  B,,  l'un 
des  côtés  de  ce  polygone  se  réduira  à  la  tangente  en  ce  point,  et  l'on  reconnaît 
sans  peine  que  tous  les  autres  côtés  sont  deux  à  deux  confondus.  11  suit  de  là  que, 
jjour  une  valeur  A,  de  k,  on  aura  l'identité 

IJ,  étant  un  polynôme  entier  en  p;  de  mémo 

?(/')-A./(p)  =  (./5-*,)lI;, 

?{p)-Knp)=(p-i'.m, 

'Ap)-f<J{p)^ip-i'.)^h 

et,  par  suite,  la  formule 

.^?{p) 
J\p) 

donnera  une  transformation  des  deux  différentielles 


Le  cas  de  n  pair  conduit  à  des  conclusions  analogues;  il  y  a  alors  deux  espèces 
distinctes  de  polygones  à  côtés  confondus. 

Thollon.  —  Cyclone  solaire.  (87). 

Fillari  {R-).  —  Sur  les  lois  thermiques  des  étincelles  électricjues 
produites  par  les  décharges  ordinaires,  incomplètes  et  partielles 
des  condensateurs.  (89). 

Denza  (P.).  — Variations  de  la  déclinaison  magnétique,  déduites 
des  observations  régulières  faites  à  Moncalieri  dans  la  période 
1871-78.  (92). 

Griffe  [-i-]-  —  Sur  le  galvanomètre  de  Thomson.  (94)- 
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jV°  3;  19  janvier. 

Hermite.  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 
(io6). 

Suite  des  belles  recherches  de  l'auteur  sur  les  équations  analogues  à  l'équation 
de  Lamé.  L'ensemble  de  ces  recherches  sera  analysé  dans  la  première  Partie  du  Bul- 
letin. 

Picard  [E.). —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires. 

(128). 

Si  les  coefficients  d'une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  quelconque  sont 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  première  espèce,  aux  périodes  2K  et  2jK', 
et  si  cette  équation  admet  une  intégrale  uniforme  n'ayant  dans  tout  le  plan  que  des 
])ôles,  cette  intégrale  pourra  être  exprimée  au  moyen  des  fonctions  H,  0  de  Ja- 
cobi. 

Si,  en  effet,  une  fonction  uniforme /(x)  jouit  des  propriétés  définies  par  les  deux 
équations 

f[x-^    2;nK)  =  A,/(x)H-A,/(jc-h2K)     -t- .  . .  h- A,„/[x-+- 2(/«  —  r)K], 
/(x-H2w/K')  =  B,/(x)-^B,/(x-H2/K')  +  ...H-B„/[:r-r-2(/«  — l)/K'], 

où  les  A  et  les  R  sont  des  constantes,  on  reconnaît  aisément  que,  pourvu  que 
certaines  équations  algébriques  de  degré  m  aient  leurs  racines  inégales,  f{x)  est  la 
somme  de  m}  fonctions  périodiques  de  seconde  espèce.  Dans  le  cas  où /(a;)  est  une 
intégrale  d'une  équation  linéaire  de  la  classe  considérée,  cette  fonction  jouit  évi- 
demment des  propriétés  précédentes;  on  reconnaît  alors  que  m^ — m  des  fonctions 
de  seconde  espèce  sont  nulles. 

L'auteur  donne  comme  application  l'équation 

'^^y        ri.        /■;••■     N*^''        V 

-rr:  -h  (h  —  OA-sin-x)  - — [-  h.r  =  n, 

flx"        ^  Vx  '-^ 

où  h,  li^  sont  des  constantes  quelconques,  et  qui  admet  trois  intégrales  de  la  forme 

r  -,  _  Q''°'"l 
H(x-4-«o)    L'      0(o)J'^ 

j.  et  w  étant  des  constantes  convenablement  choisies. 


N«  4;  26  janvier. 

Resal  [H.).  — De  l'influence  delà  température  et  de  l'élasticité 
sur  les  câbles  des  ponts  suspendus.  (i49)- 

D  Arsonval.  —  Sur  un  nouveau  condensateur  voltaïque.  f  166). 
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Appell.  —  Sur  des  fonctions  de  deux  variables  à  trois  ou  quatre 
paires  de  périodes.  (ij4)- 

Soient  b  et  ^  deux  constantes  données,  m  un  entier  quelconque,  <-/,,  o,. ..  .,<?,,, 
a,,  a., . . .,  (•/.„  des  constantes  assujetties  à  la  condition 

2  «/,  —  S  K,,  :=  /«  ;3  ; 
posons 


>(^)=n 


OAx 
h-i 


et  soit/(_7)  une  fonction  uniforme  de  j-  admettant  la  période  b.  I,a  fonction 

est  une  fonction  uniforme  de  x  cij  admettant  trois  paires  de  périodes  conjuguées, 

L   5 

à  savoir  pour  x  les  périodes  w,  w',  o  et  pour  j-  les  périodes  correspondantes  o,  — »  b. 

u 

Formons  un    nombre  quelconque  de  fonctions  telles  que    (i),   puis  prenons   une 

fonction  rationnelle  de  ces  fonctions,  de  fonctions  doublement  périodiques  dexaux 

b  !i 
|)ériodes  u  et   u' ,  et  de  fonctions  doublement  périodiques  de  y  aux  périodes  — 

ti 

et  b;  nous  obtiendrons  ainsi  une  fonction  uniforme  V{x,y)  admettant  les  trois 
paires  de  périodes  déjà  indiquées  et  dont  les  dérivées  partielles  sont  des  fonctions 
composées  de  la  même  façon  que  la  fonction  elle-même. 

Si  parmi  ces  fonctions  on  considère  celles  qui  sont  des  fonctions  rationnelles  de 

e   ^    ,  leurs  dérivées  partielles  seront  composées  de  la  même  façon.  Entre  trois  de 

ces  fonctions  u,v,w   existe   une   relation   algébrique.  En  particulier,    il  existe    une 

du     du 

telle  relation  entre  u,  -7— ?  -r-» 

Ox     Or 

3Iittag-Leffler .  —  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques   de 
seconde  espèce.  (177)- 

Soit  F (jr)  une  telle  fonction,  en  sorte  que 

F(x-+-2K)     =  ij.Y{x), 
V {x -^  liK' )  =  ijJ  V {x), 

et  soit,  dans  le  voisinage  d'un  pôle  a, 

F(«-+-£)=Ar'-i-A,D2-'^-  ...-+-A^D«r'H-B-r-B,£-h.... 
M.  Hermite  a  montré  que  F(j:)  peut  être  représenté  par  la  formule 

F(.c}  =  S  [A/(x  — rO-HA,D/(x— a)-+-  .  .  .  -f- A^D«/(-r  -a)], 
où  la  sommation  embrasse  tous  les  pôles  a  situés  dans  le  parallélogramme  des  pé- 
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lioJcs  et  où/(x)  eu  une  fonction  déflnie  par  l'ogalite 

H'(o)H(.r  +  oO   ,, 

les  constantes  ;.  et  u  étant  telles  que  l'on  ait 

Il  est  clair  que  cette  formule  est  en  défaut  toutes  les  fois  que  l'on  a 

w  =:.  rh  2  /«  K  rt  2  «i K'  ; 

les  constantes  a  et  ;/'  prennent  alors  la  forme 

<i.  =  e'  ''•'  K ,     _,/'  =  e2  >■'  1 K' . 

M.  Mitlag-Lefiler  établit  comme  il  suit  la  formule  qui,  dans  ce  cas  d'exception,  doit 
remplacer  la  formule  de  M.  Hermite. 
Partant  de  la  formule  fondamentale 

/"" 

—  2«'K'    1      [^[p-i-2iK'  C)  —  ^ip-h'iK-h'iili'  c)]dc, 

qui  donne  la  somme  des  résidus  des  pôles  d'une  fonction  $(3),  uniforme  et  n'ayant 
pas  d'autre  point  singulier  essentiel  que  le  point  00  ,  dans  l'intérieur  du  parallélo- 
gramme p  -\-  2K^ -i~  2iK' Y],  on  applique  cette  formule  à  la  fonction 

où  F(s)  est  une  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce,  se  trouvant 
dans  les  conditions  d'exception  et  où 


on  trouve  alors 


Si  maintenant  x  est  situé  dans   le  parallélogramme  des  périodes  et  si  l'on  a  dans 
le  voisinage  d'un  pôle  a 

F  ( fl  4- €)  =  A £-' -I- A,  D  e-' -H  .  . .  ^- A^D^î"' -H  B -f- . . . , 

le  résidu  de  la  fonction  *  correspondant  à  ce  pôle  devient 

^^{x  —  a)-h  A^B  tp{x  —  (i)-i-.  .  .  -hA^D''j;(j,-  — «), 
et  l'on   a 

F(^)  =  A„e'-'-H  S  [  A  };(x  —  a)  +  A,  D  v(j:  -  «)-+-  . .  .  4-  A^D«p  (.r  -  «)], 


■< 


e-  A  (  /;  +  2  K  0  F ,'  y;  -H  2  K  <  )  (/t , 
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et  où  la  sommation  s'étend  à  tous  les  pôles  du  parallélogramme;  en  remplaçant  .r 
parx-i-a/K',  on  voit  immédiatement  que 

S(A  -h  A,  ;,+  ...  -V  hJ."-)e-'>-''=  0. 

LagLierre.  — Sur  la  détermination  d'équations  numériques  ayant 
un  nombre  donné  de  racines  imaginaires.  (i8o). 

Si  l'on  désigne  pary^,,  le  dénominateur  de  la  «t'èmo  réduite  de  la  transcendante 


e— ^  dx 

^   Jo  ^      ' 

qui  satisfait  à  l'équation 


X' 


xj" -^  {x  -h  J)j'  —  mj  —  0, 
et  si  l'on  pose 

'  ^=J/iJm — J inj lit 
l'équation  V  :=o  a  2«  racines  imaginaires. 

Arnej.  —  Sur  la  photographie  de  la  portion  infra-rouge  du  spectre 
solaire.  (182). 

]N°  5;  2  février. 

Hevinite.  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 

(201). 

Gjldén.  —  Sur   une  équation  différentielle  linéaire   du   second 
ordre.  (208). 

Il  s'agit  de  l'équation 

„        ,.  snjr  cno:    ,  ,  ,    . 

y" -h  A'— -5 y-i-iJ.-An-xy—o, 

aux 

dont  l'intégrale  générale  est 

y  =  acosft  (amx^  -hb  s\n  ij.  (amx). 

Saint-J^enajit  [de).  —  Complément  à  la  jNote  du  12  janvier   1880 
sur  la  déformation  des  corps.   (209). 

Cailletet.  —  Expériences  sur  la  compression  des  mélanges  gazeux. 

(210). 

3Iiitag-Le£îer .  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  li- 
néaires. (218). 

Les  recherches  de  M.  Fuchs  sur  les  équations  différentielles  linéaires  à  intégrales 
régulières  donnent  bien  le  moyen  de  constituer  un  système  fondamental  d'intégrales 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier,  mais  la  solution  complète  du  problème  de 
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l'intégralion,  qui  consiste  évidemment  à  trouver  une  expression  analytique  de  l'in- 
lé[;rale  valable  dans  tout  le  plan  n'a  point  encore  été  obtenue.  M.  Mittag-Leffler  y 
est  parvenu  daus  le  cas  où  l'intégrale  générale  est  uniforme  et  n'admet  pas  d'autre 
point  singulier  essentiel  que  le  point  co  . 
Soit 

une  telle  équation. 

f(x\  f  (x)  seront,  d'après  M.  Fuchs,  des  fonctions  uniformes  n'ayant  pas  d'autre 
point  essentiel  que  le  point  oo  ;  en  outre,  dans  le  voisinage  d'un  pôle  a,  on  devra 

avoir 

/,  (a:)  =  (*  —  «)-' [  A„4- A,  (  X  —  rt  ) -+- /(,(  j:  —  «)' -4- .  .  .  ], 

/,(j:)  =  (x -«)-=[/;„+/;,  (x -«)  + A, (x  -  «r-h  ...  ]. 

M.  Mittaw-Lcffler  montre   en   outre    que   les  coefficients  //„  et  A,  sont   nécessaire- 
ment des  nombres  entiers  tels  que  l'on  ait 

m  étant  un  entier  positif,  puis  que  les  coefficients  suivants  sont  liés  par  l'équation 
algébrique  obtenue  en  éliminant  c,,r.,,. .  .,e,„_|  entre  les  équations 

(i  —  m)c,^^  nfl^  -+-  II,, 
2(2  —  m)c,_=iik,-i-/i.-i-  [(.«  +  i)/i:,  H-  /(,]c,, 
3(3  — «0 '"3=  «^'3+ /'.H-  [{'i  -+-i)k,'i-  /i,]c^^[(n-h  2)A,  H-//,]f,, 


«  =  -  (l  -H  A„ —  m  ). 

Les  conditions  étant  remplies,  l'intégrale  complète  est  toujours  une  fonction  uni- 
forme avec  le  seul  point  singulier  oc  et  l'auteur  montre  comment  on  peut  former 
cette  intégrale. 

N«  6;  9  février. 

Crova[A.). —  Mesure  spectrométrique  des  hautes  températures. 

(252). 

Wolf  [R.].  —  Statistique  des   taches  solaires  de  l'année  1879. 


(254). 


N«  7^  16  février. 


Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  l'Observatoire  de  Greenwicli  (transmises  par  l'Astronome  Royal 
M.  yiii'j)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  quatrième  tri- 
mestre de  l'année  1879.  (261). 
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Lœwy  et  Oppolzer.  —  Détermination  de  ladiirérence  de  longitude 
entre  Paris  et  Bregens.  (y.64)- 

Sjlvester.  —  Sur  les  diviseurs  des  fonetious  cyelotomiques.  (287). 

SoitÂ  un  nombre  entier;  que  l'on  forme  la  série 

,    37r  .    27:  ,   it: 

ces >,  —  1  ces /;  — —  ,   •••  1  cos y,  —j-  ■> 

).^,  )^,...,  jl^.  étant  les  -jj(A)  nombres  premiers  à  A  et  moindres  que  -•  Le  produit 

de  tous  les  facteurs  x —  2  cos  A  -y-  est  la  fonction  cyclotomit/ue  d'indice  A;  elle  est 

n 

ce  que  devient  le  facteur  primitif  de  <'' —  i  quand  on  le  divise  par  C^'       et  que  l'on 

I 

cent  t  -i :=  X. 

c 

Les  nombres  qui  divisent  la  fonction  sans  diviser  l'indice  sont  nommés  diviseurs 
extérieurs  ;  ceux  qui  divisent  en  même  temps  la  fonction  et  l'indice  sont  dits  (/iiù- 
scurs  intérieurs. 

En  posant 

J(cosô)  =  cof,(i>'Ô)  —  cos  {p''^  0), 

J(cos<?),  regardé  comme  fonction  algébrique  decosô,  est  divisible  par/;'  pour  toute 
valeur  réelle  et  entière  attribuée  à  cosO.  M.  Sylvestef  déduit  de  là  diverses  propo- 
sitions relatives  aux  diviseurs  tant  extérieurs  qu'intérieurs,  propositions  qu'il  résume 
(dans  une  Communication  postérieure)  par  le  théorème  suivant  : 

«  Tout  diviseur  de  la  fonction  cyclotomique  à  l'indice  h  est  de  la  forme  ik±i, 

excepté  dans  le  cas  où  k  ^^  pK  dans  lequel  cas  y;  (et  non  p')  est  aussi  diviseur. 

Réciproquement,  tout  nombre  dont  les  facteurs  sont  des  puissances  arhitraircs  de 
nombres  premiers  de  la  forme  ^'A::t:I  est  diviseur  de  lu  fonction  cyclotomique  à 
l'indice  k.  » 

Ainsi  la  fonction  cyclotomique  à  l'indice  9, -c^ — 3j;-t-  1,  a  pour  diviseur  3  et  les 
nombres  premiers  de  la  forme   iS«±[. 

Léautéi^H.).  —  Equations  des  petites  oscillations  d'un  fil  inexten- 
sible en  mouvement  dans  l'espace.  (290). 

M.  Léauté  traite  le  cas  où  la  courbe,  assujettie  à  rester  plane,  étant  tout  d'abord 
en  mouvement  permanent  dans  l'espace,  est  légèrement  déviée  de  sa  jiosition  de 
repos  apparent. 

Picard  [E.].  —  Sur  les  équations  diilérentielles  linéaires  à  coeffi- 
cients doublement  périodiques.  (293). 

Soit 

d-  y         dr 

une  telle  équation,  les  périodes  des  coefficients  étant  2K  et  2jK',et  dont  l'intégrale 

générale  soit  uniforme  et  composée  d'intégrales  régulières.  M.  Picard  établit  nette- 

Biill.  des  Sciences  inatliém.  2°  Série,   t.  IV.  (Mai   1880.)  ^v  .  7 
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ment   que  cclto  équation  admet  comme  intéffrale  une  fonction  doublement  pério- 
dique de  seconde  espèce  ^(.c);  dès  lors,  la  seconde  intégrale  sera 


et  la  fonction 


est  doublement  périodique  de  seconde  espèce.  Dans  le  cas  général,  comme  le  montre 
la  formule  de  réduction  de  M.  Hermite,  l'intégrale  de  cette  fonction  est  elle-même 
M  ne  fonction  de  même  nature,  ainsi  que  r;  dans  le  cas  d'exception  signalé  récem- 
ment par  M.  Mittag-Lefller.  il  convient  d'employer  la  formule  de  réduction  donnée 
par  ce  dernier,  et  l'on  trouve  alors 

,,,    ^,  Vf.    H'(.c  — rt")  H'f.T  — ^)'l 

yippell.  —  Sur  les  séries  liypergéoniélriques  de  deux  variables  et 
sur  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  (29G). 

Posant 

(/,  k)  =  ;,(;-)-,)...(;,  H-  A- -  i).    (;.,o)  =  :, 

M.  Appell  considère  les  quatre  séries 

..     .,      ,     ./'  ^    (-/."i-i-")!.!, '«;(•,«)  ' 


F3(«.a',/3,;3',-/,.f,v)=2^ 


(  '/.,  m  )  {  a',  n  )  ( /î,  "i  )  (  jî',n  ) 
//  )  i  I ,  /«  )  (  I ,  «  ) 


la  sommation  s'élendant  ii  tous  les  nombres  entiers  /n,n  de  zéro  à  l'infini.  Ces 
quatre  fonctions  satisfont  à  des  équations  linéaires  du  second  ordre  aux  dérivées 
partielles  qui  rappellent  l'équation  de  la  série  hypergéométrique;  par  exemple,  la 
première  satisfait  à  l'équation 

( .r  —  .v-)r-^j{i  —  x)s -■{-[)■-{  ce  -h  [i -i-  i).v]  {p  —  j2jq)  —  ccfsz  —  o. 

M.  Appell  montre  commentées  séries  donnent  naissance  à  des  polynômesli  deux 
variables  analogues  aux  polynômes  de  Jacobi, 

Mittag-Leffler.  —  Sur  les  équations  linéaires  à  coefficients  dou- 
blement périodiques.  (299). 

La  méthode  suivie  par  M.  Picard,  et  qui  donne  la  forme  de  l'intégrale  dans  le  cas 
général,  ne  suffit  pas  pour  donner  la  forme  plus  particulière  dont  l'intégrale  est 
susceptible  dans  des  cas  plus  spéciaux.  M.  Mittag-Lefller  étal)lit  que  l'équation  a 
toujours    une  intégrale  doublement  périodique  ;  dès  lors,  les  intégrales  étant  sup- 
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posées  uniformes  et  n'ayanl  qae  le  point  00  pour  point  singulier  essentiel,  on  peut 
déduire  de  l'intégrale  supposée  connue  les  «  —  i  autres. 

Qenocclii  [A.').  —  Sur  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre  étendue 
aux  nombres  non  premiers.  (  3oo). 

Kofhine   {A.\   —  Sur  l'impossibilité  de   la  relation  algébrique 

X"+Y"-l-Z«=:o.  (3o3). 

Laguerre.    —  Sur  l'approximation  des  fonctions  circulaires   au 
moyen  de  fonctions  algébriques.  (3o5). 

En  désignant  par/'(jr)  =  o  une  équation  dont  toutes  les  racines  sont  réelles  et 
para  une  quantité  arbitraire,  les  deux  valeurs  dex  déterminées  par  l'équation 


X  —  a  «y  (  a  ) 

sont  respectivement  comprises  entre  a  et  les  deux  racines  de  l'équation  proposée  qui 
avoisinent  «. 
Cette  formule  fournit,  par  exemple,  la  valeur  approchée 


cos  -  =  I  — 


,         \»  /  »     «(«-1-0 ,  , 

n  -k-  {n  —  \)KI  rr—  — i :  (i  —  cosk) 

Gouj.  —  Sur  de  nouvelles  franges  d'interférence.  (30^). 

N°  85  23  février. 

Gjldén.    —  Sur  quelques  équations  différentielles   linéaires   du 
second  ordre.  (  344 ;  • 

Les  équations 

„       snx  dn  r     , 

sn-xy"  -i )•  rz:  u.-cwxy  :=  a 

eux 

ont  pour  intégrales  générales 
où 


et 


_  1      »  /'  —  dnx       ^,    .        ,  /i  —  dnx 

r  =  Ccos/xlog\/ T hC  sin/xlogi/ ; — ■• 

Y  14-dnx  Y  i-t-dnx 

Sylvester.  —  Sur  les  diviseurs  des  fonctions  cyclotomiques .  (345)- 
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M.  Sylvoster  énonce  comme  très  probable  la  possibilité  de  toujours  résoudre  on 
nombres  entiers  l'équation 

où  D  est  un  diviseur  de  la  fonction  cyclotomique  à  indice  g. 

Elliot.  —  Généralisation  de  deux  théorèmes  sur  les  fonctions  0. 


(3 


02    . 


Extension  à  la  fonction  ©('',  considérée  par  MM.  Clebsch  et  Gordan.  des  deux 
théorèmes  qui  servent  de  base  au  problème  de  l'inversion  d'après  la  méthode  de  Rie- 
mann. 

Léniité.  —  Détermination  des  tensions  moyennes  développées  aux 
extrémités  d'une  corde  pesante  oscillant  autour  d'une  position  de 
repos  apparent.  (354). 

Pedro  [S.  M.  don).  —  Dépêche  donnant  les  éléments  de  la  nou- 
velle comète.  (357). 

Tacchini  (P-  )•  — Observations  des  taches  et  protubérances  solaires 
pendant  les  troisième  et  cjuatrième  trimestres  de  i8jc>.  (358). 

3Iondésir  (P.  de).  —  Comparaison  entre  les  courbes  des  tensions 
des  vapeurs  saturées.  (36o). 

Chainhrier.  — Sur  un  nouvel  électro-aimant.  (363). 

Dacretet.  —  Emploi  du  verre  trempé  pour  la  construction  des 
condensateurs.  (363). 

N»  9;  i"  mars. 
Séance  publique  annuelle. 

^°  10;  8  mars. 

Ilermite.  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 

(478). 

M.  Ilermite  traite,  dans  celte  Communication,  de  la  courbe  élastique.  Il  s'occupe 
d'abord  du  cas  où  la  courbe  est  plane  et  donne  les  premiers  termes  des  dévelop- 
pements en  séries  des  deux  coordonnées. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  est  à  double   courbure,  ^^  antzel  a    mis   les    équations 
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sous  la  forme 

,  f  -"  —  j"  -  -  v.x'-h  /3  r, 

z' x"  —  z"  x' =  V.j' jix, 

x'r"—  x"j'—  c/.z'  -h  •/, 

où  les  dérivées  sont  prises  par  rapport  à  l'arc  5  et  où  u.,i2,y  sont  des  constantes  dont 
les  deux  premières  sont  positives. 

On  en  déduit,  en  remplaçant  z'  par  Ç, 

0  étant  une  constante. 
Faisant  alors 

ç"— 2;?(ç-«)(;-6)(ç-c), 

on   reconnaît  que  les  racines  «,  ù.  c  sont  réelles  et  que,  en  supposant  «  >>  ^  >  <■,  ;  a 
pour  limites  a  et  b.  En  posant 

>;  =  a  —  (a  —  b)V-, 
a  —  c  (t  —  c 


"  =  y  ''~T~  '^-  "  —  "  t^  —  ■'•)' 


i>ii  obtiendra  alurs 

U=^sn«,     ^^ti  —  [a — b)sn'u, 


„  ;  =  I  a  —  \a  —  f  j  —  i  a  -y-  yu  —  c 
On  a,  d'un  autre  côté, 


r  Ji  *">  (" 


t' -+-  ij'        Ç'  +  i{y Ç  -+-  a ) 


X  -t-  ij  2  (  Ç  —  0  ) 

Le  second  membre  est  une  fonction  doublement  périodique  de  n;  en  la  décomposant 
en  éléments  simples  et  en  inléjrant,  on  parvient  à  la  relation 

OÙ 

;  =  — ^-^ ; —  +  ..,    ,      et    sn'w  = j- 

a  —  0  H(&))  a  —  b 

Si  l'on  pose  w  =  K  +  /V,  t»  sera  réel  et  l'on  aura  finalement 

0(o)H(ji'  — «)e'-» 


•^  — '>  =  (-3^,— Oo) 


0(H)H.(t2) 

0(o)H(/»'+H)e"'" 


0(o)H,(/Pj 
les  constantes  J'y.^  ,,  étant  liées  par  l'équation 

/3(xJ-t-r^)^  3(«  — o). 


,02  SECONDE  PARTIE. 

Pliillins.  — ^  Delà  compensation  des  températures  dans  les  clirono- 
mètres.  (483). 

Lcauté  (H.).  —  Reclierche  du  coefficient  de  régularité  du  mouve- 
ment dans  les  transmissions  par  câbles.  (498)- 

Bresse.  —  Fonction  des  vitesses  ;  extension  des  théorèmes  de  La- 
grange  au  cas  d'un  fluide  imparfait,  (doi). 

Callandreau.  —  Épliéméride  de  la  planète  Héra  pour  l'opposition 

deiSSo.  (5i7). 

Gaussin.  —  Lois  concernant  la  distribution  des  astres  du  système 
solaire.  (5i8). 

Jiadan  (/?.)•  —  Sur  les  formules  de  quadrature  à  coefficients  égaux. 

(520). 
La  formule 

possède  le  degré  de  précision  n-h  m  —  i,   si  les  2/1  constantes  a,  b.   .  . . ,  A,  B,   ... 
satisfont  aux  relations 

S  A  a''  =    )         xf'dx     (  A  ^  o.  I ,  . . . ,  «  -1-  7«  —  I  )  ; 

le  cas  de  m  =  7z  est  celui  de  la  formule  de  Gauss.  M.  Radau  étudie  le  cas  011  tous 
les  coefficients  ont  la  même  valeur  numérique. 

Darboiix  (G.).  —  Sur  les  systèmes  formés  d'équations  linéaires  à 
une  seule  variable  indépendante. 

Considérons  le  système  d'équations  linéaires  du  premier  ordre 

dxj  .  . 

—H  =  "u  J,  -I- . . . -)-  rt,„  J^„.     ('  =  I .  ...,«,,), 
dt  '  '"    " 

où  les  a  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  t.  Ce  système  a,  en  général,  n  inté- 
grales linéaires  de  la  forme 

«,i  x^-h. . .-+-  y..^^  ,r„  =  Ci  ; 

mais  il  peut  avoir  des  intégrales  de  degré  supérieur  au  premier.  Soit 

/(.r,,.tj,  ...,.r„)  =  C 

une  telle  intégrale.  On  voit  aisément  que  l'on  peut  supposer  la  fonction  /  homo- 
gèno  par  rapport  à  ,*,,  .i,,  .  . .,  .1,^;  M.  Darboux  établit  que  tout  covariant  de  cette 
forme  multiplié  par  une  jiiiissaiice  convenable  d'une  fonction  connue  de  t  sera 
également  une  intc{;ralo   (l\i  même  système. 
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Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  la  substitution 

x^=C^x'^-i-.  .  .  4-C„a|.'"      (/=  I fi), 

où  x'^,  ...,  arjj  constitue  un  système  de  solutions  particulières,  change  feu  une 

fonction 

p(C„C„....C„), 

indépendante  de  t.  Tout  covariant  F  de /multiplié  par  une  puissance  convenable 
(négative)  du  déterminant  de  la  substitution  (où  les  C  sont  regardes  comme  les 
variables  substituées  à  x,,  ...,x„)  se  change  dans  le  covariant  analogue  delà 
fonction  f,  quant  au  déterminant  de  la  substitution,  il  est  égal  à 

A  =  CeS^att-h...+  ann)dt, 

La  démonstration  s'étend  au  cas  où  l'on  a  plusieurs  intégrales  cl  où  l'on  consi- 
dère un  covariant  quelconque  du  système  de  formes. 

Enfin,  la  proposition  s'étend  aux  contrevariants,  comme  on  lo  voit  en  considérant 
le  système  adjoint 

On  recannait  d'abord  que,  si  x^,  Xj,  . . .,  x,,  sont  des  fonctions  satisfaisant  au  pre- 
mier système,  M,,  H,,  .  ..,  ?/„  des  fonctions  satisfaisant  au  second,  on  a 

//,  X,  -(-.  .  .-h  l'i^J',,  :^  coiist., 

en  sorte  que  l'intégration  de  l'un  des  systèmes  entraîne  celle  de  l'autre.  On  voit  eu 
passant  que  les  deux  systèmes  adjoints  peuvent  s'écrire  sous  la  forme  canonique 

en  faisant 

H  =  SSfl,//,j> 

Si,  maintenant,  on  considère  différentes  intégrales 

fj{x,,  ...,x„,  «,,  ...,  «„)  =  C^.,     (/=  t f), 

homogènes  par  rapport  aux  x  et  par  rapport  aux  u,  toute  forme  invariante  de  ce  sys- 
tème d'intégrales  multipliée  par  une  fonction  connue  de  C  sera  encore  une  in- 
tégrale du  système. 

Pépin  (P-)'  —  Démonstration  d'un  théorème  de  M.  Sylvester  sur 
les  diviseurs  d'une  fonction  cyclotomique.  (5 26). 

3Io7idésir  (P.  de).  —  Comparaison  entre  les  courbes  des  tensions 
des  vapeurs  saturées.  (528). 

N"  il;   15  mars. 

Tisserand.  —  Sur  un  développement  particulier  de   la   fonction 
pcrlurbalrice.  (>)37). 
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Phillips.  -^  Do  la  compensation  des  températures  dans  les  chi-ono- 
niètres.  (5()i). 

Faje.  —  Sur  l'iiypotlièse  de  Laplace.  (565). 

Léaiitê.  — Règles  pratiques  pour  l'établissement  des  transmissions 
télodynamiques,  (oô^). 

Devrez  (M.). —  Sur  le  rendement  économique  des  moteurs  élec- 
triques et  sur  la  mesure  de  la  quantité  d'énergie  qui  traverse  un 
circuit  électrique,  (opo). 

Gille  [D.).  —  Observation  de  la  nouvelle  comète,  visible  à  la 
ville  du  Cap.  (  jpS). 

Gaussin  [L.).  —  Lois  concernant  la  distribution  des  astres  du  sys- 
tème solaire.  (5()3). 

Darhoux  [G.).  —  Sur  les  systèmes  formés  d'équations  linéaires  h 
une  seule  variable  indépendante.  (596). 

Voir  plus  haut. 

Jordan  (C).  —  Sur  la  réduction  des  substitutions  linéaires.  (^gS). 

Deux  subslitutions  linéaires  S  et  S',  à  ?t  variables  et  à  coefficients  réels  ou  com- 
plexes de  la  l'orme  a -+- /n  peuvent  être  considérées  comme  é^w/fa/ewfe^  et  apparte- 
nant à  la  même  classe  si  l'on  a  une  relation  de  la  l'orme 

S'=ESE', 

E  et  E'  étant  des  substitutions  à  coefficients  entiers  (réels  ou  complexes)  et  de  dé- 
terminant I.  Gela  posé  :  «  Une  substitution  S  de  déterminant  D  est  toujours  équiva- 
lente à  une  substitution  réduite  dont  tous  les  coefficients  ont  leurs  normes  infé- 
rieures à  A,|y/A,  A  désignant  la  norme  de  D  et  k^  une  constante  qui  ne  dépend  que 
de  H. 

Picard  [E.).. —  Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  potentiel. 
(601). 

Une  l'onction   V  de  ^,j,  z,  déterminée  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  pour' 
tout  système  de  valeurs  «le  .r,  y,  z  satisfaisant  à  l'équation 

d'^  V       f)-  V       d'^y 

~^> 1 — ; '^  -\ —  —  «> 

dx'        éj^        dz'' 

ne  peut  rester  comprise  entre  deux  limites  fixes,  à  moins  qu'elle  ne  se  réduise  à 
une  constante. 

Landolt.  —  Sur  un  nouveau  télémètre.  (6o3). 
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Resio  {€.).  —  Application  du  télt'plionc  à  la  mesure  do  la  torsion 
de  l'arbre  moteur  des  macliines  en  mouvement.  (6o4)- 

Crajts  [J.)  et  Meier  [F.].  —  Sur  un  procédé  pour  la  mesure 
des  températures  élevées.  (606). 

IN"  12;  22  mars. 

Faye.  —  Sur  l'origine  du  système  solaire.  (CS^). 

Hertnite.  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 
(643).        , 

Phillips.  —  De  la  compensation  des  températures  dans  les  chrono- 
mètres. (649). 

Poincaré.  —  Sur  les  courbes  définies  par  une  équation  diiréren- 
tielle.  (673). 

Pellet.  —  Sur  les  intégrales  de  fonctions  algébriques.  [Q-jQ). 

Fiiclis.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  de  plusieurs  variables  tirées 
de  l'inversion  des  intégrales  de  solution  des  équations  différen- 
tielles linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ration- 
nelles. (678). 

Résumé   d'un   important  Mémoire  publié   dans  le  Journal  de  Borcliardt   et  qui 
sera  analysé  dans  le  Bulletin. 

Fernet.  —  Analyse  des  phénomènes  lumineux  produits  par  les 
décliarges  électriques  dans  les  gaz  raréfiés.  (680). 

Fillari.  —  Sur  les  lois  thermiques  des  étincelles  électriques  pro- 
duites par  les  décharges  ordinaires,  incomplètes  et  partielles  des 
condensateurs.  (685). 

Highi  {yi.).  —  Sur  un  cas  de  polarité  rémanente  de  l'acier,  op- 
posée à  celle  de  l'hélice  magnétisante  qui  le  produit.  (()88). 

Concile.  —  Sur  la  photographie  du  spectre  solaire.  (689). 

N°  13;  29  mars. 
Villarceau    [^ ■)•   —  Application    de    la    théorie   des    sinus    des 
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ordres  ^supérieurs   à  i'iiitégralion  des  équations    différentielles 
linéaires. 

Sainte-Claire  Deuille  [H.  )  vX  Troost.  —  Sur  la  détermination  dos 
températures  élevées.  (727)- 

Avpell.  —  Sur  les  séries  hypergéométriques  de  deux  variables  et 
sur  les  équations  différentielles  linéaires  aux  dérivées  partielles, 

(731). 

L'auteur  développe  une  suite  d'analogies  intéressantes  entre  la  série  hypergéomé- 
trique  ordinaire  et  les  quatre  séries  à  deux  variables  qu'il  a  définies  dans  une 
Communication  précédente. 

Fuchs.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  de  plusieurs  variables  tirées 
de  l'inversion  des  intégrales  de  solution  des  équations  différen- 
tielles linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ration- 
nelles. (735). 

Boussinesq .  —  Sur  la  manière  dont  les  frottements  entrent  en  jeu 
dans  un  fluide  qui  sort  de  l'état  de  repos,  et  sur  leur  effet  pour 
empêcher  l'existence  d'une  fonction  des  vitesses.  (737). 

Mathieu  [E.  ).  —  Mémoire  sur  des  intégrations  relatives  à  l'équi- 
libre d'élasticité.  (739). 

Joulin.  —  Recherches  sur  la  diffusion.  {j^\)- 


MÉMOIRES  DE  Lx\  Société  royale  de  Liège.  —  2"  série,  Bruxelles,  Hayez  ('). 

Tome  VI;  décembre  1877. 

Gloesener  [M.].  —  Etudes  sur  l'électrodynamique  et  sur  l'élec- 
tromagnétisme.  (ii-iii  p.). 

Exposé  du  principe  du  renversement  alternatif  du  courant  électrique  dans  les 
électro-aimants. 

Catalan  (E.).  —  Théorie  analytique  des  lignes  à  double  cour- 
bure. (79  p.). 

(')  Foi/;  pour  t.  I-V,  Bulletin,  j"  série,  t.  1.  r  Partie,  p.  Go-  Les  Mémoires  sont 
pagines  séparément. 
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Dans  cet  écrit,  M.  Catalan  traite,  avec  son  élégance  habituelle,  la  plupart  des 
questions  classiques  relatives  aux  courbes  gauches,  et  trouve,  chemin  faisant,  bon 
nombre  de  théorèmes  nouveaux. 

Catalan  (E.).  —  Théorèmes  d'Arithmétique.  (4p.)- 

Conséquences  immédiates  de  la  théorie  des  équations  binômes.  Exemple  :  Les 
nombres  11  . . .  i  f /n  chiffres ),  1 1  . .  .  i  («  chiffres)  ont  pour  plus  grand  commun  divi- 
seur II  ...  I  (^chiffres),  p  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /«,  «. 

Houtaiii  (L.).  —  Quelques  réflexions  sur  l'enseignement  supé- 
rieur, [y g  p.  j. 

Critique  de  divers  délails  de  l'enseignement  supérieur  belge.  Essai  de  classifica- 
tion des  Sciences  mathématiques. 

Terssen  (E.).   —  Mémoire  sur  la  résistance  des  canons  frettés. 
(5op.). 

Hermite  {€.).  —  Note  sur  une  formule  de  Jacobi.  (7  p.). 
Démonstration  de  la  formule 

1 

(«  -l-i)D"(i  —  x-f'^2  =(—  i)"  1.3.5. ..  (3n  4-1)  sin  [(«-+-  i)arccosx], 

au  moyen  de  la  théorie  élémentaire  des  fractions  continues  algébriques. 

Tome  VU;  décembre  1878. 

Imschenetshj  (/^.  )•  —  Note  sur  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. (6  p.). 

Soient 

on  aura  (H,G)  =  o,  (H, G)  étant  le  symbole  de  Poisson,  usité  dans  la  théorie  des 
équations  aux  dérivées  partielles.  Conséquences  pour  l'intégration  d'un  système 
canonique  d'ordre  4«  et  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  correspondantes. 

E'olie  {F.).  —  Eléments  de  la  théorie  des  faisceaux,  (i  11  p.). 

Analysé  dans  le  Bulletin,  2°  série,  t.  III,  première  Partie,  p.  278-288. 

Tome  VIII;  décembre  1878. 
Ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  ou  d'Astronomie. 

P.  M. 
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BERICHTE  ÙBER  DIE  Verhandlungen  der  Koniglich  Saciisischen  Gesellschaft 
DEK  Wjssensciiaftex  zu  Leipzig;  Malhemalisch-physische  Classe  ('). 


Tome  XXVII;  1875. 

Neumann  {C).  —  La  loi  de  Webcr  dans  son  application  aux 
points  de  glissement.  (1-28). 

Si  le  circuit  du  courant  électrique  contient  deux  conducteurs  linéaires  qui  se 
touchent  en  un  certain  point  et  entrent  par  ce  point  de  contact  en  communication 
électrique,  on  peut  considérer,  dans  le  mouvement  du  circuit,  plusieurs  cas  diffé- 
rents. Le  point  de  contact  peut  se  déplacer  sur  un  seul  des  deux  conducteurs  ou 
sur  les  deux  à  la  fois;  en  outre,  l'angle  formé  par  les  deux  conducteurs  en  leur 
point  de  contact  peut  être  ou  constant  ou  variable  d'un  instant  à  l'autre.  De 
tous  ces  cas,  un  seul  jusqu'ici  a  été  examiné;  car,  dans  les  recherches  de  Weber, 
les  seules  que  nous  connaissions  sur  ce  sujet,  on  suppose  que  le  point  de  contact 
est  mobile  sur  un  seul  des  deux  conducteurs,  et  en  même  temps  que  l'angle  de 
ceux-ci  est  constamment  nul. 

L'auteur  se  propose  dans  ce  Mémoire  de  reprendre  à  nouveau  ces  recherches  et 
de  montrer  que,  dans  tous  les  cas  énumérés  ci-dessus,  la  loi  de  Weber  est  en  con- 
cordance parfaite  avec  la  loi  intégrale  électromotrice,  c'est-à-dire  avec  le  principe 
général  des  courants  induits,  établi  par  son  père,  F.  Neumann.  Cette  loi  intégrale 
n'est  vraie  que  pour  des  courants  uniformes;  l'auteur  soumettra  donc  ses  recherches 
il  cette  restriction. 

§  1.  Remarques  préliminaires.  —  §  2.  Sur  certaines  intégrales.  —  §  3.  Action 
d'un  courant  uniforme,  ayant  des  points  de  glissement,  sur  une  particule  électrique 
isolée.  — ■  §  4.  Suite.  Étude  du  cas  où  la  vitesse  de  la  particule  électrique  donnée 
éprouve  des  changements  brusques.  —  §  5.  Action  pondéromotrice  et  électro- 
motrice d'un  courant  ayant  des  points  de  glissement.  —  §  6.  La  loi  intégrale  pondé- 
romotrice pour  deux  courants  circulaires  ayant  des  points  de  glissement.  —  §7.  Sur 
certaines  équations  différentielles  complètement  analogues  à  celles  de  Lagrange.  — 
§  8.  La  loi  intégrale  éleclromolrice  pour  deux  courants  circulaires  ayant  des 
points  de  glissement. 

Haiikel  i^TV.^.  —  Sur  l'état  électrique  des  métaux  plongés  dans 
l'eau  ou  dans  des  dissolutions  salines  et  exposés  à  l'irradiation 
du  Soleil  ou  d'une  lampe.  (299-321). 


Tome  XXVIII;  1876. 

Wicdemann  {G.).  —  Sur  les   lois  du   passage  de  l'électricité  à 
travers  les  gaz.  (i-j8,  i  pi.). 


(')  Voir  Bulletin,  1„  267. 
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Zôllner  (^F.  ).  —  Sur  les  relations  physiques  entre  les  phénomènes 
hydrodynamiques  et  électrodynamiques.  (59-226,  2  pi.).  Addi- 
tion à  ce  Mémoire,  ['â/^o-^jq.). 

Zollner  {F.).  —  Réfutation  de  la  loi  potentielle  élémentaire  de 
Helmholtz  par  des  expériences  électrodynamiques  sur  des  courants 
fermés.  (22^-239,   i  pi-)- 

Neuniann  {C).  —  Deux  théorèmes  sur  les  éléments  superficiels 
correspondants.  (253-255). 

1.  Soient  (-r,  r,  r),  (  f,  17,  Ç)  deux  points  correspondants  liés  par  ti'ois  équations 
données,  ds,  di^  deux  cléments  superficiels  correspondants,  «,  b,  c  et  a,  y3,  7  les 
cosinus  de  direction  de  leurs  normales  respectives;  on  a 


à? 

à? 

à\ 

dx 

<)y 

dz 

d-j 

àv 

à. 

àr, 

dJ""~ 

dx 

Oy 

àz 

à% 

(>% 

d- 

dx 

¥■ 

<)z 

a 

b 

c 

On  peut  appliquer  cette  formule  à  la  démonstration  de  l'expression  de  la  mesure 
de  la  courbure  de  Gauss. 

2.  Si  les  six  coordonnées  sont  exprimées  en  fonction  de  deux  paramètres  p,  7, 
ce  qui  détermine,  par  l'élimination  de  ces  paramètres,  deux  surfaces  (ar,_;-,  z), 
(I,  17,  Ç),  alors  les  éléments  superficiels  correspondants  ds,  da  seront  liés  par  la 
relation 


dx 

dx 

dp 

dq 

dv 

dy 

àz 

dz 

57, 

d.j 

T-      b 


à- 

0', 

dp 

à'/ 

an 

à-n 

dp 

d:i 

'h 

d; 

d], 

^I 

—        ;3 


Neiiinnîin  [C).  —  Sur  la  loi  d'Ampère.  (256-267). 

La  faveur  dont  la  loi  d'Ampère  a  joui  durant  un  demi-siècle  pourrait  avoir  été 
ébranlée  par  les  attaques  auxquelles  elle  a  été  exposée  dans  ces  derniers  temps, 
d'autant  plus  que  cette  loi,  aux  yeux  de  la  plupart  des  physiciens  et  des  géomètres, 
repose  encore  sur  l'hypothèse  douteuse  que  l'action  d'un  courant  fermé  sur  un 
seul  élément  de  courant  est  perpendiculaire  h  cet  élément. 

L'auteur  montre  dans  cette  Note  que  fu  loi  d' Ampère  est  indépendante  de  l'hypo- 
thèse en  question,  ce  qui  résulte  déjà  implicitement  des  recherches  de  Stefan. 

§  1.  Deux  théorèmes  mathématiques.  —  §  2.  On  peut  remplacer  les  courants 
électriques  par  des  surfaces  magnétiques.  —  §  3.  Les  hypothèses  d'Ampère.  — 
§   'i.  Déduction  de  la  loi  d'Ampère,  indépendamment  de  deux  fonctions  qui  restent 
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encore  inconnues.  —  §  5.  Détermination  de  ces  fonctions  inconnues.  —  §  6.   Re- 
marque finale. 

Drohisch  [M. -TV.).  —  Quelques  considérations  élémentaires  sur 
l'espace  à  trois  dimensions.  (  268-274)- 

Considérations  sur  la  manière  dont  on  peut  arriver  à  la  conception  d'un  espace  à 
plus  de  trois  dimensions. 

Tome  XXIX;  1877. 

Drohisch  [M.-W.  j.  —  Sur  la  tonalité  pure  et  la  gamme  tempérée. 

{1-67)- 
Harikel  (  W.).  —  Sur  le  radiomètre  de  Crookes.  (67-70). 

Ha7ikel[  TV.).  —  Sur  la  photo-électricité  du  spath  fluor.  (71-85, 
ipl.). 

Majer  (^.  )•  —  Sur  l'expression  la  plus  générale  des  forces  po- 
tentielles intérieures  d'un  système  de  points  matériels  en  mouve- 
ment. (86-100). 

Si  l'on  pose 


^^2"^^"^^ 


et  si  W  représente  une  fonction  quelconque  de  f,  des  3«  fonctions  inconnues  x^, 
^„  z^  de  f,  et  de  leurs  dérivées  ^j-,^-,  z'-,  le  problème 


(T-hW)(/f  =  0 


conduit  aux  3  «  équations  différentielles  du  second  ordre 

„     aw      d  iWl 

m.X;^- _——-.,     etc. 

'    '       dx^       dt  dxy 

Si  l'on  considère  /«,,  m^,  . . .,  m^^  comme  les  masses  de  n  points  et  J",,  j),,  ^;  comme 
leurs  coordonnées  rectangulaires  pour  le  temps  t,  les  équations  différentielles  pré- 
cédentes seront  celles  du  mouvement  d'un  système  libre  de  points  matériels,  dans 
lequel  les  composantes  agissant  à  l'époque  t  sur  le  point  mi  sont 

Des  forces  exprimées  analytiquement  sous  cette  forme  s'appellent  forces  poten- 
tielles, et  la  fonction  W,  dont  la  connaissance  les  détermine  complètement,  est  dite 
\q\xv potentiel.  En  outre,  l'auteur  entend  par/o/fe.î  intérieures  du  système  celles  qui 
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proviennent  uniquement  des  actions  mutuelles  des  points  du  système  et  qui,  jtar 
conséquent,  se  feraient  à  chaque  équilibre  sur  le  système,  si  leurs  points  d'applica- 
tion se  trouvaient  reliés  à  cet  instant  par  des  droites  rigides,  dont  l'introduction 
changerait  le  système  en  un  corps  solide.  Le  problème  qui  l'ait  l'objet  principal 
de  cette  Note  consiste  à  trouver  l'expression  aiiah  tique  la  plus  générale  des  forces 
intérieures  d'un  système  matériel  en  mouvement,  dans  l'iirpothèse  que  ces  forces  ont 
un  potentiel. 

D'après  leur  délinition,  les  forces  intérieures  sont  caractérisées  par  les  six  équa- 
tions de  condition 

(11)  2^'=^°'      •••' 

«=t 

(iii)  2lr,Y;-z,z,)  =  u,    .... 

§  1.  Détermination  du  potentiel  eftectif  d'après  les  conditions  (II). —  §  2.  Dé- 
termination du  potentiel  effectif  d'après  les  conditions  (111).  —  §  3.  Le  principe 
de  la  force  vive.  —  §   i.  Récaj)itulation  des  résultats  obtenus  et  conséquences. 

Sclilomilch  (O.).  —  Sur  quelques  séries  infinies.  (ioi-io5). 

Schloinilcli  (O.  ).  —  Sur  les  sommes  de  puissances  des  inverses  des 
nombres  naturels.  (106-109). 

L'auteur  a  établi,  en  iS.'JO,  une  relation  entre  la  fonction 

^(/^)  =  l^-i  +  è  — •      (°<-^<') 

et  la  fonction  complémentaire  ip{i—  ix).\\  cherche,  dans  la  présente  Note,  à  établir 
une  relation  analogue  entre  les  fonctions 

9(  ,(/.)  = t-TT-— ••• 

ry^  j      jn      ^jx      3U. 

et  y(i  —  [j.).  Il  parvient  à  la  formule 

y(r— //)_    ■?.V-—i      2r(u)cos4-;!/.7r 
0(«)       ~  2'-l*—  I  (271  )l^ 

Mayer  [A.].  —  Les  critériums  du  maximum  et  du  minimum  dans 
les  problèmes  des  isopérimètres,  (i  i4-i32). 

D'après  la  théorie  admise  dans  les  Traités  élémentaires,  le  problème  îsopérimé- 
trique,  qui  consiste  à  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  relatif  de  l'intégrale 
donnée 

V=    /      /(x.j>-,,  ...,j>-„,X,  ...,j«)^x, 
où  l'on  ne  considère  que  les  fonctions  ;-,,  ....  j„  telles  qu'une  suite  d'autres  inté- 
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grales  dQnnces 


conservent  des  valeurs  fixées  d'avance,  ce  problème  sera  complètement  identique 
avec  celui  de  la  recherche  du  maximum  ou  du  minimum  absolu  de  l'intégrale 


X 


(/+^./.+^./,+---+^«./;j^-*-. 


).^,  ...,  )■„,  étant  des  constantes  indéterminées,  que  l'on  déterminerait  ensuite  de 
manière  que  les  intégrales  V^  prissent  les  valeurs  indiquées.  Cette  règle  est  tout  à 
fait  exacte  tant  qu'il  ne  s"agit  que  de  la  simple  résolution  du  problème,  c'est-à-dire 
de  la  détermination  des  fonctions  inconnues  j'.  Mais,  si  l'on  posait  aihssi  la  question 
de  savoir  si  les  fonctions  trouvées  y  correspondent  réellement  à  un  maximum  ou  à 
un  minimum  de  V,  et  entre  quelles  limites,  alors,  en  donnant  pour  les  deux  pro- 
blèmes la  môme  réponse,  on  serait  amené,  par  exemple,  à  cette  conclusion,  que  le 
centre  de  gravité  d'un  fil  homogène,  suspendu  par  ses  deux  extrémités,  ne  prendrait 
la  position  la  plus  basse  possible  qu'autant  que  la  distance  de  ses  extrémités  ne 
surpasserait  pas  une  certaine  limite,  ce  cjui  est  évidemment  absurde.  Il  est  donc 
clair  que  les  critériums  du  maximum  ou  du  minimum  ne  peuvent  être  identiques 
dans  les  deux  problèmes.  C'est  ce  qu'a  fait  voir  Lundstrôm,  dès  l'année  1869  ('), 
pour  le  cas  d'une  seule  fonction  inconnue  y,  dont  les  dérivées  d'ordres  quel- 
conques entrent  dans  l'intégrale  proposée,  et  il  a  donné  en  même  temps  les  crité- 
riums exacts  du  maximum  et  du  minimum  pour  les  problèmes  d'isopérimètres. 

Mais,  outre  quelques  inexactitudes  d'expression  et  de  calcul  que  contient  le  Mé- 
moire de  Lundstrôm,  il  serait  impossible,  en  suivant  sa  marche,  de  démontrer  que 
les  critériums,  reconnus  nécessaires,  sont  aussi  suffisants.  On  n'y  peut  parvenir 
qu'en  ramenant,  comme  l'ont  fait  Jacobi  et  Clebscli,  la  seconde  variation  à  sa  forme 
la  plus  simple. 

M.  Mayer,  après  avoir  développé,  dans  sa  dissertation  publiée  en  i8Gfi  (^),  les  cri- 
tériums du  maximum  et  du  miniaiuni  dans  le  cas  général  qui  comprend  tous  les 
problèmes  à  une  seule  variable  indépendante,  traite,  dans  le  présent  ai-licle,  le  cas 
particulier  du  problème  des  isopérimètres,  en  s'attachant  à  y  introduire  toute  la 
rigueur  possible.  C'est  l'objet  du  §  1. 

Dans  le  §  2,  il  considère  une  loi  de  réciprocité  remarquable,  qui  se  présente 
dans  les  problèmes  d'isopérimètres,  et  d'après  lainclle  à  tout  problème  de  cette 
classe  avec  m  conditions  isopérimétriques  correspondent  m  autres  problèmes  de 
même  nature,  qui  se  résolvent  en  même  temps  que  le  premier. 

Le  §  .3  est  consacré  .a  l'application  à  un  problème,  traité  déjà  pour  le  plan  par 
Lundstrôm,  des  critériums  et  do  la  loi  de  réciprocité. 

Grassinann  [H.-E.).  —  Sur  la  ibcoric  dos  rayons  réciproques. 

(i33-i34). 


(')  A'oi'rt  Acta  Rcgiœ    Societatis  Scicntinrii»i  Upsttliensis,  3"  série,   t.  A'II,  iS-o.  — 
\o\r  Dut  lai  II,  V,  i(JS. 

(*)  Ucitrdge  ziir  Théorie  der  Maxiiua  iiiid  ^Jiniiiid  der  eiiifachcn  IniegraJe.  Leipzig. 
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Neumann  [C .) .  —  Sur  les   coordonnées  péripolaires.  (i34-i53). 

Dans  ce  système  de  coordonnées,  un  point  de  l'espace  est  déterminé  d'une  part 
au  moyen  de  son  azimut  relativement  à  un  axe  vertical  et  à  un  plan  horizontal; 
d'autre  part  par  l'angle  que  fait  avec  le  plan  horizontal  la  surface  d'une  calotte 
sphérique  ayant  pour  base  un  cercle  fixe  dont  le  centre  est  la  trace  horizontale  de 
l'axe  vertical  et  passant  par  le  point  considéré,  et  en  troisième  lieu  par  le  rapport 
de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  distance  rectiligne  îi  |>'>int  donné  à  la  circon- 
férence du  cercle  fixe. 

Tome  XXX;   1878. 

Neumann  {€.).  —  jNouvelle  mclliode  pour  la  réduction  dr.  certains 
problèmes  sur  le  potentiel.  (1-9). 

Le  problème  de  trouver  une  fonction  ^{x,y)  qui  dans  une  aire  donnée  3  satis- 

,.  .  ,  .  ,  .  (^*    '^* 

tasse  aux  conditions  du  potentiel,   savoir,  que  *,  — »  —  soient  uniforiiies  et  con- 

ù-r    dj 

tinues,  que  A*  soit  nul,  et  que  *  ait  sur  le  contour  de  l'aire  des  valeurs  données, 
peut,  comme  on  sait,  se  réduire  à  la  recherche  de  la  fonction  de  Green.  M.  Neu- 
mann montre  dans  cette  Note  que  le  problème  peut  encore  se  réduire  d'une 
autre  manière,  qui  d'ailleurs  n'offre  aucun  avantage  essentiel  sur  celle  de  Green. 
§  1.  Sur  un  paradoxe  apparent.  —  §  2.  Sur  la  fonction  U  considérée  plus  haut, 
laquelle  est  importante  pour  les  recherches  qui  suivent.  —  §  3.  Exposition  de  la 
nouvelle  méthode  pour  une  aire  3  dont  le  contour  présente  partout  une  courbure 
continue.  —  §  4.  Sur  le  cas  particulier  où  les  valeurs  /  de  U  données  sur  le  con- 
tour de  3  y  sont  discontinues.  —  §  5.  Possibilité  d'appliquer  les  considérations 
précédentes  à  la  théorie  du  potentiel  de  Newton  dans  l'espace. 

Neumann  {€.).  —  Sur  deux  formules  données  par  Green.  (10-12). 

Neumann  [C).  —  Sur  la  composition  des  accéléraliozis  produites 
suivant  la  loi  de  Weber.  (12 -i3). 

Bruhns  {C).  —  Présentation  de  deux  planclies  contenant  des  des- 
sins de  IMars  et  de  la  lumière  zodiacale,  faits  par  M.  Weinek. 
(i4-i5,  2  pi.). 

Mayer  [A.].  —  Sur  le  problème  le  plus  général  du  calcul  des  va- 
riations, dans  le  cas  d'une  seule  variable  indépendante.  (id-Sa). 

§  1.  La  première  variation  et  les  équations  différentielles  du  problème.  — §  2.  La 
seconde  variation  et  la  valeur  limite  des  limites  inférieures.  —  §  3.  Les  crité- 
riums du  maximum  et  du  minimum. 

Neumann  [C).  — Développement  suivant  les  potentiels  élémen- 
taires. (47-90). 

§  1.  La  courbe  fermée  donnée  a-.  —  §  2.  Considération  préliminaire.  —  Ç  3.  Sur 
la  dérivée  normale   de  la  fonction  potentielle  de   l'aire  intérieure  ou  extérieure 
bull.  des  Sciences  math.  2«  Série,  t.  IV.  (Mai  1S80.)  R.8 
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rlc  la  coiii'ho  (7. —  fj  'i.  Série  des  théorèmes  qui  servent  de  bast?  aux  recherches  sui- 
vantes. —  §  5.  Les  potentiels  élémentaires  Z  correspondants  aux  fonctions  trigo- 
nométriques  Y.  —  ^  (>.  Introduction  des  nouvelles  fonctions  X,  qui  ont  à  l'éj^ard 
des  Y  la  même  relation  que  les  Y  avec  les  Z.  —  §  7.  Dëvelo])pement  des  Y  sui- 
vant les  Z.  —  §  8.  Résumé  des  formules  obtenues.  —  §  9.  Théorèmes  généraux 
sur  le  développement  d'une  fonction  donnée  suivant  les  Z.  —  §  10.  Application 
des  théorèmes  généraux  à  quelques  cas  simples.  —  §  11.  Considérations  et  formules 
douteuses.  —  §  12.  Éclaircissements  sur  les  formules  douteuses  obtenues  au  para- 
graphe précédent.  —  §  13.  Développement  du  logarithme  de  l'inverse  de  la  dis- 
tance de  deux  points.  —  §  14.  La  densité  de  la  couche  de  Green.  —  §  15.  Développe- 
ment de  la  fonction  de  Green.  —  §  IG.  Considérations  accessoires  de  nature  assez 
incertaine.  Introduction  de  nouvelles  fonctions  ^,  H,  Z  à  la  place  de  X,  Y,  Z.  — 
§  17.  Complément  des  recherches  précédentes  sur  X.  Y,  Z.  —  §  18.  Remarques 
finales. 

Bruhns  [C).  —  Sur  l'écIipse  lunaire  du  3  avril  de  l'aiiiiée  33  de 
l'ère  clirétieiiue.  (98-100). 

D'après  les  calculs  revus  par  Newconib,  l'éclipsé  commença  et  finit  aux  instants 
où  la  Lune  passait  au  zénith  des  méridiens  correspondants  anx  longitudes  orien- 
tales de  lag"  et  de  108°  du  méridien  de  Paris.  Elle  se  leva  à  Jérusalem  vers  6''ij'", 
et,  par  conséquent,  lorsqu'elle  était  déjà  éclipsée.  L'éclipsé  finit  au  moment  où  sa 
hauteur  au-dessus  de  l'horizon  était  de  9°. 


ABIIANDLUNGEiN  der  mathematisch-physischen  Classe  der  Koniglicu  Sachs- 
iscnLN  Gesellschaft  der  Wissenschafte.v.  Leipzig.  —  111-4"  ('). 

Tome  X  (siiile);   1871-1874. 

BruJins  [C).  —  Détermination  de  la  dilléreuce  de  longitude 
entre  Leipzig  et  Vienne,  exécutée  par  voie  télégraphique,  par 
MM.  C.  Brulms  et  E.  Weiss.  (205-270). 

D'après  les  résultats  ol)tcnus,  le  centre  de  l'Observatoire  de  Leipzig  est  à  l'ouest 
du  cercle  méridien  de  l'Observatoire  de  Vienne  de  lô^ôy'iôGS  dz  o%oi5.  Les  diffé- 
rences en  longitude  entre  les  sommets  du  triangle  Cerlin-Vienne-Leipzig  sont 
donc  : 

m     s  s 

Leipzig-Berlin....    .        /, .   o,8yrt;o,o2 

Berlin-Vienne 1 1  ..)6,78  ±  0,02 

Lei|i/ig-Vieiine i.i.'jy.G;  ±0,02 

Uiuikel  (  IV.).  —  Reclierches  éleclricpies.  IN euvième Mémoire  :  Sur 


(')  Voir  Bulletin,   V,  ai)'(. 
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les  propriétés  tlierino-électriqucs  du  spath  pesant,  (p.73-342, 

Haiikel  (  TV.).  —  Recherches  électriques.  Dixième  Mémoire  :  Sur 
les  propriétés  thermo-électriques  de  l'arragonite,  avec  un  aperçu 
sur  le  développement  de  la  théorie  de  la  thermo-électricité  des 
cristaux.  (34^-4 '6,  3  pi-)- 

Neuinann  {C).  —  Sur  les  lois  élémentaires  qu'on  doit  attribuer 
aux  forces  d'origine  électrodynamique.  (4i9-524). 

I.  Su?-  une  certaine  classe  d'iiitcgi-ales.  — ■  §  1.  Préliminaires.  —  §  '2.  Sur  la  trans- 
i'ornialion  dos  intégrales  annulaires  en  intégrales  superficielles.  —  §  3.  Sur  cei-taines 
intégrales  dépendant  de  deux  anneaux  donnés.  —  §  4.  Sur  une  certaine  intégrale- 
dépendant  d'nn  anneau  et,  en  outre,  d'un  seul  élément  linéaire.  —  §  5.  Sur  cer- 
taines intégrales  dépendant  de  deux  anneaux  donnés  et  du  mouvement  communiqué 
à  ces  anneaux.  —  §  G.  Suite.  Considération  d'anneaux  qui  sont  llexil)les  et  doués 
de  points  de  glissement. 

il.  Sur  le  principe  s;ènéral  de  la  force  vive.  —  §  1.  Équations  pondéromotrices 
fondamentales.  —  §  2.  Equations  électromotrices  fondamentales.  —  §  3.  Attraction 
mutuelle  entre  les  courants  et  les  charges  électriques.  —  §  4.  Détermination  du 
système  matériel  que  l'on  a  à  considérer.  —  §  5.  Les  quantités  de  force  vive  et  de 
chaleur  introduites  dans  le  système  donné  pendant  un  élément  de  temps.  — 
§  6.  Le  principe  ou  axiome  de  la  force  vive.  —  §  7.  Sur  les  (brces  intérieures  d'ori- 
gine ordinaire.  —  §  8.  Sur  les  forces  intérieures  d'origine  électrostatique.  — 
§  9.  Conséquence  du  principe  de  la  force  vive. 

III.  Etude  des  forces  découvertes  par  Ampl're  et  Faraday.  Première  méthode.  — 
§  1.  Propriétés  fondamentales  de  ces  forces.  —  §  2.  Formules  qui  se  déduisent  des 
propriétés  fondamentales  pour  les  forces  por)déromotriccs.  ■ —  §  3.  Formules  qui  se 
déduisent  des  formulis  londamentalcs  pour  les  forces  électromotrices.  —  §  4.  Appli- 
cation du  principe  de  la  force  vive.  —  §  5.  Sur  une  certaine  somme  de  forces  élec- 
tromotrices. —  §  G.  Application  d'un  cas  spécial  de  la  loi  intégrale  électromotrice. 

—  §  7.  Lois  intégrales  qui  découlent  de  la  théorie  exposée.  —  §  8.  Lois  élémentaires 
qui  découlent  de  la  théorie  ex]>osée.  —  §  'J.  Lois  élémentaires  pour  le  cas  des 
grandes  distances.  —  §  10.  Application  des  lois  obtenues  aux  conducteurs  matériels. 

IV.  Etude  des  forces  découvertes  par  Ampère  et  Faraday.  Seconde  méthode.  — 
§  1.  Propriétés  fondamentales  de  ces  forces.  —  §§  2  et  3.  Formules  qui  résultent 
des  propriétés  fondamentales.  —  §  4.  Application  du  principe  de  la  force  vive.  — 
§  5.  Sur  une  certaine  somme  de  forces  électromotrices.  ■ —  §  G.  Applicalion  de  la  loi 
intégrale  électromotrice.  —  §  7.  Lois  intégrales  qui  découlent  de  la  théorie  exposée. 

—  §  8.  Lois  élémentaires  résultant  de  la  théorie  exposée  pour  le  cas  des  grandes 
distances. 

Hansea  {P.- A.).  —  De  la  détermination  de  l'erreur  de  graduation 
d'une  règle  divisée.   (527-667,  6  Tableaux). 

M  Quand  je  publiai,  dans  le  Tome  XVII  des  Astron.  Naclirichten,  la  disposition, 
inventée  par  moi,  qui  permet  de  réduire  à  un  très  petit  nombre  les  traits  de  division 
d'un  cercle  destiné  aux  mesures  angulaires,  on  connaissait  déjà  le  moyen  de  détcr- 
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miner  les  orr.Mirs  îles  divisions  d'un  cercle,  et  l'on  pouvait  recnurir  à  celui  qu'avait 
donné  Bessél.  Par  ma  nouvelle  disposition,  il  était  devenu  possible  d'étendre  faci- 
lement ce  procédé  à  chacun  des  traits  de  division  du  cercle,  tandis  que,  avec  la 
disposition  habituelle,  cette  vérification,  bien  que  théoriquement  possible,  aurait 
nécessité  un  trop  énorme  travail  pour  être  mise  en  pratique.  Il  en  est  autrement 
pour  les  divisions  auxiliaires  qu'exige  ma  disposition.  Ici  l'ancien  procédé  pour  la 
détermination  des  erreurs  des  traits  de  division  ne  suffisait  plus  :  il  fallait  le  rem- 
placer par  un  autre,  essentiellement  différent  et  non  employé  jusqu'alors,  que  j'ai 
décrit  et  expliqué  dans  le  Mémoire  cité.  Ce  procédé,  alors  nouveau,  peut  aussi  s'ap- 
pliquer sans  modification  à  la  détermination  des  erreurs  de  division  d'une  règle 
graduée,  et  il  a  été  utilisé  dès  cette  époque.  Toutefois,  comme  on  ne  peut  pas 
assurer  qu'il  ait  toujours  été  convenablement  appliqué,  j'ai  cru  qu'il  n'était  pas 
inutile  de  revenir  sur  ce  sujet  et  de  l'exposer  plus  en  détail.  » 

Hansen  i^P.-Â.).  —  lleclieixhcs  dioptriques,  en  ayant  égard  à  la 
dispersion  et   à  l'alierration  de  sphéricité.   Deuxième  Mémoire. 

((%7-784). 

Tome  XI;   1874-1878. 

Fechnev  (  G. -Th.).  —  Sur  la  valeur  initiale  de  la  somme  des  écarts 
minima,  sur  sa  détermination,  son  emploi  et  sa  généralisation. 
1874.  (3-76). 

I.  Introduction.  —  II.  Emploi  delà  valeur  centrale  dans  le  champ  de  recherches 
des  objets  collectifs.  Relations  plus  générales  de  ces  objets,  auxquelles  elle  s'ap- 
plique. —  III.  Moyen  de  détermination  et  relations  diverses  de  la  valeur  centrale 
par  rapport  à  la  moyenne  arithmétique.  —  IV.  Formules  pour  la  variation  de  la 
somme  des  écarts  lorsqu'on  déplace  son  point  de  départ,  et  démonstration  qui  en 
résulte  de  la  propriété  potentielle  de  la  valeur  centrale.  —  V.  Sur  les  valeurs 
moyennes  des  puissances  en  général.  —  VI.  Remarques  sur  la  question  de  la  valeur 
du  principe  de  la  moyenne  arithmétique.  —  VII.  Lois  de  la  probabilité  des  écarts, 
par  rapport  aux  diverses  moyennes  de  puissances,  dans  l'hypothèse  de  la  vérité  de 
leur  principe.  —  VIII.  Défense  de  la  loi  de  probabilité  des  écarts  de  Gauss  dans  les 
écarts  thermiques  mensuels.  Comparaison  empirique  de  la  sûreté  des  trois  moyennes 
de  puissances  les  plus  basses.  —  IX.  De  quelques  moyennes  qui  ont  en  commun 
avec  les  moyennes  de  puissances  la  moyenne  arithmétique  et  le  passage  de  celle-ci 
aux  ordres  supérieurs. 

Neiunann  [C).  —  Sur  la  loi  établie  par  Weber  pour  les  forces 
électriques.  1874-  (79-200). 

Introduction. 

I.  Considérations  générales  sur  la  loi  de  Weber.  —  §  1.  Transformation  de  la 
loi  de  Weber.  —  §  2.  Application  de  la  transformation  à  un  cas  particulier.  — 
§§  3-5.  L'objection  élevée  par  Helmha.llz  contre  la  loi  de  Weber.  Sur  l'épreuve 
d'une  loi  physique  jiar  l'application  à  un  cas  particulier.  Sur  l'imperfection  de  la 
loi  de  Weber.  —  §  G.  Le  priticipe  de  la  conservation  de  l'énergie.  —  §  7.  Applica- 
tion du  principe  de  l'énergie  à  un  cas  particulier.  —  §§  8-9.  Réduction  de  la  loi  de 
Weber  à  un  certain  potentiel,  par  l'application  du  principe  d'Hamilton.  Réduction 
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du  potentiel  obtenu  à  un  plus  simple,  en  admettant  une  transmission  successive. 
§  10.  Kécupitulation.  Remarque  sur  la  rotation  magnétique  du  plan  de  polarisation 
de  la  lumière.  —  §  11.  Sur  le  potentiel  introduit  par  Weber. 

II.  La  loi  de  Weber,  fondée  sur  les  considérations  dualistlques  habituelles.  — 
§§  1-4.  Application  de  la  loi  de  Weber  aux  courants  unil'orines.  Les  lois  intégrales. 
Les  lois  élémentaires.  Vérification  des  lois  élémentaires.  —  §§  5-9.  Application  de 
la  loi  de  Weber  à  des  courants  quelconques  (unil'ormes  ou  non).  Hypothèses  sur 
la  nature  des  mouvements  électriques.  Sur  la  densité  de  l'électricité  libre.  Calcul 
des  forces  agissantes.  Sur  l'action  en  partie  pondéromotrice,  en  partie  électromo- 
trice des  forces  agissantes.  Déduction  des  équations  difTérentielles  de  KirchhofF.  — 
§  10.  Sur  les  assertions  de  Helmholtz.  —  §  11.  Sur  les  assertions  de  Weber  et  de 
Lorberg. 

m.  La  loi  de  JVeber,  fondée  sur  certaines  considérations  unitaires.  —  §  1.  Déter- 
mination précise  de  ce  point  de  vue  unitaire.  —  §  2.  Établissement  des  équations 
diiréreutielles.  Déduction  de  la  loi  de  Joule.  —  §  3.  Sur  la  décomposition  des  dépla- 
cements et  des  travaux  en  généraux  et  en  relatifs.  —  §  4.  Deux  théorèmes  découlant 
des  équations  difTérentielles.  —  §  5.  Sur  une  remarque  de  Helmholtz.  —  §  6.  For- 
mules de  l'énergie  mécanique  et  calorique.  —  §  7.  Formules  de  l'énergie  mécanique 
et  calorique  pour  un  système  de  deux  corps.  —  §§  8-9.  Formules  de  l'énergie  méca- 
nique et  calorique  pour  un  système  d'un  nombre  quelcontjue  de  corps.  Loi  de 
l'énergie  et  du  potentiel.  —  §  10.  La  loi  intégrale  pondéromotrice  et  électromotrice 
pour  des  conducteurs  matériels.  —  §  11.  La  loi  intégrale  pondéromotrice  et  élec- 
Iromotrice  pour  des  conducteurs  linéaires.  —  §§  12-14.  Formules  de  l'énergie  méca- 
nique et  calorique  pour  des  portions  des  corps  considérés.  Application  au  cas  des 
courants  uniformes.  Application  aux  conducteurs  linéaiies,  et  déduction  de  la  loi 
d'Ampère.  —  §  13.  Remarques  finales. 

IV.  Sur  les  recherches  et  les  remarques  de  Helmholtz  qui  se  rattachent  au  contenu 
du  présent  Mémoire.  —  §  1.  L'objection  (A)  de  Helmholtz  contre  la  loi  de  Weber. 
—  §  2.  L'objection  (B)  de  Helmholtz  contre  la  loi  de  Weber.  —  §  3.  Sur  une  faute 
de  calcul  attribuée  à  Fauteur  par  M.  Helmholtz.  —  §  4.  Sur  la  loi  du  potentiel  et 
de  l'énergie.  —  §  5.  Sur  la  relation  de  la  loi  de  l'énergie  avec  la  loi  de  l'induction. 

V.  Conclusions  relatives  aux  discussions  précédentes  et  au  présent  3Iémoire. 

Hankel  {W.).  —  Recherches  électriques.  Onzième  Mémoire  :  Stir 
les  propriétés  électriques  du  spath  calcaire,  du  héryl,  de  l'ido- 
crase  et  de  l'apophyllite.  i8j5.  (^oS-ayi,  3  pi.). 

Hansc.n  [P. -A.).  —  Sur  les  perturb.itions  des  grosses  planètes  et 
en  particulier  de  Jupiter.  i8y5.  (2^0-476'). 

§  1.  Développement  de  la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  dérivées  dont  ii  est 
fait  usage  ici.  —  §  2.  Développement  des  termes  généraux  des  perturbations  de  la 
longitude  moyenne  et  du  rayon  vecteur.  —  §  3.  Développement  des  perturbations 
générales  de  la  troisième  coordonnée.  —  §  4.  Développement  des  termes  de  la  lon- 
gitude moyenne  et  du  rayon  vecteur  qui  correspondent  au  cas  de  /=o  dans  les 
coefficients  de  la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  dérivées.  —  §  5.  Développement 
des  termes  de  la  troisième  coordonnée  qui  correspondent  au  cas  de  i^o  dans  les 
coefficients  de  la  dérivée  de  la  fonction  perturbatrice  par  rapport  à  Z.  —  §  6.  Déve- 
loppement général  des  termes  dépendant  des  carrés  et  des  produits  des  forces 
perlurbatrices.  et  <nu  sont  multipliés  par  t'.  —  §  7.  Application  des  développements 
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précédents  à  Jupiter.  Calcul  tics  perturbations  de  la  latitude  de  Jupiter,  dues  :i 
l'action  de  Saturne.  —  §  S.  Calcul  des  perturbations  de  Jupiter  dues  à  l'action 
d'Uranns.  — §9.  Pei  turbations  de  Jupiter  dues  à  l'aclion  de  Neptune.  —  §  10.  Per- 
turbatious  de  Jupiter  par  Mars.  —  §  H-  Perturbations  de  Jupiter  par  la  Terre, 
A'énus  et  Mercure.  —  §  12.  Calcul  de  la  partie  des  ternies  des  jierturbations  de 
Jupiter,  multipliés  par  {-,  qui  dépend  de  la  variation  des  coordonnées  de  Jupiter. 
—  §  13.  Calcul  des  variations  séculaires  des  autres  planètes,  qui  sont  nécessaires 
pour  obtenir  la  partie  des  perturbations  de  Jupiter,  multipliées  par  t°,  qui  provient 
des  variations  des  coordonnées  des  planètes  troublantes.  —  §  14.  Calcul  de  la 
partie  des  perturbations  de  Jupiter,  multipliées  par  t',  qui  dépend  des  variations 
des  planètes  troublantes. 

Hankel  [TF.).  —  Reclicrclies  électriques.  Douzième  Mémoire: 
Sur  les  propriétés  tliermo-élcctriques  du  gypse,  de  la  diopside, 
de  l'ortlioclasc,  de  l'albite   et  de  la  péricline.   iSjS.  (479-539, 

4pl.)- 

Scheihner  {W-)-  — ■  Recherches  dioptriques,  eu  particulier  sur 
l'oLjectif  de  Hansen.  1876.  (i-viii,  541-620). 

§  1.  Notations  et  formules  rigoureuses.  —  §  2.  Développements  en  séries  pour  les 
distances  de  convergence.  —  §  .3.  Fractions  continues.  —  §  4.  Grandeur  des  images. 
Points  caractéristiques  du  système.  —  §  5.  Mesure  de  la  conl'usion  résultant  de  l'aber- 
ration de  sphéricité.  Influence  de  l'absorption  et  de  la  réflexion.  —  §  6.  Minimum 
du  cercle  de  dispeision.  —  §  7.  Introduction  de  l'achiomatisme.  —  §  8.  Calcul  du 
coeflicient  de  dispersion.  —  §  9.  Corrections  à  cause  de  l'achromasie  des  images  et 
de  l'accommodation  pour  difTérenles  distances.  —  §§  10-11.  Développement  des 
équations  de  conditiou.  —  §  12.  Equations  de  condition  pour  trois  ou  (|uatre 
réfractions.  —  §  13.  Méthode  générale  d'approximation.  Équations  de  la  première 
approximation  pour  trois  réfractions.  —  §  14.  Calcul  de  l'objectif  de  Hansen.  — 
§§  15-lG.  Deuxième  approximation.  —  §  17.  Première  approximation  pour  quatre 
réfractions.  —  §  18.  Système  de  deux  lentilles  séparées.  Objectif  de  Gauss.  — 
§  19.  Système  de  trois  lentilles  contigués.  —  §§  20-21.  Étude  d'un  objectif  dialytique 
à  six  réfractions.  —  §22.  Conclusion. 

Neumaïui  {€.).  —  La  loi  de  WeLer,  établie  au  poiut  de  vue  viui- 
tairc.  1876.  (623-639). 

§  1.  Préliminaires.  Les  points  de  vue  unitaire  et  dualistique.  Force  d'un  courant. 
Formules  collectives.  —  §  2.  Les  lois  élémentaires.  —  §  3.  Action  des  points  de 
i;lissement.  —  §  4.  La  loi  intégrale  pondéromolrice.  —  §  5.  La  loi  intégrale  élec- 
tromotrice. 

Weber  (7^.).  —  Détcrniiuatiou  de  mesuix's  électrodynamiques, 
en  particulier  sur  l'énergie  de  l'action  réciproque.  1878.  (643- 
696,  I  pi.). 

§  1.  Guide  des  recherches  expérimentales  en  Éloctrodynamique.  —  §  2.  L'énergie 
de  l'action  réciproque  ramenée  h  une  mesure  absolue.  —  §  3.  La  loi  potentielle 
éleclrodynamique  déduite  do   la  loi  potentielle  électrostatique  au  moyen  du  prin- 
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cipe  (le  rénergio.  —  §  i.  Le  principe  orclinaiie  de  l'éncigie  déduit  du  principe  de 
la  conservation  de  l'énergie.  —  §  5.  La  loi  générale  de  la  force  électrique.  — 
55  (î.  Lois  du  mouvement  de  deux  particules  électriques  soumises  à  leur  seule 
action  mutuelle.  —  §  7.  Rayonnement  électrique;  en  particulier,  réflexion  et  dis- 
persion des  rayons.  —  §  8.  Application  de  la  théorie  de  la  réflexion  et  de  la  disper- 
sioii  des  rayons  électriques  à  l'éther  lumineux  et  aux  gaz,  d'après  la  théorie  des 
chocs  moléculaires  de  Kronig  et  Clausius.  —  §  9.  Lois  du  mouvement  de  deux  par- 
ticules électiiques  soumises  à  leur  action  mutuelle  et  à  une  action  extérieure.  — 
§  10-11.  Lois  du  mouvement  d'une  particule  électrique  renlérmée  dans  une  sphère 
électrique  creuse  et  soumise  à  l'action  réciproque  électrique  et  à  une  action  exté- 
lieure  :  1°  didîcullés  provenant  des  obstacles  qu'oppose  la  nature  des  corps  aux 
Corées  électriques  d'expansion  ;  '1°  diflicullés  qui  se  rattachent  à  riiypolhèsc  d'une 
valeur  constante  de  L.  —  §  12,  Conclusion. 


MITTIIEILUNGEN  Dtu  .naturfouscheaden  Gesellscii.M'T  in  Ber.n  ('). 

Année  1870;  n"'  711-7ii. 

Kutler.  —  Des  lois  malliémaliqucs  de  l'accroissement  des  arbres 
forestiers  et  des  taillis,  (i  16-1 37). 

Cherbuliez.  —  Aperçu  historique  des  recherches  sur  la  vitesse  de 
propagation  du  son  dans  l'air.  (iSi-igi). 

\.  Recherches  sur  lu  vitesse  du  son  dans  l'oir  jusqu'au  temps  de  Newton.  — 
II.  Recherches  sur  la  vitesse  du  son  dans  l'air  depuis  l'établissement  de  la  théorie 
de  Newton  jusqu'à  la  correction  de  Laplace  :  A.  Théorie  de  Newton.  B.  Expériences 
faites  depuis  le  temps  de  Newton  jus(iu'au  milieu  du  xvin"  siècle. 

Année  «871;  n"*  74o-791. 

Cherbuliez.  —  Aperçu  historique  des  recherches  sur  la  vitesse  de 
propagation  du  son  dans  l'air  (suite).  (1-28). 

II.  C.  Recherches  théoriques  depuis  l'établissement  de  la  théorie  de  Newton  jus- 
qu'à la  correction  de  Laplace. 

Cherbuliez.  —  Communications  concernant  l'histoire  de  la  théorie 
mécanique  de  la  chaleur.  (291-324). 


('  )  Publié  par  livraison  in-8,  formant  chaque  année  un  Volume. 
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Année  iS-'^;  n"'  79^-811. 


Buss  [TV.- /t.).  —  Sur  un  nouveau  régulateur  pour  les  machines 
à  vapeur,  les  roues  hydrauliques,  les  turbines,  etc.  (40-^7). 

Forstev{A.).  — Sur  la  pluie  d'étoiles  filantes  du  27  novembre  1872. 

{77-82). 

Année  18;  3:  n"  S1:l>-827. 

Sidler  [Q.].  —  La  trisection  d'un    arc  de   cercle  et  la  conchoïde 
circulaire.   (3i-63,  4  P^-)- 

§  1.  Trisection  d'un  arc  de  cercle.  —  §  2.  Nouveau  mode  de  génération  de  l;i 
conchoïde  circulaire.  —  §  3.  Normales  à  cette  courbe,  cercles  doublement  taii- 
[;ents,  etc.  —  §  -4.  Centres  de  courbure  et  développée  de  la  conchoïde.  —  §5.  Aire 
et  longueur  de  l'arc  de  la  conchoïde  circulaire. 


Année  1874;  n"  828-873. 

Benteli  i^A.).  —  Sur  les  constructions  d'ombre  et  de  lumière. 

(80-92). 

Schonholzer  (J.  ).  —  Sur  une  application  de  la  formule  de  Cauchy. 
(255-o6'3). 


Détermination  d'intégrales  définies  à  l'aide  de  la  formule 

2T/J      X  —  « 


Année  1875;  n"  874-90 j. 

Benteli  1^  A.).  —  Sur  le  point  de  fuite  m  perspective.  (229-2.^9, 
2  pi.). 

Année  1876;  n"^  906-922. 

Buclde  {E.).    —    Notices   sur    la  théorie    du  courant   éleelrique 
stalionnaire.  (39-55). 
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Année   1877;  n"*  923-936. 


Grnf  [J .-H.).  —  Échange  du  chemin  du  parainètrj;  et  du  clieniiii 
de  l'argument  dans  une  intégrale  normale  de  troisième  espèce  de 
fonctions  algébriques.    (64-71). 

Année  1878;  n"'  937-961. 

Hiljîher  (J.).  —  Sur  la  détermination  de  la  constante  de  la  jiaral- 
laxe  du  Soleil,  en  ayant  égard  principalement  aux  observations 
d'oppositions.  (86-174)- 

Notice  historique  sur  la  question  des  parallaxes.  Discussion  des  résultats  obtenus 
par  diverses  méthodes. 

Benteli  {^•)-  —  Quelques  mots  sur  la  projection  circulaire.  (177- 
i84;  1  pL). 

Année  1879;  n^^  962-978. 

Pertj-Astéi'ios  :  la  physionomie  d(;  la  Lune;  essai  d'une  nouvelle 
interprétation  des   travaux  de   Miidler,  jNasmyth  et  Carpentcr. 

(23-29). 

Notice  sur  cet  Ouvrajfo  d'un  pseudonyme,  publié  en  iS^g  à  Nordlin[jen. 


JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par  le  Conseil  d'instruclicii 
de  cet  élablissemenl. 

XL1V«  Cahier,  t.  XXVII;   1874. 

Marie  {31.).  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  simples  et  de- 
leurs  périodes.  (1-26). 

Marie  {M.).  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  doubles  et  de 
leurs  périodes.  (27-50). 

Marie  [31.  ).  —  Extension  de  la  méthode  de  Cauchy   à   la  théorie 
des  intégrales  doubles .  (  ?>  t  -89  ) . 
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Marie  [M.).  —  Théorie  élémentaire  des   intégrales  d  ordre  quel- 
conque et  de  leurs  périodes.  (90-102). 

Marie  (M.).  —  Théorie  des  résidus  des  intégrales  d'ordre  quel- 
conque. (102-107). 

Marie  (M.).    —    Classification   des    intégrales    quadratiques   des 
courbes  algébriques.  (109-121). 

Dans  ces  divers  Mémoires,  l'auteur  poursuit  ses  rcclierclies  sur  la  tht  orie  des  in- 
tégrales prises  entre  des  limites  imaginaires,  recherches  dont  les  principes  sont  con- 
tenus dans  le  Mémuirc  sur  les  périodes  des  intégrales  simples  e[  duubles-pvéi,ci\\é  par 
lui  à  l'Académie  des  Sciences  en  i853. 

Badoiireau.  —    Note    sur  le  problème  des   parties  appliqué  aux 
jeux  de  calcul.  (i23-i32). 

Supposons  ipie  deux  joueurs  soient  convenus  d'avance  que  le  premier  qui  aura 
gagné  N  parties  prendra  les  deux  mises;  supposons  qu'ils  aient  gagné  respectivi'ment 
m  et  n  parties  (/«  et  h  <  N  )  :  ils  arrêtent  le  jeu,  et  l'on  demande  comment  ils  doivent 
en  partager  l'enjeu.  L'auteur  traite  cette  question  d'abord  dans  le  cas  où  le  jeu 
est  un  jeu  de  calcul,  où  le  hasard  n'a  aucune  part,  puis  dans  le  cas  où  le  jeu  est 
mixte;  il  rencontre,  chemin  faisant,  quelques  identités  intéressantes. 

Cornu  [A.).  —  Détermination  nouvelle  de  la  vitesse  de  la  lumière. 

(i32-i8o). 

M.  Cornu  expose  dans  ce  Mémoire  ses  belles  recherches  sur  la  vitesse  de  la  lu- 
mière; quelques  pages  d'introduction  contiennent  l'historique  et  la  critique  des 
métl)odcs  astronomiques  pour  la  détermination  de  cette  vitesse,  ainsi  que  de  l'ex- 
périence faite  par  L.  Foucault  en  1862.  On  sait  que  M.  Cornu  a  repris  les  expé- 
riences de  M.  Fizeau,  dont  ce  dernier  avait  donné  le  principe  en  i84o-  '^n  point 
de  vue  optique,  la  méthode  de  M.  Cornu  ne  diffère  nullement  de  celle  de  M.  Fizeau 
ot  consiste  toujours  à  lancer  un  rayon  de  lumière  entre  les  dents  d'une  roue 
denti'e,  atiimée  d'une  vitesse  de  rotation  très  rapide,  et  à  le  renvoyer  au  point  de 
départ  au  moyen  d'un  miroir;  on  observera  un  minimum  ou  un  maximum  dans  l'in- 
tensité du  rayon  réfléchi,  selon  que  ce  rayon  tombera  sur  la  saillie  d'une  dent 
ou  sur  le  vide  laisse  par  deux  dents  consécutives,  circonstances  qui  dépendent 
évidemment  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  roue.  C'est  dans  la  détermination  de 
cette  vitesse  au  moment  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  que  les  expériences  de 
M.  Cornu  diffèrent  essentiellement  de  celles  de  M.  Fizeau.  Ce  dernier  s'efforçait 
d'obtenir  et  de  mesurer  une  vitesse  constante:  M.  Cornu  détermine,  au  contraire, 
la  vitesse  à  chaque  instant  au  moyen  d'appareils  enregistreurs.  On  trouvera  dans 
sou  Mémoire  la  description  de  ses  appareils,  ainsi  que  le  résumé  et  la  critique  de 
ses  observations.  On  sait  que  ses  expériences  ont  confirmé  d'une  façon  singulière 
le  résultat  obtenu  par  Foucault. 

Herinile.  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (181-196). 
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La  recherche  de  la  valeur  des  intégrales 


/       y(sinx,  cosj:)a;(7j:, 


où  /(sinx,  cosx)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  sin  a:  et  de  cosjr,  se  ramène 
aisément,  en  partant  d'une  formule  de  décomposition  donnée  par  M.  Herniite  dans 
son  Cours  d'Analyse,  à  la  recherche  de  la  valeur  de  l'intégrale 

I        cet- (a:  —  a)xdx; 
•  0  '■* 

il  faut  nécessairement  supposer  que,  en  faisant 

h  ne  soit  pas  nul,  sans  quoi  la  quantité  sous  le  signe  f  deviendrait  infinie  entre 
les    limites   d'intégration.    En    posant  a  =  <■'",  z  =  c"',  remplaçant  dans  l'intégrale 

précédente    cot-(x — rt)par/^^^ ',    on    plutôt  par   le  développement  de  cette 

fonction  suivant  les  jtuissances  ascendantes  ou  descendantes  de  œ,  selon  que  k  est 
positif  ou  négatif,  on  trouve  de  suite,  selon  que  l'on  se  trouve  dans  l'un  ou  l'autre 
de  ces  deux  cas, 

f"''      .'  '             N      /                  .    .        ,      /«         a-  a'  \ 

I        cot-ia: — a)xdxz=       ii-::- — /^ttI i-  —  -(-  —  H — •)) 

Jcot  -(or  —  n)a:dx^  —  2/--  —  !\7:  ( 1 ^ -(-  - — :  A )• 
j               2  '                                                      '      V  «        2  a-        J  k'  J 

L'auteur  traite,  comme  exemple,  l'intégrale 

xdx 


r 


^         sin(x  —  a) 
et  parvient,  en  particulier,  aux  formules 
xdx 


s: 


X 


cos  (x  —  i/i  ) 
X  sin xdc 


=  —  4  «TT  arc  tange^*     (/(>o), 


eus  X        :| 
11  s'occupe  ensuite  de  l'intégrale 


/        log/ (sinx,  cosar)(fj?, 


que  l'intégration  par  parties  ramène  à  l'intégrale  précédemment  étudiée;  il  montre 
que  la  détermination  de  la  valeur  de  cette  intégrale  revient  à  la  détermination  de 
la  valeur  des  intégrales  de  la  forme 

I      logsin-(x- — a)dx, 
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ei  il  parvient  au  résultat  suivant. 


—   (  lu?     2  siti-(.i  —  ,1  •  \  ^^-'1 


en  prenant  le    sijne  supérieur  ou   le  signe  inférieur   selon  que  le  coelîicient  de  / 
dans  a  est  positif  ou  négatif. 

Enfin  les  fonctions  doublemenl  périodiques  conduisont  à  des  résultats  analogues; 
en  employant  la  formule  de  décomposition,  si  féconde,  que  M.  Hermite  a  donnée 
pour  ces  fonctions,  on  ramène  la  recherche  de  la  valeur  de  l'intégrale 


i: 


f(.v)x(lx. 


où  la  fonction /(x),  aux  deux  périodes  2K  et  2/K',  n'admet,  dans  le  rectangle  des 
périodes,  qu'un  nombre  fini  de  pôles,  à  la  détermination  de  la  valeur  de  l'inlégralo 


.r 


ils. 

Z(  X  —  a)xdx, 


et  l'on  a 


7  H 

Z[x—a)xdx 


0  =Qe'''H(«^ 


Q  =  7~'(i-r);i-7')('-'/°)- 


XLV*  Cahier,  t.  XXVIII  ;  1878. 
Moulard.  —  Sur  la  constriiclion  des  équations  de  la  fonnc 


ôx.Oy 


l'our  qu'il  existe  une  expression  formée  avec  x,  y,  une  fonction  arbitraire  expli- 
cite  et   ses   /;  j)remières   dérivées,    qui,   mise   à    la    place  de    z.  vérifie  l'équation 

I    ')=; 

— ; =  /..  il  faut  et  il  suffit  que,  si  l'on  pose 

z  dxOy 

A„=>.,      A,  =  A„ ■■,      Aj  =  A,  i-     n     - 


A.,  =  A, 


0x0  y  '  (ixûj 

<)MogA„A,...A„_, 


i)x  dy 
la  quantité   V„  soit  nulle  idrnli(i'ucmcnt.    A„.    A ,  A,,.,  n'étant  pas  nulles;  de 


"ùx 

rj  - 
lix 

I    r^.'.j!? 

—  w— ^ 

'h 

0  OxOj 
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jiliis,  rinlcgralc  gi-niTuIe  de  Toqnation  s^='j.z  peut  s'écrire 
Z=       X"')-i-A,X"'   "-H.  ..-i-A„X 
-t- Y"') -T- B,  yC'-" -,- .  . . -t- B„  V, 

en  désignant  par  X,  X',  ...,  X(")  une  fonction  arbitraire  de  x  et  ses  n  dérivées, 
par  Y,  ^'i  . . . ,  Y(")  une  fonction  arbitraire  de_7' et  ses  h  dérivées  et  par  A,,  A,  ...,A„, 
B,,  B,,  ...,  B„  des  fonctions  de  x  et  de  _x  que  l'on  exprime  aisément  au  moyen 
des  dérivées  successives  de  A„,  A,,  . ..,  A„_,.  Cela  posé,  l'auteur  s'occupe  de  l'inté- 
{{ratioii  de  l'équation  d'ordre,  in,  A„  =  o;  cette  intégration  peut  être  effectuée  sous 
forme  finie  par  voie  de  récurrence;  Ç  et  oj  étant  deux  fonctions  de  x  et  de  y  telles 
que  l'on  ait 

Ç  Ox'h        '■"  OxiJ) 

M.  Moutard  montre  que  l'on  p;>ut  toujours  trouver,  par  une  quadrature,  une 
fonction  0  telle  que  l'on  ait 


ei  par  suite 


de  plus,  si  l'on  regarde  ot  comme  une  solution  particulière,  d'ailleurs  quelconque, 
de  l'équation  5  =  /:,  X  étant  supposé  choisi  de  manière  que  A„:=o,  et  que  Ç  dé- 
signe l'intégrale  générale  de  la  même  équation,  la  fonction  0  pourra  toujours  être 
mise  sous  une  forme  linéaire  par  rapport  à  deux  fonctions  arbitraires,  l'une  de  x, 
l'autre  de  y,  et  leurs  /i  -f- i  premières  dérivées,  et  cette  expression  sera,  en  général, 
irréductible  quant  au    nombre  des   dérivées.   On   déduit    de  là  que,   si  l'on   pose 

l      O-O  .  .  .  '<i  *  .  1  •    •  nr      1 

— =  u.  OU,  ce  qui  revient  au  même,  w =  /ai,   et  qu  on    désigne  par  ftl;^    la 

0  Oxdj-  Oxôj 

quantité  formée  avec  ft.  comme  A^  l'est  avec;,,  la  fonction  fx  annulera  M,,^,,  sans 
annuler,  en  général,  aucune  des  quantités  M;^  dont  l'indice  est  inférieur  à  « -t- i . 
Si  l'on  remarque  maintenant  que  w,  étant  une  intégrale  particulière  quelconque  do 
l'équation  s=:  Iz,  peut  désigner  l'intégrale  générale  elle-même,  on  obtient  la  con- 
clusion suivante,  qui  renferme  la  solution  du  problème. 

Concevons  que  l'on  ait  trouvé  la  forme  la  plus  générale  de  /  qui  annule  A„;  on 
pourra  écrire  explicitement  la  valeur  la  plus  générale  de  :;  qui  vérifie  l'équa- 
tion  =  ).,  et  l'on  introduira    par  là   deux   fonctions  arbitraires;  cela  fait, 

z  dxdr 


z  sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  A,,^.,  =  o.  Dès  lors,  on  peut  construire 

successivement  les  intégrales  générales  des  équations  A,^o,  A^  —  o,  A3=:o,  ...; 
la  première  a  déjà  été  traitée  par  M.  Liouville;  d'ailleurs,  le  raisonnement  précé- 
dent s'applique  à  cette  môme  équation  et  permet  d'en  obtenir  l'intégrale  générale. 

Poincaré  {H-).  —   iNote  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies 
par  les  équations  dilléreiitielles.  (  i  3-9.6). 
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L'auteur  s'occupe  des  équations  difTërentielles  de  la  l'orme 

où  f{^,r)  est  holomorphe  en  x  et  en^r. 

■      df 
En  désignant  par  y  la  valeur  de     -  pour  a:=j'  =  o,    MM.  Rrlot  et  Bouquet  ont 

montré  que  :   si  v  n'est  pas  entier    positif,   l'équation    admet    une    intégrale  holo- 
morphe s'anuulant  avec  x;   si  53  est  commensurable  et  positif,   mais    non  entier, 

1 
l'équation  admet  une  inlinité  d'intégrales  holomorphes  en  u'",  m  étant  le  déno- 
minateur de  jj;  si  j)  a  sa  partie  réelle  négative,  l'équation  n'admet  pas  d'autre  in- 
tégrale s'évanouissant  avec  x  que  l'intégrale  holomorphe;  si  o  a  sa  partie  réelle 
positive,  l'équation  admet,  outre  l'intégrale  holomorphe,  une  infinité  d'intégrales 
non  holomorphes  s'annulant  avec  x.  C'est  de  ces  intégrales  non  holomorphes  que 
s'occupe  M.  Poincaré;  il  prouve  que,  si  p,  ayant  sa  partie  réelle  positive,  n'est 
pas  entier  positif,  elles  sont  holomorphes  en  x  et  x?  et  que,  si  y  est  entier  positif, 
elles  sont  holomorphes  en  x  et  .r  log^t. 

Halphen.  —  Sur  les  caractéristiqxics  des  systèmes  de  coniques  et 
des  surfaces  du  second  ordre.  (2^-89). 

Si  l'on  considère  un  système  de  coniques  (y.,  v),  il  ]H'ut  admettre  les  singularités 
suivantes  :  1°  les  singularités  A,  où  la  conique  se  réduit  à  deux  droites  en  coor- 
données ponctuelles,  à  un  point  en  coordonnées  tangetitielles;  2°  les  singularités 
corrélatives  A.';  3°  les  singularités  d'ordre  plus  élevé  B  où  la  conique  se  réduit  à 
une  droite  en  coordonnées  ponctuelles,  à  un  point  en  coordonnées  tangenlielles. 
Cela  posé,  si  le  système  considéré  n'admet  que  les  singularités  ordinaires  A,  A',  le 
théorème  de  M.  Chasles  est  toujours  vrai,  c'est-à-dire  que  le  nombre  des  coniques 
du  système  qui  sont  assujetties  à  une  condition  donnée  est  a//  -(-  [îv,  où  les  nombres 
«,  y?  ne  dépendent  que  de  cette  condition.  11  n'en  est  plus  de  même  nécessairement 
si  le  système  admet  des  singularités  quelconques  :  le  théorème  de  M.  Chasles 
peut  ou   non    s'appliquer.    M.    Halphen  établit  que  : 

«  Pour  que  ce  théorème  s'applique  à  une  condition  donnée,  quel  que  soit  le  sys- 
tème, il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  cette  condition 
et  touchent  une  courbe  donnée  en  deux  points  donnés  soit  le  même  que  celui  des 
coniques  qui  satisfont  à  cette  condition  et  ont  avec  une  courbe  donnée,  en  un 
point  donné,  des  contacts  du  troisième  ordre.  » 

Mais  le  résultat,  pour  un  système  à  singularités  quelconques,  ne  peut  pas  se  tra- 
duire par  une  formule  telle  que  ay.-h-jîj,  même  en  y  ajoutant  d'autres  termes  ana- 
logues en  nombre  fini  et  déterminé.  On  peut  cependant  en  obtenir  une  image 
simple.  Tous  les  éléments  utiles  relatifs  à  un  système  quelconque  se  trouvent 
représentés  ilans  une  courbe  que  l'on  peut  dire  attachée  au  système  et  qui  est 
donnée  par  une  équation  en  coordonnées  rectilignes.  Cette  courbe  passe  à  l'origine 
des  coordonnées  dans  le  cas  seulement  où  le  système  contient  la  singularité  B. 

De  même  aussi,  tous  les  éléments  utiles  relatifs  à  une  condition  quelconque 
sont  représentés  dans  une  courbe  attachée  à  cette  condition.  Voici  maintenant 
le  théorème  qui  fournit  la  solution  générale  de  la  question  proposée  : 

«  Soit  v.jj.  -l-  îi-j  le  nombre  des  coniques  satisfaisant  à  une  condition  donnée  et  fai- 
sant partie  d'un  système  (//.,  v)  à  singularités  ordinaires.  Le  nombre  des  coniques 
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satisfaisant  à  la  mémo  condition  et  faisant  partie  d'un  système  (  u,  v)  quelconque 
est  inférieur  à  v.fx  -1-  /3y  et  en  diffère  d'un  nombre  égal  k  celui  des  points  qu'ont  en 
commun,  h  l'orijifine  des  coordonnées,  la  courbe  attachée  au  système  et  la  courbe 
attachée   à  la  condition.  » 

CallandieaiL  [O.]-  — Note  sur  l'eiiiploi  des  fractions   continues 
algébriques  pour  le  calcul  des  coefticients  Z>^"  de  Laplace.  (91- 

104). 

Hatoii  de  la  Qoupillière .  —  Formules  nouvelles  pour  l'étude  du 
mouvement  d'une  figure  plane.  (loS-ija). 

L'auteur  traite  d'abord  le  problème  suivant  : 

«  Supposons  qu'a  chaque  point  d'une  courbe  on  en  fasse  correspondre  un  autre 
dans  son  plan  au  moyen  d'une  abscisse  portée  sur  la  normale  et  d'une  ordonnée 
comptée  suivant  la  tangente,  ces  deux  coordonnées  étant  des  fonctions  absolument 
quelconques,  mais  spécifiées  dans  chaque  cas,  de  la  direction  du  rayon  de  courbure  : 
trouver  le  lieu  de  ces  points.   » 

La  question  est  résolue  par  des  formules  qui  restent  les  mêmes,  quel  que  soit  le 
mode  de  construction  qui  définit  le  genre  des  lieux  géométriques  demandés;  elle 
se  trouve  en  effet  ramenée,  une  fois  pour  toutes,  à  une  simple  élimination  à  effec- 
tuer dans  cliaque  cas,  quand  les  fonctions  qui  expriment  l'abscisse  et  l'ordonnée 
auront  été  spécifiées.  L'auteur  traite  ensuite  le  problème  inverse  qui  consiste  à 
trouver  la  courbe,  d'où  l'on  déduirait,  par  le  procédé  qui  vient  d'être  expliqué,  un 
lieu  donné.  Les  résultats  obtenus  sont  alors  appliqués  à  l'étude  du  mouvement 
d'une  figure  plane  dans  son  plan,  en  supposant  le  mouvement  défini  au  moyen 
d'une  courbe  (directrice)  et  d'une  droite  (caractéristique)  qui  roule  et  glisse  sur 
la  courbe  d'après  une  loi  déterminée.  M.  H.  de  la  Goupillière  traite  une  suite  de 
problèmes  concernant  des  enveloppes  de  droites,  des  trajectoires  de  points,  le  lieu 
des  centres  instantanés  pour  des  mouvements  ainsi  définis;  citons,  par  exemple, 
le  problème  suivant  : 

«  Quelle  doit  être  la  directrice  pour  que  l'enveloppe  d'une  droite  de  la  figure 
soit  semblable  à  la  (/5  —  i)'im«  développée  de  cette  directrice?  » 

Enfin,  il  traite  le  cas  où  le  mouvement  est  défini  par  les  enveloppes  de  deux 
droites  faisant  entre  elles  un  angle  constant. 

Colligiion  [E.). —  Note  sur  le  mouvement  des  planètes.  (lyS- 
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Picquet.  —  Mémoire  sur  l'application  du  calcul  des  combinaisons 
à  la  théorie  des  déterminants.  (201-244)- 

L'auteur  réunit  en  un  corps  de  doctrine  une  suite  de  propositions  sur  les  déter- 
minants ayant  leur  point  de  départ  dans  le  théorème  de  Laplace  sur  la  décompo- 
sition d'un  déterminant  en  produits  de  déterminants  complémentaires  et  dans  le 
théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants;  il  donne  au  début  les  propriétés 
des  déterminants  dont  les  éléments  sont  les  mineurs  d'un  déterminant  donné  et 
des  mineurs  de  ces  déterminants;  d'autres  propositions  concernent  le  déterminant 
dont  on  déduit  les  éléments  de  deux  déterminants  A,  B  d'ordre  n,  en  substituant  de 
toutes  les  façons  '/  colonnes  de  R  à  (7  colonnes  de  A,  etc. 


128  SECONDE   TAUTIE. 

Mathieu  [E.).  —  Sur  l'application  du  problème  des  trois  corps  à 
la  détei^mination  des  perturbations    de  Jupiter  et  de  Saturne. 

(245-269). 

XLVT  Cahier,  t.  XXVIII  ;  ]  879. 
Lucas  {F.).  —  Géométrie  des  polynômes.  (i-33). 

Soit  F(s)  un  polynôme  algébrique  du  degré ^,  fonction  d'une  variable  imaginaire 
z  =  x-i-  y^^i.  A  chaque  valeur  /  de  ce  polynôme  correspondent  p  valeurs  de  z, 
racines  de  l'équation 

on  peut  représenter  ).  par  un  point  directeur  L  et  les  valeurs  de  z  par  des  points- 
racines  M. 

Si  L  décrit  un  lieu  déterminé,  le  système  des  points  M  en  décrit  un  autre  plus 
ou  moins  complexe.  L'auteur  se  propose  d'étudier  dans  ce  Mémoire  les  corrélations 
qui  existent  entre  le  lieu  dos  points-racines  et  celui  du  point  directeur. 

Dans  la  première  Partie,  M.  Lucas  établit  quelques  relations  géométriques;  il 
donne  une  interprétation  par  la  Mécanique,  en  supposant  que  les  points  M  ïoieiil 
doués  de  masses  égales  à  l'unité  et  repoussent  en  raison  inverse  de  la  distance,  et 
il  introduit  ensuite  la  notion  des  points  centraux  et  des  points  critiques.  Les  points 
centraux  sont  ceux  qui  satisfont  à  l'équation 

F'(z)  =  o, 

et  les  points  critiques  ceux  qui  donnent  à  F(s)  la  même  valeur  que  le  z  d'un 
point  critique.  La  suite  du  travail  est  consacrée  à  l'étude  de  la  transformation  des 
contours  fermés,  des  droites  et  à  l'application  des  résultats  généraux  au  cas  des 
polynômes  cubiques. 

Jordan  [C).  —  Mémoire  sur  les  caractéristiques  des  fonctions  0. 
(32-63). 

MM.  Weber  et  Nother  ont  publié  récemment  d'intéressantes  recherches  sur  les 
fonctions  à  trois  et  quatre  variables.  Les  travaux  de  ces  deux  géomètres  (')  ont 
pour  point  de  départ  commun  l'étude  de  certains  groupements  en  systèmes  des  carac- 
téristiques de  ces  fonctions.  En  dehors  de  son  application  à  la  théorie  des  trans- 
cendantes, cette  étude  a  conduit  M.  Weber  à  ce  fait  algébrique  remarquable  que 
le  premier  groupe  hypo-abélien  à  trois  couples  de  variables  est  isomorphe  à  celui 
de  l'équation  générale  du  huitième  degré. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  d'étendre  ces  résultats  à  un  nombre  quelconque  de 
variables.  Pour  y  parvenir  aisément,  l'auteur  a  dû  généraliser  la  question  en  con- 
sidérant, parallèlement  à  la  répartition  des  caractéristiques  en  paires  et  impaires 
adoptées  par  MM.  Weber  et  ISôther,  l'autre  mode  de  répartition  qui  donne  nais- 
sance au  second  groupe  hypo-abélien. 


(')  Wereii,  Théorie  dcr  abchchen  Ftiiulionen  vom  Geschlecht  3,   187G. 

^UTI1[:^.,  /(//  Tliorie  (k-r  Thetiijuiictioueii  toii  vier  Arguineiitcn  {]\Jath.  A.,  t.  XIV). 
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Soient  S,,  T,.  ...,  S,,,  T„  des  substitutions  d'ordre  2  et  échangeables  entre  elles. 
Leur  combinaison  donnera  un  groupe  G  d'ordre  2""  et  dont  les  substitutions  S"Ti, 
T^i,  ...,  S^",  T^jt  pourront  être  représentées  d'une  manière  abrégée  par  le  sym- 
bole (x,,  r,i  •••>^„iJ'„))  auquel  les  géomètres  déjà  cités  ont  donné  le  nom  de  cflrac- 
téristique. 

M.  Jordan  appelle  exposant  d'échange  de  deux  substitutions  k=^( x,y, ...  , 
B  =  ( x', , _^', ,  ...)  l'expression 

(A,  B)  =  ar,j>', -4- x',  V, -H. .  .      (raod.  2), 

et  il  montre  d'abord  que  le  groupe  G  résulte  de  la  combinaison  de  in  substitu- 
tions 

A,,  A.,   ....  A,„ 

B,,  B,,  ...,  B,„ 

telles  que  (A,B^.)  soit  congru  à  1  ou  à  o  suivant  qui-  k  est  égal  ou  dilTérent  de  i.  Il 
résout  ensuite  les  quatre  problèmes  suivants  : 

«  Déterminer  dans  G  les  systèmes  complets  de  substitutions  telles  que  leurs  ex- 
posants d'échange  mutuels  soient  tous  égaux  à  l'unité.   » 

«  Déterminer  dans  G  un  système  complet  tel  que  les  exposants  d'échange  (ST), 
(TU),  (US)  de  trois  quelconques  de  ses  substitutions  aient  une  somme  égale  ii 
l'unité. 

n  Déterminer  les  systèmes  complets  de  substitutions  dont  les  exposants  d'échange 
mutuels  sont  tous  nuls.   » 

«  Déterminer  les  systèmes  complets  de  substitutions  telles  que  la  somme  des  ex- 
posants d'échange  de  trois  d'entre  elles  soit  nulle.   » 

Léauté  [H.). —  Etude  géométrique  sur  les  fonctions  elliptiques 
de  première  espèce.  (60-99). 

L'auteur  s'est  proposé  d'étudier,  dans  ce  travail,  les  diverses  relations  qui  existent 
entre  les  fonctions  elliptiques  de  première  espèce  et  les  coordonnées  des  points 
d'une  biquadratique  gauche.  Cette  question,  qui  avait  été  résolue  d'une  manière 
générale  par  Clebsch  et  qui  a  fait  le  sujet  de  différents  travaux  de  MM.  Laguerre 
et  Darboux.  a  été  reprise  dans  ces  derniers  temps  par  M.  Harnack  ;  mais  l'auteur 
fait  remarquer  que  son  Mémoire  a  été  communiqué  à  l'Académie  une  année  avant 
la  publication  de  celui  de  M.  Harnack.  Du  reste,  J^f.  Léauté  emploie  une  méthode 
qui  lui  est  propre,  et  il  obtient  directement  et  d'une  manière  rapide  les  expressions 
des  coordonnées  d'un  point  de  la  biquadratique  gauche. 

CLarinvaL  [E.). —  Méthode  nouvelle   pour  mesurer  la  dépense 
des  déversoirs.  (ioi-i65). 

Léauté  [H.).  —  Méthode  d'approximation  graphique  applicable  à 
un  grand  nombre  de  questions  de  Mécanique  pratique.  (i6j- 

220). 

La  méthode  d'approximation  exposée  par  l'auteur  consiste  dans  la  substitution  .i 
un  arc  de  courbe  fini  de  l'arc  de  cercle  qui  l'épouse  le  mieux,  c'est-à-dire  de  l'arc 
de  cercle  tel  que,  si  l'on  considère  les  distances  maxima  qui  le  séparent  de  la 
courbe,  la  plus  grande  est  moindre  que  pour  tout  autre  cercle. 

Bnll.  des  Sciences  math.,  1^  Si-ric,  t.  IV.  (Juin   iSSo.)  Il  .  () 
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Ce  travail  est  divisé  en  quatre  Parties. 

Dans  la  première,  l'auteur  étudie  d'abord  le  cas  où  l'arc  de  courbe  n'a,  dans 
l'étendue  que  l'on  considère,  aucune  singularité  ;  il  examine  ensuite  le  cas  parti- 
culier où  cet  arc  présente  un  point  de  courbure  maxima  ou  minima. 

Dans  la  deuxième,  l'auteur  donne  le  tracé  du  cercle  quand  l'arc  considéré  pré- 
sente un  point  de  rebroussement  à  l'une  de  ses  extrémités,  et  il  applique  les  règles 
trouvées  aux  engrenages  à  épicycloïde,  oxi  le  cercle  doit  passer  par  le  point  de  re- 
broussement, et  aux  engrenages  à  développante,  où  il  n'est  plus  assujetti  à  cette 
condition.  11  est  ainsi  conduit  au  tracé  par  arcs  de  cercle  de  ces  divers  engrenages, 
et  le  procédé  très  simple  qu'il  est  conduit  à  donner  fournit  le  maximum  d'approxi- 
mation. 

Dans  la  troisième  Partie.  M.  Léauté  étend  ces  recherches  au  cas  plus  compliqué 
où  l'arc  de  courbe  présente  deux  points  de  courbure  maxima  ou  minima,  et  il  est 
amené  à  faire  une  étude  générale  des  relations  qui  lient  les  particularités  d'un  arc 
de  courbe  et  le  degré  de  rapprochement  qu'il  peut  avoir  avec  un  cercle. 

Enfin,  dans  la  quatrième  Partie,  il  montre  comment  on  peut,  dans  chaque  appli- 
cation, obtenir  que  l'arc  de  courbe  considéré  ait  précisément  les  singularités  qui 
permettent  de  réaliser  le  degré  d'approximation  qu'on  veut  atteindre,  et  il  donne, 
comme  exemple  de  la  portée  de  la  méthode,  la  solution  pratique  et  simple  du 
problème  le  plus  général  du  système  articulé  à  trois  tiges. 

La  méthode  suivie  en  général  par  l'auteur  repose  sur  les  beaux  travaux  de  M.  Tche- 
bychef  et  sur  les  propriétés  et  la  détermination  que  cet  illustre  géomètre  a  fait 
connaître  de  la  fonction  qui,  dans  un  intervalle  donné,  diffère  le  moins  possible 
de  zéro. 

Dans  l'étude  du  problème  des  trois  tiges  (IV"  Partie),  M.  Léauté  est  conduit  à  exa- 
miner quelques  propriétés  générales  du  mouvement  d'une  figure  dans  son  plan. 


ARCHIV  DER  Maïhematik  und  Physik;  gegrlindet  von  J.-A.  Gruisert,  fort- 
gesetzt  von  R.  Hoppe  ('). 

Tome  LXII;   i8;8. 

fVeiidlandt  [H.].   —  Les  fonclioiis  de  Sturin  de  seconde  espèce. 

{i-77)- 

Dans  son  célèbre  «  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numériques  »,  art.  21, 
Sturm  a  indiqué  une  seconde  manière  de  former  une  suite  de  fonctions  auxiliaires 
pouvant  servir  aux  mêmes  usages  que  les  fonctions  V„  qu'il  a  considérées.  «  Quand 
on  a  deux  fonctions  consécutives  V„_,  et  V,,,  on  peut  former  la  suivante  V„^,  en 
divisant  V„_,  par  V„,  après  avoir  ordonné  ces  polynômes  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x,  au  lieu  de  les  ordonner  suivant  les  puissances  décroissantes, 
comme  on  a  coutume  de  le  faire.  La  division  donnera  un  quotient  de  la  forme 
p-^qx  et  un  reste  divisible  par  x-;  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes  de 


Voir  ItuUetiii,  Ii„  5. 
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ce  reste  el  "a  divisant  nt>rx^,  on  aura  la  fonction  V,,^,,  qui  est  ainsi  liée  à  Y„_,  et  V., 
par  la  relation 

V„_,  =  V„(/7-Hy.r)  — 'vV.o;».  » 

La  combinaison  de  ce  procédé  avec  le  procédé  ordinaire  conduit  encore  à  d'autres 
suites  de  fonctions  V„  pouvant  être  employées  pour  le  même  but. 

La  série  des  fonctions  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable 
présente  l'avantage  de  pouvoir  être  employée  dans  la  discussion  des  racines  des 
équations  transcendantes.  1\I.  AYendlandt  leur  a  donné  le  nom  de  fonctions  de  Scnrin 
de  seconde  espèce.  Il  l'ait  sur  leurs  propriétés  une  étude  parallèle  à  celle  qui  a  été 
développée  par  divers  auteurs  sur  \es  fonctions  de  première  espèce. 

Dostor  [G.].  —  Les  Liois  sphères  des  polyèdres  réguliers  étoiles. 

(j8-io2^  fr.). 

L'auteur  introduit  la  considération  de  la  sphère  tangente  aux  arêtes  du  polyèdre 
étoile. 

§  1.  Notice  sur  les  polyèdres  étoiles.  —  §  2.  Relations  jjénérales  entre  les  rayons 
des  trois  sphères,  l'une  inscrite  à  un  polyèdre  régulier  étoile  quelconque,  l'autre 
tangente  aux  arêtes  et  la  troisième  circonscrite  au  polyèdre  étoile.  —  §  3.  Inclinai- 
son mutuelle  des  faces  adjacentes  dans  les  polyèdres  réguliers  étoiles.  —  §  4.  Rela- 
tions numériques  entre  les  rayons  des  trois  sphères  dans  les  divers  polyèdres  régu- 
liers. —  §  5.  Expressions  générales  des  rayons  des  trois  sphères  en  valeur  de  l'arête 
des  polyèdres  réguliers  étoiles.  —  §  (j-  Valeurs  numériques  des  rayons  des  trois 
sphères  en  fonction  de  l'arête  des  divers  polyèdres  réguliers. 

Dostor  {G.).  —  Inscription  dans  le  cercle  des  polygones  réguliers 
de  i5,  3o,  6o,  120,  ...  côtés.  Calcul  des  côtés.  {io3-iio;  fr.). 

ZahradniTx  {K.).  —  INouvelle  propriété  des  sections  coniques. 
(i  I  i-i  12). 

CuT'tze  [Max.).  —  «  Inedita  Coppernicana  »,  tirés  des  manuscrits 
de  Berlin,  de  Frauenburg,  d'Upsala  et  de  Vienne.  (ii3-i47, 
337-373). 

I.  Le  Commentariolus  de  Copernic  sur  son  Livre  De  revohitionîbus.  —  II.  La 
Lettre  de  Copernic  au  chanoine  Wapowski,  à  Cracovie,  sur  le  Livre  de  Jean  Werner 
De  motu  octavœ  sphœrœ.  —  IIL  Autres  Notices  astronomiques.  —  IV.  Notices  mathé- 
matiques. —  V.  Copernic  comme  médecin.  —  VI.  Quelques  nouvelles  données 
sur  la  vie  de  Copernic. 

Dostor  (G.).  —  Nombres  relatifs  des  polygones  réguliers  de  Ji  et 
de  '2  71  côtés,  suivant  que  ti  est  un  nombre  impair  ou  un  nombre 
pair,  (i 48-1 52-,  fr.). 

Il  s'agit  ici  des  polygones  étoiles  des  divers  ordres. 

Hoppe  [R-)-  — Théorie  purement  géométrique  des  proportions 
(i53-i64). 


iif,  SECONDE  PARTIE. 

Le  but  de  l'auteiu'  est  d'éviter  la  considération  des  nombres  irrationnels,  en  l;i 
remplaçant  par  une  déHnition  de  la  similitude  des  polygones,  fondée  uniquement 
sur  des  égalités  d'angles. 

Hoppe  (R-)-  —  Sonitiiation  de  quelques  séries.  (i65-i74)' 

^ppelL  (P.).  —  Sur  une  classe  particulière  de  courbes  gauches 
unicursales  du  quatrième  ordre.  (lyo-iSa-,  fr,). 

Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,   i8  décembre  187G. 

Appell  (P-)'  —  Sut"  bîs  fractions  continues  périodiques.  (i83- 
1885  fr.). 

BartI  [Cari).  —  Sur  le  clieniin  suivant  lequel  un  point  passe 
dans  un  temps  minimum  d'un  milieu  au  milieu  contigu.  (189- 
201). 

Bartl  [Cari.).  ■ —  Contribution  à  l'interpolation.  (202-211). 

Mehnihe  (/?•)•  —  Remarque  sur  le  rayon  de  torsion  de  courbes 
gauches.  (212-214)-  —  Deux  théorèmes  sur  les  surfaces  du  second 
degré.  (2 14-21 5). 

Hoppe  [B.)-  —  Problème  de  minimum.  (2i5-2i8). 

Trouver  l'ellipse  d'aire  minimum  ayant  un  i'oyer  donné  et  passant  par  deux 
points  donnés. 

Falirmann  [Tf.).  —  Sur  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 
(218-219).  —  Développement  de  log  (i  4- .t).  (220). 

Spitzer  [S.  ).  —  Détermination  de  la  valeur  d'une  intégrale  détinic. 
(  221-222). 

Ciibr  [E.).  —  Calcul  du  troisième  côté  d'un  triangle  dont  on 
connait  deux  côtés  et  l'angle  qu'ils  comprennent.  (222-224). 

Nouvelle  manière  d'obtenir  une  prétendue  abréviation  du  calcul,  à  l'aide  d'un 
angle  auxiliaire. 

Netto  {E.).  —  Introduction  à  la  théorie  des  substitutions  et  ses 
applications.  (220-258). 

Cuhr  (-£.).  —  Détermination  de  la  projection  centrale,  déduite 
d'une  projection  orthogonale  cotée.  (  259-266). 

Cubr  [E.).  —  Comparaison  de  deux  hypothèses  concernant  hi 
valeur  morale  de  l'argent.  (  267-284). 
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Suivant  l'une  de  ces  hypothèses,  la  valeur  morale  d'un  changement  d'avoir  est 
exprimée  par  le  rapport  de  la  grandeur  absolue  du  changement  à  celle  de  l'avoir 
après  la  modification  brusque. 

Suivant  l'autre  (celle  de  Bernoulli),  cette  valeur  morale,  qu'il  y  ait  perte  ou  gain, 
est  mesurée  par  l'intégrale  du  rapport  de  la  grandeur  absolue  d'un  changement 
inTiniment  petit  à  la  grandeur  de  l'avoir  au  moment  où  se  fait  ce  changement. 

Dostov  {G.).  —  Propriétés  relatives  des  polyèdres  réguliers  qui 
sont  conjugués  entre  eux.  (285-289^  fr.  ). 

Doslor  [G.].  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  les  foyers  des 
courbes  du  second  degré.  (289-295-,  tr.j. 

Hoppe  {R-)-  —  Mouvement  d'une  tige  suspendue  à  un  lil.  (296- 
309). 

§  1.  Equations  différentielles  générales  du  mouvement.  —  §  2.  Rotation  perma- 
nente. —  §  3.  Stabilité  de  la  position  verticale. 

Hoffmann  l^K.-E.).  —  La  forme  linie  des  fractions  continues 
périodiques.  (3to-3i6). 

Scholtz  {A.').  —  Six  points  d'une  section  conique.  (3iy-324). 

Mamhe  [G.).  —  Problème  sur  la  construction  d'une  section  co- 
nique. (325-329). 

Zahradnik  [K.].  —  Contribution  à  la  Trigonométrie.  (33o-332). 

yf^"' 
— -•  (334-335  ). 
^^  /Il    ^  ' 

o 

Hoppe  [R.].  —  Une  équation  aux  dérivées  partielles.  (336). 

L'équation 

d'-u    _  du  du 

a  pour  intégrale 

TVassmuth  (^.  )•  —  Sur  les  formes  de  courants  plans  de  même 
potentiel  électromagnétique.  (374-389). 

Hoppe  {R.).  —  Mouvement  de  deux  points  matériels  liés  eutre 
eux  par  un  fil  élastique,  sans  l'intervention  de  forces  étrangères. 
(390-404). 

Moch  (L.).  —  Sur  le  cercle  contenu  dans  la  définition  de  la  ligne 
de  puissance  (axe  radical).  (4o5-42i). 
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Hain  {£.).  —  Recherches  sur  le  triangle.  (422-44^). 

Voir  Bulletin,  II„  9. 

IV.  Exemples  de  systèmes  symétriques  de  transversales.  —  V.  Les  anti-points  de 
la  circonférence.  —  VI.  Sur  quelques  sections  coniques  de  symétrie.  • —  VII.  Points 
d'affinité  steinérienne.  —  A'IIl.  Les  polaires  coniques.  —  IX.  Les  polaires  droites. 
—  X.  Un  point  de  symétrie  de  premier  ordre. 

Zalivadnïk  {K-)-    —  Nouvelle   contribution  à   la    théorie   de  la 
cissoide.  (443-447)- 

Voir  les  articles  du  même  auteur,  Bulletin,  VIII,  172,  et  XI,  21-. 

TJ'assmuth  (A.).  —  Note  sur  l'expression  du  potentiel  intérieur 
d'un  ellipsoïde  homogène.  (448)- 

Tome  LXIII;  1879. 

Aleyer  (G.).  —  Sur  la  théorie  des  résidus  cjuadratiques  et  cu- 
biques. (1-49). 

Stern,  dans  son  Mémoire  intitulé  Recherches  sur  la  théorie  des  résidus  quadra- 
tiques, a  commencé  par  quelques  études  sur  les  combinaisons  de  résidus  quadra- 
tiques et  de  non-résidus  quadratiques.  Ces  études  se  rapportent  principalement  aux 
combinaisons  de  la  deuxième  classe,  c'est-à-dire  aux  combinaisons  résultant  de  la 
réunion  de  deux  résidus  quadratiques  ou  de  deux  non-i-ésidus.  Stern  fait  la  remarque 
que  ces  considérations  pourraient  aisément  être  étendues  aux  combinaisons  des 
classes  supérieures.  L'objet  du  présent  travail  est  de  développer  les  résultats  in- 
diqués par  Stern  et  de  traiter  les  combinaisons  des  classes  de  troisième,  de  qua- 
trième et  de  cinquième  classe,  avec  ou  sans  répétition.  L'auteur  étend  ensuite  ses 
recherches  aux  résidus  cubiques.  • 

uéppell  [P-]'  —  Sur  les  familles  de  courbes  orthogonales  unique- 
ment composées  de  coniques.  (oo-55;  fr.). 

Wallejitin  (/.-G.).   —   Sur  la  théorie  des  séries  de  diiïerences. 
(56-6i). 

I.  Sur  quelques  séries  finies  de  l'Analyse  combinatoire.  —  II.  Sur  la  théorie. 

Herwegeji  [A-)-  —  Sur  la  théorie  du  courant  électrique  station- 
naire.  (62-80). 

Iloppe  {!(.).  —  Sur  les  lignes  de  longueur  minimum  sur  les  sur- 
faces des  centres  de  courbure.  (^81-92). 

On  sait  qu'à  chaque  ligne  de  courbure  répond  une  ligue  de  longueur  minimum 
sur  la  surface  des  centres  de  courbure  correspondante.  Celle  ligne  niininuim  a,  par 
conséquent,  une  propriété  qui  la  distingue  de  toutes  les  autres  lignes  minima  par- 
lant du    même   poiul.   On  peut  se   demander   ciuelles  sont  les  lignes  de  la  surface 
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primitive  qui  correspondent  en  général  à  des  lignes  niinima  de  la  surface  des  centres 
de  courbure.  La  solution  de  ce  problème  fournirait  pour  la  théorie  des  surfaces 
deux  nouveaux  systèmes  de  lignes,  dont  chacun  renfermerait  une  des  deux  séries 
de  lignes  de  courbure.  Le  problème  se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation  difie- 
rentielle  des  lignes  niinima  sur  la  surface  des  centres  de  courbure,  exprimée  au 
moyen  des  éléments  de  la  surface  primitive.  La  formation  de  cette  équation  pourrait 
présenter  en  elle-même  un  intérêt  suffisant,  en  ce  qu'elle  se  trouve  être  plus  simple 
qu'on  aurait  pu  s'y  attendre.  Elle  est  du  second  ordre  et  en  général  non  linéaire. 
Le  présent  travail  se  borne  à  l'étude  des  cas  où  elle  est  linéaire  et  où,  comme  on 
le  sait,  une  solution  particulière,  autre  que  la  ligne  de  courbure,  suffit  pour  obtenir 
l'expression  du  système  tout  entier. 

§  1.  Équation  différentielle  de  la  ligne  minimum  en  général.  —  §  2.  Equation 
différentielle  de  la  ligne  minimum  sur  la  surface  des  centres  de  courbure.  —  §  3.  Re- 
lations avec  les  grandeurs  fondamentales  de  la  surface  primitive.  —  §  4.  Condi- 
tions pour  que  l'équation  difTércnllelle  soit  linéaire.  —  §  5.  Solution.  —  §  G.  Solu- 
tions particulières. 

Zahradjnk  [K.].  —  Reolificatioii  au  Mémoire  intitulé  «rsouvelle 
pi'opriété  des  sections  coniques  )>.  (93). 

Voir  ci-dessus,  p.   11 5. 

Zaliradn'ilx  [K.).  —  Contribution  à  la   tliéoiie  de  la  cardioïde. 
(94-97)- 

Voir  Arch.  der  31.  11.  P/i.,  t.  LIX  {Ihdletiit,  \.,   161  . 

Schubert  [H.).  —  Le  nombre  constant  d'un  polyèdre  et  le  tliéo- 
rème  d'Euler.  (97-99). 

On  entend  par  nombre  constant  d'un  polyèdre  le  nombre  des  conditions  simples 
qui  suffisent  pour  le  déterminer.  Ce  nombre  est  égal  à  celui  des  arêtes  aug- 
menté de  6. 

Hoppe  {Ji-)-  —  Complément  du  théorème  d'Euler   sur   les  po- 
lyèdres. (ioo-io3). 

Démonstration  d'un  théorème  analogue  pour  les  polyèdres  non  convexes. 

Sinrani  [Th.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  séries.  (io3-io8). 
Sinram  [Th.).  ■ —  Quatrième  théorème  de  Pytliagore.  (108). 
Dobihshi  [G.).  —  Un  développement  en  série.  (108-1 10). 

Développement  de  e'  . 

Reinhold  {-^•)-  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  capillarité,  (i  10- 

1 12), 

Dostor  [G.].  —  Nouvelle  détermination  analytique  des  foyers  et 
directrices  dans  les  sections  coniques  représentées  par  leurs  é(pia- 
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lions  gévnérales,  précédée  des  expressions  générales  des  divers 
éléments  que  l'on  distingue  dans  les  courbes  du  second  degré,  et 
suivie  de  la  détermination  des  coniques  à  centre  par  leur  centre; 
et  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués,  (i  i3-2o4;  fr.). 

Hoppe  [R-]-  —  Surfaces  des  centres  de  courbure  qui  sont  des  sur- 
faces développables.   (2o5-2l4)- 

s  1.  Condition.  —  §  2.  Situation  de  la  surface  développable  des  centres  de  cour- 
Ijiire,  —  §§  3  et  4.  Premier  et  second  cas.  —  §  5.  Surface  des  centres  de  courbure 
d'une  surface  développable. 

Hellw'iiT  [C).  —  Les  cônes  circonscrits  à  l'angle  trièdre.  (2i5- 
219). 

DostoJ'  [G.].  —  Limite  de  l'erreur  que  l'on  commet  en  substituant 
dans  un  calcul  la  moyenne  arithmétique  de  deux  nombres  à  leur 
moyenne  géométrique.  (2205  fr.). 

DosLor  {(t.).  —  Propriétés  élémentaires  des  nombres.  (221- 
224^  fr.). 

Entleutner  [^i.-F.).  —  Développement  de  toutes  les  propriétés 
des  logarithmes  et  des  fonctions  circulaires,  en  parlant  de  l'inté- 
grale définie.  (223-266). 

Diekniann  [J.  ).  —  Sur  un  problème  d'élimination  de  la  Géométrie 
métrique.  (2(j;7-284)- 

Hoppe  iR')-  —  Sur  la  condition  que  doit  remplir  une  surface 
pour  appartenir  à  un  système  de  surfaces  triplement  orthogonal. 
(283-293). 

Ce  problème,  résolu  par  Cayley,  et  dont  l'étude  a  été  simplifiée  par  IM.  Darboux 
et  les  résultats  par  Weingarten,  est  encore  susceptible  de  quelques  simplifications. 
Dans  le  travail  de  Weingarten  {Journal  de  Crelle,  t.  83;  voir  Ifidletin,  II,,  221),  la 
découverte  d'une  relation  qui  serait  une  conséquence  de  l'orthogonalité  se  trouve 
séparée  de  la  démonstration  de  la  propriété  de  cette  relation  d'être  une  condition 
suffisante.  Mais  on  peut,  par  une  considération  qui  se  rattache  au  jjroblème,  déve- 
lopper la  condition  qui  doit  être  regardée  dès  le  principe  comme  suffisante,  sous 
une  forme  nouvelle  et  plus  simple. 

Lovenz  {JSorhert  roji).  — Sur  quelques  théorèmes  concernant  la 
théorie  du  triangle.  (294-309). 

JfoepJlingrn-IJerge/ulorfil/.  v.  ).  —  Stu-  la  ihéorie  de  l'attraction 
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de  certains  solides  de  révolution  dont  la  forme  dili'ère  peu  d'une 
sphère  ou  d'une  couche  sphérique.  (3io-325). 

Helm  (G.).  —  Démonstration  élémentaire  de  la  loi  de  la  gravita- 
tion de  Newton,  déduite  des  trois  lois  de  Kepler.  (Saë-SaS). 

Radiche  [A.  ).  ^-  Sur  la  division  de  l'angle.  (328-33 1). 

Hoppe  [R.).  —  Questions  d'exercice  sur  la  Géographie  mathé- 
matique. (33 1-333). 

Gebhard  [H.  ).  —  Sur  l'intégration  des  expressions  irrationnelles. 
(334-336). 

Hain  [E.].  — Sommation  géométrique  d'une  série  arithmétique. 

(336). 

Klinger.  —  Contributions  à  la  Géographie  mathématique.  (33^- 

368). 

Hoppe  {R.}'  —  Sur  la  condition  pour  qu'une  droite  variable  puisse 
être  la  normale  principale  d'une  courbe,  et  questions  qui  s'y 
rattachent.  (369-379). 

Dobinshi  [G.].  —  Séries  goniométriques.  (380-392). 

Dobihshi  (G.).  —  Sommation  de  quelques  séries  d'arcs.  (393- 
400). 

Hain  [E.).  —  Les  axes  radicaux  des  cercles  de  symétrie  les  plus 
importants  du  triangle.  (401-402). 

Hain  {E.).  —  Sur  la  division  des  côtés  d'un  triangle.  (4o3-4o6). 

Hain  [E.].  —  Sur  l'involution.  (407-412). 

Broda  (A.  ).  —  Contributions  à  la  théorie  de  la  divisibilité.  (4i3- 
428). 

Herzog  (/.  j.  — Problème  sur  les  sections  coniques.   (429-430). 

Étant  donné  un  cône  dL»révolution  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal de  projection,  le  couper  suivant  une  hypeibole,  de  telle  sorte  que  la  projec- 
tion horizontale  et  la  projection  verticale  soient  l'une  et  l'autre  des  hyperboles 
e(iuilatères. 

Dostor  [G.).  —  Centre  de  gra\ité  du  périmètre  d'un  quadrilatère 
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quelconque  et  centre  de  gravité  du  volume  d'un  tronc  de  pyra- 
mide polygonale.  (431-433 -,  fr.). 

Dostor  (G.).  —  Surface  d'un  polygone  spliérique  étoile  quel- 
conque. (433-434;  11"-)- 

Dostor  (G.).  —  Sommation  directe  et  élémentaire  des  quatrièmes, 
cinquièmes  et  sixièmes  puissances  des  71  premiers  nombres  entiers. 
(435-4405  fr.). 

Sinrani  [Th.).   —  INouveau  calcul  du  volume  d'un  prismatoïde. 

(440-443). 
Sinram  {Th.).  —  Note  sur  l'ellipse.  (443-444). 

Sinram  [Th.).  —  Quelques  problèmes  sur  le  calcul  des  combi- 
naisons. (445-447)- 

Polster  [Fr.).  —  Transformation  de  la  série  de  Leibnitz  qui 
donne  la  valeur  de  t..  (447"448)- 

Tome  LXIV;  1879-1880. 

Hoffmann  [K.-E.).  —  Sur  le  développement  en  fraction  continui* 
des  irrationnelles  du  second  degré.  (1-8). 

Hoffmann  [K.-E.).  —  Transformation  des  irrationnelles  du 
^^ièmo  degré  en  fraction  continue.  (9-18). 

Appell  [P.).   —  Sur  une  propriété  caractéristique  des  hélices. 

(19-23-,  fr.). 

Faihas  (/•  ).  —  Résolution  des  équations  algébriques  trinômes. 
(24-29). 

Zrzavj  [V.).  —  Discussion  d'une  intégrale  multiple.  (3o-45). 

11  s'agit  de  l'intégrale 

J=    /      (lu    j     f{x')cos[u(p(x)](p'{x)dx, 

(>ùf(x)  et  o{x)  sont  des  fonctions  uniformes  et  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  i>. 

Dostor  [G.).  —  Moments  d'inertie  des  surfaces  et  solides  do 
révolution  appartenant  à  la  sphère.  (46-56;  fr.  ). 
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Dostor  [G.].  —  Evaluation  d'un  certain  déterminant.  (57-595  ïr.). 

Hoppe  (/?.).  —  Rcclierclies  sur  la  ligne  de  longueur  minimum. 
(60-73). 

«  Si  l'on  a  sur  une  surface  une  série  continue  de  lignes  minima,  coupées  à  angles 
<lroits  par  une  série  continue  de  parallèles  géodésiques,  alors,  en  chaque  point 
d'intersection,  la  binormale  des  premières  courbes  est  identique  avec  la  tangente  des 
secondes,  et,  réciproquement,  tout  système  orthogonal  de  courbes  sur  une  surface, 
jouissant  de  la  propriété  que  les  binormales  de  l'une  des  séries  coïncident  avec  les 
tangentes  de  l'autre  série,  est  un  système  orthogonal  géodésique.  Cette  circonstance 
nous  permet  de  détacher  de  la  théorie  des  surfaces  le  problème  de  la  ligne  mini- 
mum et  de  le  traiter  exclusivement  sur  le  terrain  de  la  théorie  des  courbes.  Nous 
ne  considérerons  donc  pas  la  surface  comme  donnée,  mais  nous  attribuerons  à  une 
courbe  une  variation  telle  qu'elle  devienne  une  ligne  minimum  sur  la  surface  qu'elle 
engendre.  » 

§  1.  Formules  de  développement.  —  §  2.  Condition  d'un  système  orthogonal 
géodésique.  —  §  3.  Résultats  dos  déterminations  précédentes.  —  §  4.  Conditions 
pour  qu'à  différentes  surfaces  appartienne  une  ligne  minimum  déterminée  de  la 
même  manière.  —  §  5.  Ligne  minimum  plane.  —  §  6.  Ligne  minimum  hélicoïdale. 

Spitzer  [S.].  —  Solution  de  quelques  problèmes  de  Calcul  des  pro- 
babilités. (74-94)- 

ylppell  (P.).  —  Sur  un  théorème  concernant  les  séries  trigono- 
métriques.  (95-965  fr.). 

Hoppe  {R-)-  —  Cliute  libre  d'un  point  à  la  surface  de  la  Terre. 
(96-105). 

Sucharda  [Ajit.].  —  Démonstration  d'un  théorème  sur  les  pro- 
jections. (io5-io8). 

Il  s'agit  d'un  théorème  énoncé  par  Staudigl,  Sitzungsb.  d.  Akad.  d.  TViss.  zn 
Wien,X.  LXIV,  1871.  Voir  Bulletin,m\,  214. 

ylmeseder  [Ad.).  — Remarques  sur  la  génération  d'un  faisceau 
uniforme  de  rayons  et  d'un  système  biforme  de  rayons  de 
deuxième  classe.  (109- 112,  i  pi-)- 

l~eltmaiin  (  W.\  —  Les  coordonnées  triaxiales  dans  les  équations 
du  premier  et  du  second  degré,    (i  i3-i42). 

Ameseder  [Ad.).  —  Sur  les  podaires  des  sections  coniques.  (i43- 

'44). 

Ameseder  [Ad.).  —  Sur  la  théorie  des  podaires  des  sections 
coniques.  (i45-i63). 
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Amesedei:  [Ad.).  —  Théorie  des  podaires  négatives.  (164-169). 

Aineseder  (Ad.).  —  Podaires  négatives  des  sections  coniques. 
(170-176). 

Ameseder  [Ad.].  —  Astroïdes.  (177-181). 

Mach.  —  Étude  d'une  courbe  quelconque  et  d'un  de  ses  cercles  de 
courbure  au  point  de  vue  de  leur  situation  mutuelle  au  point 
d'osculation.  (182-188). 

Hoppe  [H.).  —  Théorèmes  les  plus  simples  de  la  théorie  des 
espaces  à  plusieurs  dimensions.  (i8o-2i3). 

«  Dans  un  grand  nombre  de  formules  de  la  Géométrie  analytique,  on  remarque 
facilement  que,  au  lieu  des  trois  coordonnées,  on  pouirait  introduire,  d"après  un(î 
analogie  évidente,  un  nombre  quelconque  //  de  variables  de  même  nature;  le  résultat 
analogue  doit  alors  satisfaire  à  la  condition  d'une  interprétation  géométrique  par- 
tielle, obtenue  en  considérant,  soit  immédiatement,  soit  après  une  transformation 
de  coordonnées,  la  projection  de  la  figure  qu'on  a  déterminée,  sur  l'espace  à  trois 
dimensions,  c'est-à-dire  en  annulant  les  coordonnées  «  —  3  'un  —  3. 

»  A  une  série  de  telles  propositions,  qui  se  présentent  d'elles-mêmes,  j'en  ajou- 
terai quelques  autres,  découvertes  d'abord  par  le  calcul,  mais  également  simples 
quant  au  résultat.  Je  ne  me  propose  pas  ici  de  préparer  la  voie  à  une  théorie  géné- 
rale. L'utilité  d'une  semblable  entreprise  peut  aisément  devenir  illusoire  en  ce  que, 
en  face  de  la  multitude  de  méthodes  possibles,  on  la  laisserait  tout  ii  fait  de  côte, 
les  problèmes  particuliers  pouvant  être  résolus  par  une  voie  plus  courte.  L'étude 
des  figures  à  n  dimensions  me  paraît  surtout  présenter  cet  avantage  (qui  n'est  pas 
le  seul  )  de  rendre  sensible  la  loi  du  passage  de  deux  à  trois  dimensions,  loi  que  l'on 
peut  rarement  conclure  à  l'aide  des  deux  termes  connus  de  la  progression.  C'est 
dans  cette  vue  que  j'aborde  à  la  fin  de  cet  article  un  problème  qui  donne  une  loi 
assez  compliquée  pour  le  passage  au  delà  de  trois  dimensions,  savoir  le  calcul  de 
l'angle  de  n  dimensions. 

»  Quant  au  sens  et  à  l'interprétation  de  la  Géométrie  à  u  dimensions,  je  la  con- 
sidère comme  une  théorie  reposant  sur  une  base  purement  analytique  et  dont  les 
conceptions  doivent  être  définies  par  la  pure  analyse.  Dans  cette  manière  de  voir, 
elle  ne  présente  plus  aucune  différence  essentielle  vis-à-vis  de  la  Géométrie  ordi- 
naire. Notre  système  habituel  d'étendue  à  trois  dimensions  est  semblablement  un 
produit  de  l'intelligence,  qui  se  distingue  du  système  général  par  cela  seul  qu'il  est 
nécessaire  et  suffisant  pour  la  représentation  objective  des  données  de  nos  sensa- 
tions, en  conséquence  de  quoi  il  a  été  créé  instinctivement,  et,  par  un  usage  con- 
tinuel, il  nous  est  devenu  familier  et  intuitif;  tandis  que  les  phénomènes  sensibles 
ne  nous  ont  fourni  aucune  occasion  qui  nous  forçât  à  introduire  un  plus  grand 
nombre  de  dimensions,  et  que  faute  d'exercice  nous  n'avons  pas  appris  à  sur- 
monter la  difficulté  que  nous  éprouvons  à  nous  représenter  un  tel  système.  La  nature 
ne  nous  a  donné  qu'une  étendue  à  deux  dimensions  du  sens  de  la  vue,  et  encore 
cela  ne  correspond  pas  exactement  à  l'intuition  sur  le  plan,  la  vision  étant  con- 
formée sphériquement  et  nous  forçant  ainsi  à  introduire  hypothétiquement  le  rayon 
vecteur  invisible  comme  une  grandeur  analytique,  comparable  aux  dimensions   de 
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limage.  C'est  par  un  acte  d'une  nature  toute  semblable  que  nous  avons  pu  nous 
élever  à  l'idée  d'un  plus  grand  nombre  de  dimensions. 

I»  Comme  il  n'existe  ainsi  aucune  diflerence  d'origine  entre  ces  conceptions,  on 
est  pleinement  en  droit  d'employer  dans  la  théorie  de  l'espace  à  plus  de  trois 
dimensions  les  mêmes  termes  dont  on  fait  usage  dans  le  cas  de  trois  dimensions. 
Seulement,  lorsque  ces  termes  n'ont  pas  le  même  sens  dans  le  plan  et  dans  l'espace, 
j'ai  préféré  créer  des  termes  nouveaux.  » 

Hoppe  [R.)-  —  Remarques  sur  la  transformation   de  la  série  de 
Leibnitz,  dans  le  Tome  précédent  (447)-  (2i4-2i5). 

Voir  plus  haut,  p.   122. 

Simon   [H.).  —  Théorème  sur  les   sécantes  et  les  cordes  de  la 
parabole,  avec  quelques  conséquences.  (210-217). 

Hoppe  {R-).  —  Extension  de  la  solution  particulière  connue  du 
problème  des  trois  corps.  {218-223). 

Hoppe  [R-)-  —  Equation  de  la  courbe  d'un  cordon  avec  un  nœud 
indénouable.   (224). 

Mack.   —  Sur  certains  carrés  qui  se  rattachent   à  deux  cercles 
donnés.  Deux  problèmes  de  Géométrie  analytique.  (225-252). 

Lovenz  i^N.  v.).  —  Sur  une  série  de  nouveaux  problèmes  relatifs 
au  triangle.  (253-266). 

Hain  [E.].  —  Sur  la  Géométriede  la  droite.  (267-2^3). 

Jfoppe  (R.)-   —  Application  géométrique  de  l'addition  des  inté- 
grales elliptiques.  (274"295). 

«  L'intersection  d'un  cylindre  de  révolution  et  d'une  sphère  donne  naissance  à 
un  grand  nombre  de  figures,  dont  la  mesure  peut  s'exprimer,  et  dans  la  plupart 
des  cas  assez  simplement,  au  moyen  des  intégrales  elliptiques. 

»  La  portion  de  cylindre  renfermée  dans  la  sphère  dépend  des  seules  intégrales 
de  seconde  espèce  ou  des  intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce,  suivant 
que  le  cylindre  est  complètement  traversé  ou  simplement  entaillé  par  la  sphère. 
Dans  le  cas  limite  où  le  cylindre  est  touché  intérieurement  par  la  sphère,  l'inté- 
grale n'est  plus  elliptique,  mais  algébrique. 

»  La  surface  cylindrique  partage  la  sphère  eu  deux  parties,  dont  il  suffit  de 
calculer  une  seule  directement,  la  partie  extérieure  par  exemple.  Celle-ci  est  gé- 
néralement composée  d'intégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce  et 
d'un  terme  circulaire  avec  une  partie  algébrique:  lorsque  la  surface  cylindrique 
passe  par  le  centre  de  la  sphère,  l'expression  se  compose  très  simplement  d'inté- 
grales de  seconde  espèce  ou  des  deux  premières  espèces,  dans  les  mêmes  cas  que 
la  valeur  de  la  surface  cylindrique. 

»  La  longueur  de  la  courbe  d'intersection  est  généralement  hyperelliptique;  seu- 


,20  SECOiNDE  PARTJt:. 

lenient,  quand  lo  cylindre  est  tarifent  intérieurement  à  la  sphère,  elle  se  rédut 
aux  intégrales  dp  seeor.de  espèce. 

»  Le  volume  compris  entre  les  deux  surfaces  est  toujours  une  intégrale  de  troi- 
sième espèce.  » 

Soient 

les  équations  de  la  sphère  et  du  cylindre. 

§  1.  Surface  du  cylindre  traversé  («>6-(-c).  —  §  2.  Surface  du  cylindre  en- 
taillé («<i-t-c).  —  §  3.  Réunion  des  deux  cas.  —  §  -i.  Surface  sphériquc  exté- 
rieure au  cylindre.  —  §  5.  Longueur  de  la  courbe  d'intersection.  —  §  G.  Volumes 
limités  par  les  deux  surfaces.  —  §  7.  Ellipses. 

Sinram  [Th.).  —  Contribution  à  la  résolution  des  équations  du 
deuxième,  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  (spô-Sop). 

Dostor  [G.].  —  Sommes  des  dix  premières  puissances  des  n  pre- 
miers nombres  entiers  et  des  cinq  premières  puissances  des  n  pre- 
miers nombres  impairs.  Relation  entre  ces  diverses  sommes. 
(3io-320;  fr.). 

Dostoj'  [G.).  —  Méthodes  expéditives  pour  l'extraction  de  la  racine 
cubique  des  nombres  entiers  ou  décimaux.  (321-332  ;  fr.). 

Hoffmann  [K.-E.).  —  Sur  le  nombre  des  nombres  premiers  infé- 
rieurs à  une  limite  donnée.  (333-336). 

Grunei't  [J.-A.].  —  Sur  la  première  méthode  de  ?Sewton  pour  la 
construction  d'une  section  conique  passant  par  cinq  points 
donnés.  (337-349)- 

Dostoi-  [G.].  —  Question  sur  les  nombres.  (35o-352;  fr.). 

Dostor  [G.].  —  Sommation  des  cidres  d'un  certain  nombre  d'im- 
pairs consécutifs.  (353-355;  fr.  ). 

Dostor  (G.).  —  Propriétés  de  la  suite  naturelle  des  nombres  im- 
pairs. (356-36o5  fr.). 

Dostor  (G.  ).  —  Somme  des  carrés  et  somme  des  cubes  des  n  -+-  i 
nombres  entiers  consécutifs,  dont  le  premier  est  n-hi.  (36i- 
362-,  fr.). 

Hoppe  (7?.).  —  Sur  le  mouvement  libre  d'un  corps  sans  l'action 
d'un  couple.  (363-372). 

4  Je  reprends  ici  la  solution  de  ce  problème,  déjà  traité  analytiquement 'par 
Jacobi   et  synlhotiquement  par  Poinsot,    parce  que  cette  solution, -pour   le    fond 
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comme  pour  la  forme,  a  été  toujours  considérée  comme  une  des  pln3  remarquables 
découvertes,  et  que  je  puis  faire  voir,  au  contraire,  qu'elle  se  présente  delà  manière 
la  plus  directe  sans  qu'on  ait  a  recourir  à  aucun  artifice  lorsqu'on  suit  la  voie  ana- 
lytique, où  l'on  ne  risque  pas  de  s'égarer.  Quelque  estime  que  m'inspire  les  nouveaux 
points  de  vue  révélés  par  Poinsot,  je  ne  puis  me  ranger  à  son  avis  lorsqu'il  affirme 
que  cette  solution  est  une  preuve  que  souvent  des  problèmes  difficiles  peuvent  se 
résoudre  simplement  par  des  considérations  synthétiques.  Il  serait  bien  plus  facile 
de  lui  faire  cette  concession  pour  sa  théorie  de  la  nutation,  qui  constitue  réelle- 
ment une  œuvre  considérable,  bien  que  ses  raisonnements  ne  diffèrent  pas  essen- 
tiellement des  raisonnements  analytiques  et  qu'il  ne  s'agisse  surtout  que  de  l'adop- 
tion d'une  forme  répondant  mieux  à  la  tournure  d'esprit  de  l'auteur.  Pour  ce  qui 
est  du  présent  Mémoire,  si  l'on  considère  que  Poinsot  a  employé  près  de  vingt 
pages  de  calcul  pour  tirer  de  ses  constructions  les  déterminations  analytiques,  on 
\erra  que  cette  solution  synthétique  n'atteint  pas  le  même  but  pratique  que  le 
calcul  direct  et  ne  conduit  pas  par  le  plus  court  chemin  à  une  représentation 
explicite  des  grandeurs  cherchées.  » 

§  1.  Solution  directe   du  problème  sans  discussion.  —  §  2.   Discussion  et  déve- 
lo|)pement. 

Hoppe  [R-)-    —  Démonstration  élémentaire  de  l'existence  d'un 
centre  des  forces  parallèles.  (373-378). 

§   1.  Des  moments  statiques.  —  §  2.  Du  centre  des  forces  parallèles. 

Hoppe  {!(•)■  —  Sur  la  seconde  intégrale  particulière  d'une  équa- 
tion dillérentielle  linéaire  du  second  ordre.  (379-386). 

L'auteur  examine  dans  quels  cas  cette  seconde  intégrale  peut  se  déduire  de  la 
première  par  la  différentiation. 

yljipell  (P.).  —  Sur  les  séries  divergentes  à  termes  positifs.  (387- 
392;  fr.). 

Spitzer  iS.).    —   Intégration  de  deux   équations   différentielles. 
(393-397). 

L'auteur  considère  les  deux  équations 

(<7,.r-t-  b^)■-^  c,)"^.r-H  («jX-h  b.y -i- '.\Y dj  —  0, 
xy"' ^^  h.{xr'  —  IX j ) . 

Hain  {E.).  —  Sur  la  construction  des  systèmes  de  points  symé- 
triques. {398-406). 

Dostor  {G.).  —  Surfaces  des  triangles  dont  les  sommets  sont  les 
pieds  des  bissectrices  d'un  triangle  donné.  (407-420;  fr.). 

Dostor  [G.].  —  Distances  mutuelles  entre  les  pieds  des  six  bis- 
sectrices d'un  triangle.  (426-431;  fr.). 
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Curtze  [M.).  —  Courte  réplique  à  M.   Th.  Zebrawski,    membre 
de  l'Académie  de  Cracovie.  (432-434). 

Au  sujet  des  remarques  publiées  dans  le  Bullettino  de  Koncompagni  à  propos  du 
travail  inséré  dans  le  même  recueil  par  M.  Curtze,  sous  le  titre  «  Sur  l'orthograplie 
du  nom  et  sur  la  patrie  de  Witelo  (Vitellion)  ». 

Cantor  (G-)-  —  Remarque  sur  les  séries  trigouométriques.  (434" 
435). 

Critiques  sur  la  Note  de  M.  Appell.  (J'oir  plus  haut,  p.  laS). 

Hoppe  {R-)-  —  Remarque  sur  les  séries  trigouométriques.  (4-5-^- 
438). 

Réponse  à  la  Note  précédente. 

Hoppe  [R')-  —  Centre  de  gravité  d'uu  polygone.  (439). 

Hoppe  {R-)-  —  Problèmes  d'exercice  sur  la  Planimétrie.  (44o). 

Hoppe    {R.)'    —   Triangle   rationnel   dont   les   côtés    sont   trois 
nombres  entiers  consécutifs.  (44i-443)- 

Hoppe  {R.).  —  Sur  quelques  questions  de  principe  de  la  théorie 
infinitésimale.  (444"447)- 

Meissel.   —  Contribution    à  la  Trigonométrie    sphérique.    (447~ 

448). 
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Année  1876. 

TVeyr  {Etn.).  —  Remarque  sur  une  espèce  particulière  de  coniques 
situées  en  involution.  (42-46). 

Weyr  [Ed.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.   (172- 
2o3). 

Voir  Buliecin,  111,,  \:^!^. 


(')  Voii-  Ultlleciii,    III,,   1  18. 
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Studnicka  [F.-J.).  —  Sur  la  relation  entre  les  carrés  magiques  et 
la  théorie  des  déterminants.  (  269-271). 

Année  1877. 

TVeyr  (^Ed.). —  Sur  le  développement  des  irrationnelles  du  second 
degré  en  fractions  continues.  (65-^2). 

Voir  Bulletin,  T.,  173. 

Studnicha  [F.-J .).  —  Propriétés  nouvelles  des  (*oeflicients  bino- 
miaux,  déduites  de  la  généralisation  d'une  proposition  de  la  théo- 
rie des  quantités  complexes.  (92-93). 

Studnicka  [F.-J.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  déterininanls. 

(l20-I25). 
En  désignant  par  A,j  les  mineurs  du  déterminant 

on  lire  de  la  formule 

A.Sdr  ^,,«33 .  ..«„_„„_,=  S  ±A„„  A,, 

l'expression  de  A  au  moyen  des  quatre  mineurs  A,,,  A,„,  A,^.  A„„  et  dos  mineurs 
S  ±  rt.j. . .  «„_,,„_,  de  degré  «  —  2,  ce  qui  permet  de  calculer  A  plus  rapidement 
qu"on  ne  le  fait  d'ordinaire. 

Comme  application,  l'auteur  donne  une  nouvelle  démonstration  du  lliéorème 
connu  sur  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  deux  réduites  d'une  fraction 
continue;  puis  il  calcule  la  valeur  d'un  déterminant  symétrique  dont  la  diagonale 
ne  contient  que  des  zéros. 

Zahradnik  (A.).  —  Lieu  géométrique  des  points  correspondants  à 
des  triangles  de  contact  constants  par  rapport  à  lacissoïde.  (i25- 
128). 

Par  un  point  P  passent  trois  tangentes  à  une  cissoïde;  les  trois  points  de  contact 
doivent  être  les  sommets  des  triangles  d'une  constante.  Alors  le  lieu  de  P  est  une 
courbe  du  cinquième  degré  ayant  un  point  double  au  point  double  de  la  cissoïde. 

IVejr  l^Em.).  —  Les  courbes  de  troisième  ordre  considérées  comme 
courbes  d'involution .  (  1 3 1  - 1 33) . 

On  suppose,  sur  une  conique  Cj,  une  involution  de  tangentes  du  quatrième  derré. 
La  courbe  d'involution  I3,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  d'intersection  des  tangentes 
d'un  groupe,  est  une  courbe  générale  du  troisième  degré.  Désignons  par  'T^T^T,T^ 
et  T'iTjTjTj  deux  groupes  de  l'involution  ;  par  Kj  et  K,  deux  coniques,  inscrites 
respectivement  à  ces  groupes  et  0,0;  03  0,,  les  tangentes  communes  à  K,  et  à  K'.  > 
enfin,  parK'I  une  conique  inscrite  au  quadrilatère  0.  Alors  les  tangentes  communes 
à  C,  et  à  Kj  formeront  un  groupe  de  1  involution.  On  fait  dégénérer  K.,  Kl  et  K" 
Bull,  des  Sciences  miitliém.  2"  Série,  t.  IV.  (Juillet  1880.)  1\  .  lO 
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en  des  systèmes  de    deux  points  (sommets  opposés   des  quadrilatères    respeclifs, 
pour  obtenir  une  construction  simple  de  I,. 

Zahradnik[K.).  —  Sur  la  cardioïde.  (184-190). 

L'auteur  considère  :  1°  les  pôles  à  trianjjlos  de  contact  d'aire  constante;  2°  la  rela- 
tion qui  lie  le  pôle  avec  le  centre  de  gravite  du  triangle  de  contact. 

TFeyr  (Ed.).  —  Sur  la  représentation  conforme  des  surfaces  au 
moyen  de  la  projection  centrale.  (273-276). 

Si,  en  projetant  une  surface  sur  une  autre,  on  conserve  les  angles,  ou  les  deux  sur- 
faces sont  semblables,  oîi  l'une  est  la  transformation  de  l'autre  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,   le  centre  de  projection   étant  aussi  le  centre  de  transformation. 

Zrzavy  [F.].  —  Formule  simple  pour  le  calcul  de  la  convergenct; 
méridienne  d'après  les  coordonnées  spliériques  rectangulaires  au 
moyen  d'une  Table  auxiliaire.  (278-280). 

On  entend  par  convergence  méridienne  la  différence  entre  l'angle  de  direction  et 
l'azimut  a'  d'un  rayon  partant  d'un  point  donne. 

Studnicha  [F.-J.].  —  Sur  la  représentation  indépendante  de  la 
^^lème  (Jérivée  d'une  puissance  dont  la  base  et  l'exposant  sont  des 
fonctions  différentes  d'une  même  variable.  (SGS-SjS). 

La  dérivée  s'obtient  sous  la  forme  du  produit  de  11^  par  un  déterminant  de  degré  n 
(  Derivadonsdeterminante  ) . 

SlLidnicJia  [F.-J.].  —  Nouvelles  contributions  au  Calcul  différen- 
tiel. (  398-399  \ 

Dérivée  «'^™®de-;  application  aux  dérivées  detangar,  cotJC,  sécjc,  cosëcj*,  et  h  la 
recherche  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  -• 


Année  1878. 

Studnicka  (  F.-J.).  —  Sur  l'équation  du  plan  oscillateur,  (  37-4  1  )• 

Schmidt  [G.].  —  Démonstration  simple  des  équations  du  mouve- 
ment d'Euler.  (79-81). 

{iunther  {S.).  —  Sur  l'équation  indéterminée  x^  -{-  7  ^  =::  a^.  (112- 

VFeyr  [Ed.).  —  Remarques   sur  deux  théorèmes  de  Dynamique. 
(i33-i46). 

L'auteur  détermine  tous    les  systèmes   mécaniques   qui,  sollicités   par  des  furooii 


RKVUE   DES   PUBLICATIONS.  i3i 

quelconques,  suivent  ou  le  i)rincipe  du  mouvement  du  centra  des  masses  ou  le 
principe  des  aires,  relativement  soit  à  un  axe,  soit  à  deux  axes,  etc.  Il  démontre  un 
théorème  général  comprenant  ces  deux  principes  comme  cas  particuliers  par  la  con- 
sidération du  déplacement  général  d'un  corps  rigide. 

Solin  [J.].  —  Sur  quelques  propriétés  des  nombres  de  Clapevron. 

(146-107). 

Il  s'agit  des  nombres  e,,  £„....,  liés  par  les  relations 

4ê,-H«3=o,      £,  H-  4  £,-+-£$  =  O»      «5^-4^3-1-54=0,    .... 

L'auteur  obtient  des  propriétés  nouvelles  de  ces  nombres  pour  faciliter  le  calcul 
des  moments  des  appuis  [Stiitzciimomeiite)  et  des  réaclions  d'un  support  continu 
composé  de  champs  égaux. 

MatzUa  (  TV.^.  —  Coiitril>utioii  à  uik;  exposition  systématique  en 
Algèbre  des  logarithmes  naturels  dans  le  sens  de  Aeper  et  d'Euler. 
( 206-235). 

KoJistka  [K.).  —  L'altitude  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  de 
Carlsbad  et  de  ses  environs.  (230-246). 

(jrvuss  [G.).  — Sur  les  fonctions  elliptiques.  (246-249). 

Zahradnih  (K.).  — Sur  le  lieu  des  centres  de  courbure  du  point 
de  base  d'un  faisceau  de  courbes  du  ji^'""^  ordre.  (25o-253). 

Ce  lieu  est  une  courbe  cubique  ayant  un  point  double  au  point  de  base  du  fais- 
ceau. 

Afatzka  (  Tr  .'j,  —  Sur  les  limites  de  fonctions  fondamentales  en 
analyse.  (262-272). 

Tiechn  {G.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  la  théorie  de  l'involu- 
tion  quadratique.  (272-289). 

(tilnther  [S.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  nombres  congrus. 
(289-294). 

Un  entier  a,  daprès  Woepcke,  est  appelé  congru  s'il  existe  une  solution  ration- 
nelle des  équations 

Un  entier  a  étant  donné,  il  s'agit  de  reconnaître  s'il  est  congru  ou  non. 

Kantor  [S.).  —  Note  relative  à  la  théorie  de  l'involution  cubique 
sur  une  conique.  (3i2-3i6). 

Théorèmes  intéressants  relatifs  au  cas  où  l'involution  donnée  se  trouve  sur  ub 
cercle. 

Ed.  W. 
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COMPTES  RENDUS  iiebdomadmres  des  séances  de  lAcadéjiie  des  Sciences. 
Tome  LXXXIX;  1880. 

IS°  14;  5  avril. 

Hermite.  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 

(761). 

Villarceau  (  J  •)• —  Application  de  la  théorie  des  sinus  des  ordres 
supérieurs  à  l'intégratioa  des  équations  différentielles  linéaires. 

(767)- 
Resal.  —  Sur  quelques  tliéorèuies  de  Cinématique.  {'J^q)- 

Sainte-Claire  De\>ille  [H,)  et  Troost.  —  Delà  détermination  des 
hautes  températures,  (77^)- 

Faye.  —  Sur  le  cyclone  du  24  janvier  dernier  à  la  Nouvelle-Calé- 
donie. (780). 

Boussinesq.  —  Sur  la  manière  de  présenter  la  théorie  du  potentiel 
dans  riiypothèse  généralement  admise  de  la  discontinuité  de  la 
matière.  (792). 

Alluard.  —  Hiver  de  1879- 1  880  à  Clermont  et  au  Puy-de-Dôme. 

(79'5)- 
Faye.  — Remarques  au  sujet  de  la  Communication  Ac^l.  Alliuird . 

(798). 

Alluard.  — Observatoire  météorologique  du  Puy-de-Dôme.  \  erglas 
du  21  novembi-e  1879.  (799). 

Rozé  [C).  —  Etude  sur  la  chronométrie  :  de  la  compensation. 

(807). 

Laguevve.  —  Sur  les  équations  algébriques  dontle  premier  membre 
satisfait  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre.  (809). 

Soit  l'Var)  =  0  iino  tfllc  éqiiali(jn,  dont  le  premier  niembic  satisfait  à  Iwiimtion 
•'J'"h- Q.)'-l-  Hj  =0. 
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M.  Laguerre  établit  que  l'expression 

£1=  PRh- PQ'  — QP'— ,^'^"- Q^ 

4(«  — ij 

est  positive  ou  nulle  pour  toute  racine  de  l'équation  F  (.r)  =  o. 

Si  donc  il  n'est  pas  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  on  a  un  moyen  d'obtenir 
des  limites  entre  lesquelles  sont  comprises  les  racines;  par  exemple,  pour  le  poly- 
nôme de  degré  «  qui  satisfait  à  l'équation 

y  —  xf  -+-  »r  =  o. 

2  (  «  —  I  ) 

M.  Laguerre  indique  la  limite  supérieure  —  • 

\  n-r-  2 

Deprez  {M.).  —  Sur  le  mesureur  d'énergie,  (812). 

3Iorisot.  —   Sur   la    chaleur   spécifique    et   la   conductibilité  des 
corps.  (8i4)' 

N°  15-,  12  avril. 

Stephan  [E.].  —  jNébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Observa- 
toire de  Marseille.  (SSy). 

Jamin.  —  Sur  l'explication  de  l'expérience  de  MM.  Lontin  et  de 
Fonvielle.  (SSg). 

Lucas.  —  Sur  les  fonctions  cyclotomiques.  (855). 

Les  fonctions  cyclotomiques  ne  diffèrent  que  par  un  changement  de  variables  dos 
fonctions  numériques  simplement  périodiques  introduites  par  M.  Lucas. 

Les  lois  signalées  par  M.  Sylvester  ont  été  démontrées  dans  son  Mémoire  (^wp- 
rican  Journal  of  Mathematics,  t.  I,  p.  2i0,  ago-Soo).  M.  Lucas  signale  en  outre  lo> 
théorèmes  suivants  : 

Pour  que  p  =;  2''*+-'  soit  premier,  il  iaut  et  il  suffit  que  la  fonction  cyclotomique 

d'indice  p  -^\  soit  divisible  par  p  pour  x  ^  V^- i . 

Pour  que /7  =  0'-*+^ — i  soit  premier,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  cyclolo- 

mique  d'indice  p  -H  i  soit  divisible  par  p,  en  supposant  jc  =  3  y —  1 , 

Bresse.  —  Réponse  à  une  jNote  de  M.  Boussinesq.  (807). 

Rozé  [C).  —  Études  sur  la  clironométrie  :  de  la  compensation. 

(858). 

Deprez    [M.).    —  Sur   un   nouvel   indicateur  dynamométrique. 
(861). 

Amagat  [H.].  —  Sur  la  déformation  des  tubes  de  verre   sous  de 
fortes  pressions.  (863). 
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Ader .  —  Sur  quelques  expériences  nouvelles  d'atliactious  magné- 
tiques. (864). 

i\"  16;  19  avril. 

Resal.  —  Du  problème  inverse  du  mouvement  d'un  point  matériel 
sur  une  surface  de  révolution.  (889). 

Royer  [E.].  —  Théorie  des  phénomènes  capillaires.  (908). 

Fonvielle  ijî''-  de). —  Sur  le  gyroscope  électromagnétique.  (910). 

Schaberle.  ■ —  Découverte  d'une  comète.  (911). 

Henry    et  Bigourdan.   ■ —  Observations  de  la  comète  Schaberle. 

Chase  [P-]-  —  Sur  les  positions  des  principales  planètes.  (912). 

Radaii  {H.).  —  Remarques  sur  la  formule  de  quadrature  de 
Gauss.  (913). 

Deprez  i^M.). —  Synchronisme  électrique  de  deux  mouvements 
quelconques.  (915). 

Boiity  {£.).  —  Mesure  des  forces  électromotrices,  thermo-élec- 
triques au  contact  d'un  métal  et  d'un  liquide.  (917). 

Coutzolenc.  —  Sur  une  pompe  automate  à  mercure.  (920). 

N"  17-,  26  avril. 

Resal.  —  Sur  le  problème  inverse  du  mouvement  d'un  point  ma- 
tériel. (938). 

Cornu  [A.).  —  Sur  la  loi  de  répartition  suivant  l'altitude  de  la  sub- 
stance absorbant  dans  l'atmosphère  les  radiations  solaires  ultra- 
violettes. (946). 

Stephan.  —  Observation  de  la  comète  Schaberle,  faite  à  l'Observa- 
toire de  Marseille.  (938). 

Smith  [I^.].  —  Sur  la  météorite  tombée;  le  10  mai  1879,  près  d'Es- 
thervillc  (États-l'nis).  (9,')8  1. 
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Moncel  (  TIi.  du). —  Sur  les  courants  tliermo-électriques  dévelop[)cs 
au  contact  d'un  métal  et  d'un  liquide.  (964). 

Boussinescj .  —  Quelques  considérations  à  l'appui  d'une  ^ote  du 
29  mars  sur  rinî])Ossibilité  d'admettreen  général  une  fonction  des 
vitesses  dans  toute  question  d'Hvdraulique  où  les  frottements  ont 
un  rôle  notable.  (967). 

F<jin'ielle  [Jf^.  de).  —  Sur  la  dépendance  de  deux  gyroscopes 
électromagnétiques  soumis  à  un  même  circuit  d'induction.  (969). 

Mdnnîwitn.  — La  surface  de  l'onde  considérée  comme  surlace  li- 
mite. (971). 

Partant  de  l'étude  faite  par  notre  regretté  collaborateur  Painvin  sur  le  complexe 
formé  par  les  droites  qui  sont  les  arêtes  d'un  dièdre  droit  circonscrit  à  un  ellipsoïde 
{liuUetiii.  t.  n,  p.  368,  I"  Partie),  M.  Mannheim  établit  que:  Si  un  angle  droit  acè 
circonscrit  à  un  ellipsoïde  est  tel  que  son  plan  soit  normal  à  cette  surface  aux 
points  de  contact  a,b  de  ses  côtés,  son  sommet  appartient  à  une  surface  de  l'onde. 

Quel  que  soit  le  déplacement  du  plan  mobile  «ce,  son  foyer  est  au  point  de  ren- 
contre/des normales  A,B  en  a,b\  la  droite  c/' est  la  normale  à  la  surface  de  l'onde, 
en  c. 

Baillaud.  —    Sur  le    calcul    ninii<ri(jue    des    intégrales   définies . 

(974)- 

Si  dans  los  evalualions  de  l'intégrale 


/■' 


on  remplace  r  par  un  polynôme  entier  de  degré  n  ayant  les  mêmes  valeurs  que  »• 
pour /?-+-!  valeurs  de /,  on  arrive  au  résultat  indiqué  par  (îauss,  en  remarquant 
que  les  valeurs  de  t  sont  les  racines  d'un  polynôme 

T  ^  /"  '  '  -1-  a,  i"  -i-  .  .  .  -1-  K       ^, 

dont  les  coefficients  satisfont  à  l'équation 


_  ''■n+\ 


=zO       (A  =:   I,    5,    .  .  .,   M  -t-  1). 


h         '     h-^l  A  -1- 

La  résolution  de  ces  opérations  s'effoctiie  de  suite  en  remarquant  que  y.  ne  peut 
différer  que  par  un  facteur  constant  de 

_(A  — i)(A— •î')  .    .(A— w— i) 

/«  (  A  -m)  .  .  .  (  A  -h  H  H-  I  j 

et  en  effectuant  la  décomposition  en  fractions  simples  de  cette  fraction  rationnelle 
fn  h. 
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Picard  (E.).  —  Sur  les  équations  linéaires  slniukanées  et  sur  une 
classe  de  courbes  gauches.  ;97(j)- 

Voir  plus  bas. 

Jppell.  —  Sur  la  série  ^"3(5^,  5^',  h,  f^',  j,  x,y).  (977). 

Si  on  pose 
y(  ft,  (<  )  =  «""' t"*''' (i  — u  —  i')ï -°'~°''"',     «  >  0,     a'>o,     r — a — k']>o, 
on  a 

r(a)rfaOr(r  — g-g') 
= f^^ry- f ,  (  «.  ^- .  ;3.  /3  ,^-,  x,r), 

l'intégrale  double  étant  étendue  aux  valeurs  léelles  de  te  et  de  c  telles  que  l'on  ait 
u  ^o,     ('  >  o,     I  —  u  —  cl:  o. 

Mercadier. — Sur  l'intluence  de  la  température  sur  la  durée  de  la 
période  d'un  diapason.  (980). 

Mascart.  —  Sur  la  théorie  des  courants  d'induction.  (981). 


Guebhard  {^4.).  — Sur  une  méthode  expérimentale  propre  à  dé 
terminer  les  lignes  de  niveau  dans  l'écoulement  stationnaire  d 
l'électricité  à  travers  les  surfaces  conductrices.  (984)- 


Bout/}'  [E.]. —  Mesure  absolue  du  phénomène  dePelticr  au  contact 
d'un  métal  et  de  sa  dissolution.  (987). 

P(dlat  (//.).  —  ÎMesure  de  la  différence  de  potentiel  de  deux  mé- 
taux en  contact.  (990). 

Gouy .  —  Sur  la  théorie  de  la  double  réfraction  circulaire.  (992). 

ylmagat  (//.).  —  Influence  de  la  température  sur  la  compressibi- 
lité  des  gaz  sous  de  fortes  pressions.  (993). 

N°  18;  o  mai. 

Tisserand.  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle  fondamen- 
tal dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (1021). 

Ces  transcciulantes  sont  définies  par  l'éoalité 
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où 

,(i)    '  r"       C0SÂ9        ,„      ,    , 

*'*'=-    /  dÔ,     o<a<i. 

''^'^0      S^-}-V.- —  2KC0SÔ 

M.  Tisserand  établit  que  la  fonction  B  ,j.'  de  «,  où  ;î-  reste  fixe  et  où  n  augmente  in- 
définiment, croit  indéllniment  quand  a  est  supérieur  à  -et  tend  vers  zéro  quand  y. 
est  inférieur  à  -• 

Sjdvestei- .  —  Sur  la  loi  de  réciprocité  dans  la  lliéinùe  des  nombres. 

(io53). 

Sur  le  calcul  du  svmbole  -  de  Jacobi. 

!  P 

Chase  [E.).  —  Paraboloïdes  cométaires.  (1061). 

Picard  [E.).  —  Sur  les  équations  linéaires  simultanées  et  sur  une 
classe  de  courbes  gauches.  (io6y). 

Les  équations 

du 

-r  =■  —  A  i'  -t-  B IV, 

de 

dv 

— -  =      A  H  —  C  w, 

dt 

^^^  i>  n 

-r-  =  —    hu  -h  Lf, 

dt 

où  A,B,  C  sont  des  fonctions  doublement  périodiques  de  c  aux  périodes  2K  et  2/K', 
lorsque  les  intégrales  sont  uniformes,  ont  toujours  un  système  d'intégrales  formé 
de  fonctions  doublement  périodiques.  M.  Picard  examine  en  particulier  le  système 
suivant 

du        V        dv  II        n'       div       V 

où  R, /•  désignent  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  d'une  courbegauche,  exprimés 
au  moyen  de  l'arc  s,  et  où  il  suppose  que  ces  rayons  sont  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  la  variable. 

Plus  particulièrement  il  étudie  le  cas  où 


—  =  ■ —  dn     -  1  )     -  =  T 1 
R         a  \aj        r       b 


a,b  étant  des  constantes  et  n  un  nombre  entier. 

En    supposant   «  =  i,    on  obtient  une    courbe  déjà  rencontrée  par  M.  Herniile, 
comme  cas  particulier  de  l'élastique. 

Callandreau  [O.].  —  Sur  la  formule  de  quadrature  de  Gauss. 

(1067). 

L'auteur  montre  comment,  pour  la  formule  de  Gauss  et  pour  d'autres  analogues, 
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on  peut  reconnaître  le  sens  de  l'erreur  et  même  parfois  obtenir  une  expression  ap- 
prochée du  terme  complémentaire. 

Desboves.  —  Théorème  sur  les  équations  eubiqucs  et  biquadra- 
tiques.  (1069). 

Pictet  iR.). — Équation  générale  donnant  la  relation  qui  existe 
pour  tous  les  liquides  entre  leur  température  et  la  tension  maxima 
de  leurs  vapeurs  à  cette  température.  (1070). 

Boutigny.  —  Résumé  des  lois  qui  régissent  la  matière  à  l'état 
spliéroïdal.  (1074)- 

N°  19;   10  mai. 

Tisserand.  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle  l'onda- 
mental  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (1093). 

Hermite.  —  Sur  une  proposition  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. (1096). 

Il  s'agit  de  cette  proposition  :  Si  le  module  A  est  une  quantité  ima(Tinaire  quel- 
conque, en  sorte  que 


et  si  l'on  fait 


^o    V^  '  —  C '  —  K  —  «  /3  )  sin-  p 


la  partie  réelle  du  rapport^  est  essentiellement  positive  :  cette  démonstration  re- 
pose  sur  la  considération  de  l'intégrale  double 


J  f 


V/[l    —    1^1  ry_  i  lî  jS'Ul-^][l  l_K  l  ^i  )  SI  II' 'i  ] 


Syhester. —  Sur  la  loi  de  réciprocité  dans  la  théorie  des  nombres. 

(tio4). 

Levj  [M.).  —  Sur  le  nouveau  siphon  établi   sur   le  canal  Saint- 
Martin  et  sur  les  travaux  d'assainissement  du  quartier  de  Bercy. 

(1107). 

Pellel  { K .  j.  —  Sur  les  fonclion.s  linéaires.  1  1  1 1  i  ). 
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Si  les  racines  d'une  équation  de  degré  «//.  se  partagent  en  n  groupes  de  //.  racines, 
Ifs   racines  d'un   groupe   pouvant    élre    représentées   par  jr,  ô(.r  j. . . .,  ôl^""  (x),  où 

<l  X  -Ir-  h  ).'  Y  —  ) 

!    û  x)= —,  la  substitution  x  ^^ ramène  1  équation  à  la  forme 

'       u'  X  ^r  0  1  — j 

F(jl^)==o, 

F  désignant  une    fonction  entière;  /  et  /'  sont  les  racines   supposées  distinctes  de 
l'équation 

rt' /'  +  (a  —  />')).  —  b^  o. 

Zeuthe/i.  —  Sur  la  détermiiialioii  d'intégrales  algébriques  de  dillé- 
renlielles  algébriques,  (i  1 14  )• 

Picard  [E.].  —  Sur  les  équations  linéaires  simultanées  et  sur  une 
classe  de  courbes  gauches.  (iii8). 

Picard  {E.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  de  deux  variables  in- 
dépendantes, (i  1  ig). 

(joiij .  —  Sur  la  théorie  des  phénomènes  d'interlerence  où  inter- 
vient la  polarisation  rotatoire.  (iiai). 

Guehliard.  —  Sur  les  lignes  équipotentielles  d'un  plan  lormé  de 
deux  moitiés  inégalement  conductrices,  (i  124). 

(Jdalshi. —  Sur  les  actions  mutuelles  d'aiguilles  aimantées  plongées 
dans  des  liquides.  (1126). 


A«  20;   n  mai. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  laites 
à  l'Observatoire  de  Greenwicli  (transmises  par  l'Astronome  Royal 
M.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  premier  trimestre 
de  l'année  1880.  (ii3o). 

Bayet.  —  Positions  de  la  comète  b  de  1880,  déterminées  à  l'Obser- 
vatoire de  Bordeaux.  (  1 1 53  ). 

Callandreait  (O.).  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle 
fondamental  dansla  théorie  des  perturbations  planétaires,  (i  1 54). 

Kantor  [S.).  —  Sur  le  nombre  des  gi^oupes  cycliques  dans  luie 
transformation  de  l'espace,  (i  106). 

Mondésir  (/-*.  dc;.  —  Les  tensions  des  vapeurs  saturées  ont  des 
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modes  dcxvariation  diiîerents  selon  qu'elles  sont  émises  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  de  fusion,  (i  i58). 

André  iC).  —  Sur  l'interversion  des  températures  de  l'air  avec  la 
hauteur,  (i  i6i). 

N"  21  ;  U  mai. 

Fare.  —  Sur  les  variations  séculaires  de  la  figure  mathématique 
de  la  Terre,  (i  i85). 

Callandreau  [O.).  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle 
fondamental  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (1201). 

Bruno  i^Faà  de).  —  Sur  un  théorème  général  dans  la  théorie  des 
covariants.  (i2o3). 

Posons 


ri 

fl 

0 

— 

"a 

d^. 

-f- 

2«, 

ITi 

et  soit 

la  forme  donnée. 

Tout  covariant  est  une  fonction  entière  symbolique  de  0  appliquée  au  dernier 
terme  «,,. 

Dedekind.   —    Sur  la   théorie    des    nombres    complexes    idéaux. 
(i2o5). 

Appell.  —  Intégration  de  certaines  équations  dlllérentielles  à  l'aide 
des  fonctions  0.  (1207). 
Soit 


Ji.    •JJW         Ji.   v'/(i) 


Les  deux  intégrales  abélienncs  normales  de  première  espèce  correspondant  à  l'e- 
quation 

a'  —.f{x)^o, 

l'équation  dififérentielle  du  deuxième  ordre 

{dxd-  y  —  (lyd-x)[v.!i'  —  i^v')' 

=  sj{a.dj  —  vJ dx){}.^dr  —  jj.^dx).  .  .{i.^dy  —  ii-^dx), 
où 

y^n  =  K^„  -  |3rt„-     y-,,  —  "'i^,,  —  ,î'«„     '[«  =  I,  . . . ,  5), 
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a  pour  inté|;rale  [;("néralo 

Ia^  Pai^e  {C).  —  Sur  l'climinalion.  '1210). 

jMoiichol .  —  Utilisation  incliislriclle  de  la  chaleur  solaire.  (121a). 

iS«  22^  31  mai. 
Jatiim.  —  Sur  une  lampe  électrique  automatique.  (i23j). 

Faye.  —  Sur  les  idées  cosmogoniques  de  Kaut,  à  propos  d'une 
réclamation  de  priorité  de  M.  Schliitel.  (1246). 

Jiadau  (/?.).  —  Sur  les  réfractions  de  Bessel.  (1  264  ). 

Picard  [E.).  —  Sur  une  extension  aux  fonctions  de  deux  variables 
du  problème  de  Riemann  relatif  aux  fonctions  hypcrgéomé- 
triques.  (1267). 

M.  Picard  montre  comment  on  peut  construire  a  priori  des  fonctions  de  deux 
variables  analogues  aux  fonctions  liypergéométriques  d'une  seule  variable,  telles 
que  Riemann  les  a  considérées,  il  considère  pour  cela  une  fonction  Y  {x,  j)  holo- 
niorphe  pour  toutes  valeurs  de  x  et  dej'  distinctes  entre  elles,  dont  aucune  ne  coïn- 
cide avec  aucun  des  points  0,  1,  00,  telle  que,  en  quatre  déterminations  de  cette 
fonction,  existe  une  relation  linéaire  à  coefficients  constants,  telle  enfin  que, 
lorsque  l'une  des  variables  s'approche  d'un  des  points  critiques,  ou  lorsque  les 
deux  variables  deviennent  égales,  trois  des  branches  de  la  fonction  se  présentent 
sous  certaines  formes  définies;  il  montre  alors  que  cette  fonction  satisfait  à  deux 
équations  différentielles  et  en  donne  diverses  propriétés.  Il  retombe  ainsi,  par  une 
voie  tout  autre,  sur  des  fonctions  déjà  étudiées  par  M.  Appell  (séance  du  16  février). 

Farkas.  —  Sur  une  classe  de  deux  fonctions  doublement  pério- 
diques.  (1269). 

Brassinc  (-£•)•  —  Détermination  de  trois  axes  d'un  corps  solide 
sur  lesquels  les  forces  centrifuges  exercent,  par  suite  de  la  rota- 
tion, un  effet  maximum.  {1271). 

jSIatliieu  [F.).  —  Sur  l'équilibre  d'élasticité  d'un  prisme  rectangle. 

(1272). 

Ader.  —  Téléphone  à  surexcitation  magnétique.  (1274). 

Macé  (7.)  et  Nicali  [TF.).  —  Ktude  de  la  distribution  de  la  lu- 
mière dans  le  spectre.  (  1 27 j  ). 
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N»  23;   7  juin. 

Carrère.    —   Théorèmes   sur    la  décomposition    des   polynômes. 

(i3q9). 

Mannheim .  —  Nouvelle  génération  de  la  surface  de  l'onde  et  con- 
structions diverses.  (i333). 

La  proposition  suivante,  qui  est  le  point  de  départ  de  l'auteur  dans  cette  Commu- 
nication, est  la  généralisation  d'un  résultat  précédemment  obtenu  par  lui  : 

Si  un  angle  droit  acb  dont  les  côtés  sont  respectivement  tangents  à  deux 
ellipsoïdes  homolbcaux  donnés  est  tel  que  son  plan  soit  normal  à  ses  deux  surfaces 
en  chacun  des  points  de  contact  a,  b  de  ses  côtés,  son  sommet  appartient  à  une 
surface  de  l'onde. 

La  normale  à  cette  surface  en  c  est  la  droite  qui  joint  le  sommet  c  au  milieu  de 
la  droite  ah.  Le  plan  de  l'angle  droit  acb  est  langent  au  sommet  c  à  un  hyperho- 
loïde  homofocal  aux  ellipsoïdes  donnés,  etc. 

Poincaré.  —  Sur  les  formes  cubiques  ternaires.  (i336). 

L'auteur  se  propose  d'appliquer  à  l'étude  arithmétique  des  formes  ternaires  la 
méthode  employée  par  M.  Hermite  pour  les  formes  decomposables  en  facteurs 
linéaires  et  les  formes  quadratiques. 

Il  classe  les  transformations  linéaires 

I     ■^■^.       [\       7i     I 
I     »^3      /=3      Vj    ! 

suivant  la  nature  des  racines  de  l'équation 


puis  il  classe  les  formes  cubiques  on  sept  groupes,  suivant  la  nature  de  la  courbe 
qu'on  obtient  en  les  égalant  à  zéro,  et  donne  une  suite  de  théorèmes  algébriques 
sur  les  groupes  auxquels  doivent  appartenir  les  substitutions  qui  permettent  de 
reproduire  une  forme  d'un  certain  groupe;  passant  ensuite  aux  propriétés  arithmé- 
tiques, il  délinit  et  étudie  les  substitutions  réduites  et  les  formes  réduites. 

Pellet[E.).  —  Sur  Jes  fonctions  irréductibles  suivant  un  module 
premier.  (i33()). 

L'auteur  montre  comment  la  théorie  des  fonctions  cvclotomiques  conduit  à  une 
méthode  pour  former  directement  des  fonctions  irréductibles  de  degré  /,  lorsque 
le  nombre  1  ne  renferme  que  les  facteurs  premiers  du  module  augmenté  de  l'unité. 

Escmy.   —  Reiiianjue    relative    à   deux  intégrales    obtenues   par 
i.aiiié  dans  la  lliéoiic  ;inalvti(pie  de  la  clialeiu-.  (  i34i)- 
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David.  —  Sur  la  parution  des  nombres  {i344)' 

Cabanellas.  —  Mesure  directe  de  la  résistance  intérieure  des  ma- 
chines magnéto-électriques  en  mouvement.  (i346)- 

]\«  24;   H  juin. 

Léauté,  —  Développement  d'une  fonction  à  une  seule  variable, 
dans  un  intervalle  donné  suivant  les  valeurs  moyennes  de  cette 
fonction  et  de  ses  dérivées  successives  dans  cet  intervall(^  (i4o4)- 

L'auteur  résout  d'abord  la  question  suivante  : 

Trouver  le  polynôme  en  x  de  degré  n  tel  que  sa  valeur  moyenne  et  celles  de 
ses  n  dérivées,  dans  l'intervalle  de  • —  /(  ii  -i-  h,  soient  égales  à  «  -t-  t  quantités  données 
Y„,  Y  ,   . . . ,  Y  . 

Ce  polynôme  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^-=P„Y„-.-P.Y.-^...+  P„Y,„ 

où  les  P  sont  des  polynômes  en  ;r  et  h  de  degré  égal  à  leur  indice,  indépendants 
des  Y,  et  dont  M.  Léauté  donne  diverses  propriétés  ;  finalement,  il  donne  pour  re- 
présenter une  fondions  dans  l'intervalle  de  ^  à  H-  A  le  développement  suivant,  où 
le  symbole  OTl  signifie  la  moyenne  prise  entre  ces  limites. 

Le/ébure.  —  Sur  la  résolution  de  l'équation  x"  -i-j  "  ^^  z" .  (i4o6  ). 

Becquerel  (//•)•  —  Reclierclies  expérimentales  sur  la  polarisation 
rotatoire  magnétique  dans  les  gaz.  {1407). 

Périsré.  —  Des  causes  qui  tendent  à  gauchir  les  poutres  des  ponts 
enfer,  et  des  moyens  de  calcider  ces  poutres,  pour  résister  aux 
efforts  gauchissants.  (i4i3). 

Darboux.  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle  important 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (i466). 

Les  transcendantes  b")  étudiées  par  M.  Tisserand  et  M.  ('.allandreau  se  ramènent 
aux  fiinctions  ?'>,.?)  étudiées  ]iar  Legendre;  on  a 

/''■'=  a  Pi';.,  .5  \     et     V{)..s)= -J^L L_ F(.î -+-/,  5,  ; -H  I,  rt"\ 

où  F    désigne  une   série   hypergéométrique;    partant  d'une   formule    donnée    par 
M.   Kummer  dans  son   Mémoire  sur  la  série  hypergéométrique,    formule  qui   met  en 
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évidence,  Vlaiis  une  telle  série,  la  partie  qui  devient  discontinue  dans  le  voisinage 
d"un  point  singulier,  et  appliquant  les  méthodes  exposées  dans  son  Mémoire  sur 
l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombres,  M.  Darboux  donne  une  valeur 
approchée  des  dérivées  d'ordre  très  élevé  de  ces  fonctions;  une  application  numé- 
rique montre  que  l'approximation,  très  remarquable  pour  de  faibles  valeurs  de  l'in- 
dice supérieur,  diminue  quand  ces  valeurs  augmentent  notablement;  l'auteur  in- 
dique, dans  une  Communication  postérieure,  une  seconde  manière  d'obtenir  celte 
formule  d'approximation  en  partant  de  l'équation 

Hennessy.  —  Sur  la  figure  do  la  planète  Mars.  (1419)- 
Jordan  [C).  —  Sur  l'équivalence  des  formes.  (1422). 

L'auteur  donne  une  suite  de  théorèmes  concernant  l'équivalence  des  ft)rmes  de 
l'espèce  suivante 

F  =  norme («,,.r,  -i-.  .  .4-  rt,„.T^„)-)-- .  .-H  norme («^i^r,-)--.  .  .h-  «jjjj.r,,). 

Mondésiv  [P.  de).  —  Les  tensious  des  vapeurs  saturées  ont  des 
modes  de  variation  différents  selon  qu'elles  sont  émises  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  de  fusion.  (i4i3). 

N°  25^  21  juin. 

l'Haye.  —  Sur  la  réduction  des  observations  du  pendule  au  niveau 
de  la  mer.  (i44>^)- 

Janssen.  — Sur  les  effets  de  renversement  des  images  photogra- 
phiques par  les  prolongations  de  l'action  lumineuse.  (i447)- 

Faye.  —  Piapport  sur  uu  Mémoire  de  M.  Peirce  concernant  la 
constance  de  la  pesanteur  à  Paris  et  les  corrections  exigées  par 
les  anciennes  déterminations  de  Borda  et  de  Biot.  (i463). 

Elliot.  —  Sur  le  problème  de  l'inversion.  (i46'6). 

L'auteur  a  indiqué  précédemment  (séance  du  2.3  février)  deux  propriétés  des 
fonctions  ©W  où  entrent  p  intégrales  abéliennes  normales  de  première  espèce  et 
q  intégrales  normales  de  troisième  espèce.  En  remplaçant  ces  intégrales  par  des 
quantités  arbitraires,  ©('0  devient  une  fonction  de />  H- y  variables  indépendantes. 
11  montre  actuellement  comment,  à  l'aide  de  ces  fonctions  ©CO  et  en  suivant  la 
marche  de  Riemann,  on  peut  intégrer  un  système  d'équations  difierentielles  abé- 
liennes étendues  à  des  intégrales  de  troisième  espèce. 

Sc^berl .  —  Sur  un  appareil  destiné  à  enregistrer  la  loi  du  mouve- 
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ment  d'iui  [ji^ujectilc,  soit  dans  Ijudc  d  une  Ijouclie  à  lcu,s(>it  dans 
un  milieu  résistant.   (i46'8j. 

Darboux  {G.).  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle  im- 
portant dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (1472). 

Trépied.  —  Sur  la  méthode  de  Cauchy  pour  le  développement  de 
la  fonction  perturbatrice.  [i4y4)- 

Appell. —  Sur  les  équations  dillerentielles  linéaires  à  une  variable 
indépendante,  (i^jy)- 

Soient 

-7-;:  -+-  «.  -TTzr, f-  «„  r  =  o 

tLc"  clx"    ' 

une  équalioti   dilTtrentielle  linéaire  sans  secoiid  membre.  et_^,,j),,  ...,^\  un  sys- 
lènie  fondamental  d'intégrales. 

Toute  fonction  algébrique  entière  de  ?',0'5-  •••■>Jn  ^^  '^^*  dérivées  de  ces  fonc- 
tions qui  se  reproduit  multipliée  par  un  facteur  constant  différent  de  zéro  quand 
on  remplace^',,  j'j,  ...,  j„  par  les  éléments  d'un  autre  système  l'ondamental  d'in- 
té  ;rales  est  égale  à  une  fonction  algébrique  entière  des  coefficients  de  l'équation 
différentielle  et  de  leurs  dérivées  multipliée  par  une  puissance  de  e  J"i''-^. 

Picard  [E.  ).  —  Sur  certaines  équations  différentielles  linéaires  du 
second  ordre.  (1479  ). 

iM.  Klein  a  donné  [Dulletin  des  Sciences  mathématiques,  1877)  une  méthode  pour 
reconnaître  si  une  équation  différentielle  linéaire  donnée  du  second  ordre,  à  coefli- 
eients  rationnels,  jieut,  ou  non,  être  intégrée  complètement  au  moyen  des  fonc- 
tions algébriques.  M.  Picard  montre  que  cette  méthode  conduit  a  déterminer  les 
équations  de  la  forme 

d' y  dy 

où  les  coefficients  sont  des  fonctions  doublement   périodiques  et  pour  lesquelles 
toute  intégrale ^r  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 

.■>  '"-i-  ^.^r"•-*-^.  ..-r-  A„,  =  0, 
OÙ  les  A  sont  des  fonctions  uniformes  de  x  dans  toute  l'étendue  du  plan, 

Farkas.  —  Sur  les  fonctions  elliptiques.  (14821. 

Terquem  (^.  )•  —  Sur  quelques  modifications  apportées  à  la  con- 
struction de  la  lampe  Bunsen  et  des  lampes  monochroniatiques. 

(i484). 

ISeyreneuf.  — Sur  récouleincnt  des  i>az.  (1487   . 

Bull,  des  Sciences  math.,  -i.^  Séiie,  t.   IV.  'Juillet  i8So.^  R.  1  1 
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i\"  26-,  28  JBiu. 

Desains  [P .  )  et  Curie  [P.).  — Recherclies  surla  détcrniiualiou  clt-s 
longueurs  d'onde   des  rayons  calorifiques   à   basse  température. 

(i5o6). 

Fillarceaa  (^.}- — '  Sur  les  régulateurs  à  ailettes  construits  par 
M.  Bréguet.  (i5i5). 

Gostinsliy.  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  galvanomètre.  (i534)- 

Sehert.  —  Sur  un  appareil  destiné  à  em^egistrer  la  loi  du  mouve- 
ment d'un  projectile,  soit  dans  l'àme  d'une  bouclie  à  feu,  soit 
dans  un  milieu  résistant.  (i535). 

Callandreau.  —  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  rôle  impor- 
tant dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires.  (i54o). 

Farkas  [J •)• —  Sur  l'application  de  la  théorie  des  sinus  des  ordres 
supérieurs  à  l'Intégration  des  équations  différentielles  linéaires. 

(i542). 


NOUVELLES  ANNALES  dk  INLvrniÎM.vriQUES,  rédigées  par  ^!M.  Gerono  et  Cii. 
Brisse  (').  —  -i^  série. 

Tome  XIX;  1880,  i"  semestre. 

Un  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Composition 
mathématique  pour  l'admission,  en  1879,  à  lEcole  Poly- 
technique. Remarques  géométriques.  (0-12). 

Cet  «  ancien  élève  »  nons  fait  l'effet  d'èlre  passé  aujourd'hui  au  nombre  des 
maîtres,  surtout  en  matière  de  Géométrie  pure.  Les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales 
l'ont  déjà  rencontré  plusieurs  fois  et  doivent  commencer  à  le  connaître.  La 
question  à  pro]ios  de  laquelle  l'auteur  présente  ici  d'intéressantes  remarques  est 
celle-ci  :  «  On  a  une  conique  à  centre  et  un  point  M  sur  la  courbe;  par  ce  point 
et  les  extrémités  d'un  diamètre  quelconque,  on  fait  passer  un  cercle.  Prouver 
que  le  centre  de  ce  cercle  a  pour  lieu  une  autre  conique  passant  par  le  centre  de 
la  première.  » 


(')   Voir  Bulletin,  \\\,   ôj. 
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J Aiment  (//.).  —  Sur  Ja  K-diicliou  des  polvnùmes  du  second  cU'gié 
boniogèues  à  des  sommes  de  carrés.  (i2-2j). 

Cet  ;irticle  constitue  une  fort  intéressante  étude  sur  réquation  en  s.  Il  se  subdi- 
vise de  la  manière  suivante  :  Réduction  d'un  polynôme  du  serond  degré  a  nne 
somme  de  canvs  par  une  substitution  orthogonale.  —  Discussion  de  l'é(]uatioii 
en  s.  —  Démonstration  d'un  lemnie  pour  l'examen  du  cas  où  l'équation  en  s  a  des 
racines  multiples.  —  Cas  où  l'équation  en  s  a  des  racines  égales.  —  Utilité  de 
la  théorie  précédente.  —  Quelques  mots  sur  la  réduction  simultanée  de  deux  poly- 
nômes à  une  somme  de  carrés. 

L'élude  de  M.  Laurent  s'applique  à  des  polynômes  à  n  variables.  Les  substitutions 
orthogonales,  qu'il  emploie  constamment,  sont  une  généralisation  des  formules 
de  transformation  qui  .servent  à  passer  d'un  système  d'axes  rectangulaires  ii  un 
autre. 

Fouret  [G.).  —  Sur  la  eonsliiii  lion  de  la   tangente   à    la  couilje 

f'  01]  r  '  ,  ,    .  I  /• 

c  =: — '- — — ': — ,   /(w)      et      <p('»))  desifirnant  des  lonrtions  ralion- 

oj  H-  ©  :;  w  1     -^   ^       '  TV,'  S 

nelles  des  lignes  liigonométriques  de  l'angle  &J,  de  S(;s  midtiplcs 
ou  de  ses  pallies  aliqtiotes.  (2S-42). 

L'auteur,    dans   l'hypothèse    indiquée,  donne    une    formule    générale   de  langV, 

V  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur,  et  en  diduit  une  intéressante 

construction     de    la   tangente.     II    appli(|ue   ensuite     cette    méthode   à   la   spiraUî 

hyperbolique,  à  la  courbe   d'ombre  de   la   surface  de  vis  à  filet  carré,   à  la  courbe 

sin  'j> 

p  = T, (composition  d  admissibilité  à  l  Ecole  Polvtechnique,  1870). 

2w —  3  cosw  .  T      '       /  j. 

Rouelle  [E.].  — Sur  la  machine  pneumatique.  (42-44'- 

L'auteur  indique  de  très  heureuses  modifications  dans  le  calcul  habituel  de  la 
loi  de  décroissement  de  la  force  élastique  de  l'air  contenu  dans  le  récipient,  eu 
tenant  compte  de  l'espace  nuisible. 

D'Ocagne  [M.].  —  Remarque  sur  lui  problème  d'Analyse  combi- 
natoire.  (44-4^)- 

Il  s'agit  de  la  recherche  du  nombre  >„,  des  points  d'intersection  des  diagonales 
d'un  polygone  convexe  de  jh  côtés  intérieurs  à  ce  polygone.  On  trouve  IN„,  ^  C,^,. 

HiBLtOGRA.PHiE.  —  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'Ecole 
Polyteelinique,  comprenant  les  Eléments  de  la  Géométrie  ciné- 
matique-, par  A.  Maniihehn.  Préface.  ( 4(^^-48 )• 

Laguerre.  —  Sur  la  détermination  d'une  limite  supérieure  des 
racines  d'une  équation  et  sur  la  séparation  des  racines.  (49"'^7i 
97-io5). 

M.  Laguerre  s'est  proposé  de  perfectionner  la  méthode  de  Newton,  qui  consiste 
à  déterminer  une  quantité  rendant  positives  les  fonctions  /'(  .1),  /' '.t), ..  ../'"'  (.i). 


,{8  S!-:C()x\Dl^    PAiniE. 

Il  considère,  an  lieu  de  ces  fonctions,  les  polynômes  /(a- i  :=:  A „.«.■'"-)-..  .-f- A, „, 
f(x):^A  x"'-' -I-.  ..-+- A„,_p  ...,/„(*■)  =  Ao-  Puis  il  montre  comnienl  cette  suite 
peut  permettre  de  déterminer  une  limite  supérieure  du  nombre  dos  lacines  supé- 
rieures au  nombre  positif  a,  et  aussi  du  nombre  des  racines  comprises  entre  les 
deux  nombres  positifs  u  et  b.  Il  y  a  lieu  de  constater  à  ce  sujet  l'article  antérieur 
du  même  auteur  Sur  la  règle  dès  signes  de  Descartes  (Nonv.  Ann.,  2°  série,  t.  XVIII, 
p.  5).  L'article  se  termine  i>ar  des  considérations  sut'  le  théorème  de  Budan  et  par 
l'expose  de  plusieurs  propriétés  fort  curieuses  se  lallacliant  a  celte  théorie. 

JFeill.  —  Théorème  sur  les  polygioties  iiiseiits  et  circonscrits  à  la 
fois  à  deux  circonférences.  (oy-Sp). 

Ce  théorème,  que  l'auteur  démontre  et  dont  il  déduit  quelques  conséquences 
particulières,  consiste  en  ce  que,  lorsqu'un  polygone  convexe  se  déplace  en  restant 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  circonierences,  sa  surface  reste  proportionnelle  à  celle 
du  polygone  ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  des  cotes  du  premier  avec 
la  circonférence  intérieure. 

fFcill.  —  Sur  le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  normales 
abaissées  d'un  point  de  l'ellipse  sur  la  courbe.  (60-62). 

Cet  article  comprend  en  outre  la  recherche  du  centre  de  gravité  et  du  point  de 
rencontre  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  pieds  des  trois  normales. 

Fouret  (G.).   —  Sur   les  questions  699,  799,  800,  932  et  1316, 
concernant  les  cvcloïdes  et  épicycloïdes.  (63-68). 

Ces  diverses  (juestions  ont  pour  objet  des  propriétés  très  intimement  liées  entio 
elles  et  dont  le  présent  article  fait  ressortir  la  connexité.  P'oir  sur  le  même  sujet 
Bulletin  de  lu  Société  Philomathique,  C°  série,  t.  \,  p.  yi. 

Longc/ianifis  (G.  de).  —  Sur  le  centre  et  le    ravon  de    courbure; 
en   un  point  d'une  conique.  (68-ji). 

La  construction  indiquée  repose  sur  une  propriété  du  cercle  osculaleur.  L'article 
contient  en  outre  une  expression  du  rayon  de  courbure  qui  permet  de  le  construii-e 
par  une  quatrième  proportionnelle. 

Longchanips  (G.  de).  —  Théorème  d'Algèbre.   (71-73). 

Ce  théorème  a  pour  objet  de  fournir  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
d'une  équation.  C'est  une  application,  et  parfois  un  perfectionnement,  d'une  règle 
donnée  par  M.  Lagucrre. 

Kœnigs  (  G.  ).  —  Propriété  des  courbes  ou  des  sui'faces  du  second 
ordre  homofocales.  (y/^-yô). 

Démonstration  de  jiliisiiMirs  théorèmes  dignes  d'intérêt,  reposant  surtout  sur  les 
propriétés  des  coniques  ou  surfaces  polaires  réciproques. 

Biehler  (CI).].  —  .Sur  une  ajjplication  de  la   mélhode  de   Sturm. 
,'-6-81,. 
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Il  s'agit  (Je  l'équation  qui  donne  taiij;  —  (]iiaml  on  connaît  tang  k.  En  lui  appliquant 

la  nicllioile  de  Sturin.  on  met  en    relief  toutes  les  circonstances  qui  caractérisent 
le;;  racines  de  celte  équation. 

Gamhp}  .  —  Solution  de  la  question  de  Matliénialiqnes  .spe'(;iale.s 
proposée  au  Concours  d'agrégation  de  iSjS  :  «  Lieu  géométrique 
relatif  à  la    sphère.  »  (80.-86). 

Coiuhe  [H-)-  —  Solution  d'une  cpiestion  de  Licence  (1879): 
«  Couibes  tracées  sur  un  paraboloïde.  ))  (86-89). 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  un  théorème  d'Euler  concernant  la  décom- 
position d'un  nombre  en  quatre  cubes  positifs.  (89-91). 

Î\I.  Lucas  montre  (ju'Euler  a  dû  être  conduit  à  ce  théorème  par  ses  recherches 
sur  l'équation  indéterminée  .r'  -h_i  ^  =  A  r'.  Il  établit  en  outre  le  théorème  suivant  : 
Un  nombre  positif  quelconque,  entier  ou  fractionnaire,  est,  d'une  infinité  de 
manières,  le  produit  ou  le  quotient  de  deux  nombres  formés  de  la  somme  do 
deux  cubes  positifs.   » 

3Incé  de  Lépinay  [A.].  —  Sur  un  lieu  géométrique.  (91-94). 

Par  deux  points  fixes  sur  une  coni(^ue,  on  fait  passer  une  circonférence:  lieu  du 
point  de  rencontre  des  tanjjentes  coniniuncs  aux  deux  courbes. 

Cour.ESPONDAACE.  —  INL  Haton  de  la  Gou|)illière  :  «  Sur  les  pro- 
priétés de  la  courbe  x^-\-  y^  =  l^  .  »  (94-96). 
Ainigiies  [E.).  —  Note  sur  la  série  de  Ta\lor.  (io5-i09;. 

L'auteur  se  propose  de  simplifier  une  démonstration  de  M.  Jules  Kœnij;  [Nouv. 
Ann.^  '87  i)  c[ui  repose  sur  les  propriétés  élémentaires  des  séries.  II  retrouve 
ensuite  une  forme  très  générale  du  reste,  déjà  obtenue  par  M.  Bourget  (  A^oz/c 
Ann.,  1870)  au  moyen  d'un  autre  calcul. 

Bielilcr  (  Ch.  ).  —  Sur  la  translormation  du  déterminant  de  M.  Syl- 
vester  en  celui  de  Cauchy.  ( i  lo-i  1  5  ). 

Il  s'agit  des  déterminants  que  l'on  doit  égaler  à  zéro  pour  exprimer  que  deux 
équations  ont  une  racine  commune.  Le  déterminant  considéré  par  Cauchy  et  celui 
de  M.  Sylvesler  sont  identiques  entre  eux,  à  un  facteur  numérique  près. 

D' Ocagne  [M.).  — Sur   la  composition  des  forces  dans  le  plan. 

(i  l5-I2o). 

Article  co!i tenant  des  considérations  intéressantes,  mais  bien  moins  nouvelles 
certainement  que  ne  le  croit  l'auteur,  sur  le  centre  d'un  système  de  forces  dans 
un  plan.  C'est  une  de  ces  questions  auxquelles  la  méthode  des  équipollences 
s'applique  le  plus  heureusement;  elle  a  été  traitée  par  M.  Rellavitis  et  par  bien 
d'autres  séométres. 


,jo  SECONDE   TAUTIE. 

E.  G.  —  Déinonslralion  géométrique  d'une  propriété  des  foyeis 
extérieurs  au  plan  d'une  conique.  (120-122). 

Il  s'agit  de  la  propriété  en  vei'fu  de  laquelle,  du  foyer  d'une  conique,  on  voit 
sous  un  angle  constant  la  portion  d'une  tangente  mobile  interceptée  par  deux  tan- 
gentes fixes. 

Le  Cointe  (le  P.).  —  Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes 
communes  à  une  conique  et  à  un  cercle,  (i  22-1 33). 

Le  lieu  en  question  est  celui  qui  a  été  étudié  dans  le  même  Volume  (p.  gi)  par 
M.  Macé  de  Lépinay,  et  dont  nous  avons  jiarlé  plus  haut.  Ce  problème  a  fait 
l'objet  de  nombreux  arlicies  précédemment  publiés  dans  les  Nouvelles  Annale!!. 
Le  P.  Le  Cointe  se  propose  d'en  compléter  la  solution  en  ne  particularisant  pas 
l'énoncé.  11  trouve  pour  le  lieu  cherché  une  conique  et  deux  points  isolés,  et  il 
étudie  les  propriétés  de  cette  conique. 

Leuioiiie  (E.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  tétraèdres  dont  les 
arêtes  opposées  sont  égales  deux  à  deux,  et  solution  de  la  ques- 
tion 1272.  (i33-i38). 

M.  Lemoine  reprend,  en  Ihs  complétant  et  les  coordonnant,  des  propriétés  foi-t 
curieuses  déjà  données  par  lui  au  Congrès  de  l'Association  française  pour  l'avance- 
ment des  Sciences  (Nantes,  iS^ô  )  et  qui  concernent  les  tétraèdres  en  question.  La 
solution  de  la  question  1272  en  est  une  conséquence. 

HiBLiociîAPHiE.  —  Cours  de  Géométiie  descripti\e  de  l'Ecole  Poly- 
technique, comprenant  les  Eléments  de  (Géométrie  cinématique, 
par  i\L  iMannheim;  Paris,  1880.  Compte  rendu  par  AL  P,  Haag. 
(i38-i43). 

QuESTio]NS  proposées.  —    1341  à  1343.  (i44)' 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Laguerre.  (i45-i47)- 

C'est  une  simplifiration  fort  élégante  du  principal  résultat  obtenu  par  M.  Laguerre 
dans  l'article  (même  Volume,  p.  49-57.  97-10Ô),  dont  nous  avons  rendu  compte  ci- 
dessus,  sur  les  limites  des  racines  d'une  équation. 

Lévj    (L^ucien).  — Sur  le  même  théorème.  (i48). 

M.  Lévy  remarque  que  lu  limite  sn]jéricure  indiquée  par  M.  Laguerre  est  tou- 
jours nu  moins  égale  a  celle  que  donne  la  méthode  de  INewlon. 

JjicJiler  [Cil.].  —  5)ui"  une  classe  d'équations  algébriques  dont 
toutes  les  racines  sont  réelles.  (i4tj-i52). 

Les  considérations  que  présente  l'auteur  se  rapporti-nl  a  lequation 


i-^"- 


V-+-B/. 
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avec    la    condition    A--(-h";=i.    II    en    fait    ensuite    ra])plicalion    à    la    recherche 

^  a 

de  tanff  —  j  connaissant  tant;  a,  et  de  ces  —  i  conn;iissant  cosa. 
///  m 

Ldiueiit  (//.  \  —  Sur  la  théorie  des  équations  diirérentielles  ordi- 
naires. (i53-i()i). 

Le  but  de  cet  article  est  d'étendre  aux  systèmes  d'équations  diflerentielles  simul- 
tanées la  méthode  du  multiplicateur  qui  s'applique  à  une  équation  unique,  pour 
en  rendre  le  premier  membre  une  différentielle  exacte.  L'auteur  établit  plusieurs 
l)ropriétés  des  systèmes  de  multiplicateurs,  indique  la  méthode  à  suivre,  en  fait 
une  application  et  termine  en  montrant  comment  on  ))eut  déduire  de  là  la  méthode 
connue  pour  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

Lnguerre.  —  Sur  une  mélliode  pour  obtenir  par  approximation 
les  raeines  d'une  écpiation  algébrique  qui  a  toutes  ses  racines 
réelles.  (161-171,  193-202). 

M.  Laguorre  se  pose  le  problème  suivant  :  «  Un  type  d'équation  étant  donne, 
trouver  une  méthode  qui  conduise  de  la  façon  la  plus  sûre  et  la  plus  rapide  aux 
valeurs  ap])rochées  de  ses  racines.  »  11  le  résout  dans  le  cas  où  l'équation  pro- 
posée est  algébrique  et  a  toutes  ses  racines  réelles,  et  arrive  ainsi,  étant  donné  un 
nombre  arbitraires,  ii  déterminer,  sans  tâtonnement  et  par  une  suite  d'opérations 
régulières,  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  la  racine  imniédialemiiil 
supérieure  ou  immédiatement  inférieure  à  x.  II  donne  ensuite  des  applications, 
l'ait  ressortir  les  avantages  de  la  méthode  proposée  sur  celle  de  Newton  et  démontre 
un  théorème  déjà  énoncé  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des 
Sciences,  t.  LXXIX,  p.  996. 

Lebon  [E.].  —  Solution  d'une  question  proposée  en  1879  au 
Concours  d'agrégation  pour  l'enseignement  secondaire  spécial  : 
«  Perspective  d'une  hélice  sur  un  plan  peij)endiculaire  à  l'axe.  » 

(172-173). 

Cowcouus  général  de  1879.  —   Enoncés  des  compositions.   (i73- 

177)- 

Concours  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  (1879).  — 
Enoncés  des  compositions  :  sujets  des  leçons  et  autres  épreuves. 

(i77-x83). 

Q€Estio:ns  de  Licence  (Montpellier,  novembre  1879).  —  Enoncés. 
(i83). 

CouRESPOKDANCE.  —  M.  G.  Darboux  :  «  Sur  un  article  du  P.  Le 
Cointe  »  (même  ^olume,  p.  i22-i33,  voir  plus  haut)  ».  — 
M.  Ventéjol  :    «  Sur  un  article  de  M.  Biehier  (même  Volume, 
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1).    110-1105  vol /' i)\ns    haut);  réclamation  de  priorité,  n   (184- 
192). 

Plblicatiojvs  récentes.  —  1 .  Lcttera  incflila  di  Carlo  Federico 
Gauss  a  Sofia  Germain,  pubLlicata  da  B.  Boncompagni  ;  Florence. 
—  2.  Méthodes  et  théories  pour  la  résolution  des  problèmes  de 
constructions  géométriques,  par  J.  Peterseu,  traduit  par  O. 
Chemin;  Paris,  1880.  —  3.  Axonoriietria  ô  peispectiva  axo- 
nométrica ,  por  don  Eduardo  Torroja;  Madrid,  1879.  — 
Remarques  sur  les  fractions  périodiques,  par  C.-A.  Faisant  ; 
Bordeaux,  1879.  (192). 

Biehler  [Ch.).  —  Sur  un  procédé  d'élimination.  (202-206). 

Condition  nécessaire  et  siifTisaiite  pour  que  deux  équations  de  même  degré  aient 
une  racine  commune. 

Lucas  [Ed.).  — Sur  les  cas  généraux  d'impossibilité  de  l'équa- 
tion x^-+-  y^  =  Kz'^ .  (206-21 1). 

Généralisation  d'une  question  )iroposée  par  M.  Sylvester  et  précédemment 
résolue  (voir  Nouv.  Ann.,  2°  série,  t.  WII,  p.  So^).  M.  Lucas  emploie  la  méthode 
de  Fermât,  fondée  sur  la  décomposition  en  facteurs,  et  il  démontre  on  énonce 
plusieurs  propositions,  très  dignes  d'intérêt,  concernant  les  équations  ^^H-.t  '  =;  A;'' 
et  a:;-(a:-H^r)  =  Az'. 

Bavharin  (  P-  )  ■  —  Note  sur  le  planiniètre  polaire.  (  2  t  2-2  1 5  ). 

Le  planimètre  dont  M.  Barbarin  donne  une  description  et  une  théorie  très 
résumées  est  celui  de  M.  Amsler.  C'est  l'un  des  instruments  les  plus  ingénieux 
et  les  plus  pratiques  que  l'on  puisse  ima;;iner  pour  la  détermination  des  aires 
planes. 

irerity.  —  Constructions  diverses  et  solutions  de  problèmes  gra- 
phiques relatifs  aux  coniques.  (216-224)- 

Solution  des  deux  |iroblèmes  généraux  suivants  :  «  Étant  donnés  deux  points 
communs  à  deux  conii|ues  et  trois  autres  points  de  chacune  d'elles  (ou  trois  points 
communs  et  deux  autres  points  de  chacune  d'elles),  trouver  la  seconde  corde 
commune  (ou  le  quatrième  point  commun  ).  »  Suivent  des  applications  à  des  construc- 
tions diverses  se  rapportant  aux  coniques,  notamment  en  ce  qui  concerne  les  axes 
et  le  centre  de  courbure. 

Laguerre.  —  Sur  quelques  propriétés  des  équations  algébriques 
qui  ont  toutes  leurs  racines  réelles.  (224-236). 

A])rés  une  rcniar(|ui'  sur  rc(|u;iti(iri   (|ui  donne  tang  —  ,  l'auteur  établit  une  pro- 

III 

(losition    irupurtaute,   duo   a  iM.   Ilermite.  et   qu'il    démontre  très  simplement  par  la 

repi<'M;ht:ition    ;;iMiriielrii|uc  des  iuia(;inair<'s.    Il  donin'  .Misuitc  i)lusii'ui>  pnipricte- 
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inlcressanlcs   sur   la   réalité    des  racines   des    équations.  Voir  une  Note    du   même 
auteur  dans  le  Bulletin  de  la  Soc.  Math.  (t.  V,  p.  2(3). 

CoiuiESPOADAJVcE.  —  M.  Bourguct  :  «  Solution  des  deux  questions 
suivantes  :  i"  antipodaire  de  J'ellipse  par  rapport  au  centre^ 
•x*^  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère,  w 

(•j36-24o). 

PuiîLicATiOKs  récentes.  —  1.  Sulla  integrazione  délie  equazioni 
algebrico-differenziali,  per  F.  Casorati  ;  1878.  —  2.  Mémoire 
sur  l'application  du  calcul  des  combinaisons  à  la  théorie  des 
déterminants,  par  Picquet  5  Paris,  1878.  (240). 

Lngiierre.  —  Théorèmes  généraux  sur  les  équations  algébriques. 
(  24i-'îj3). 

Dans  cet  article,  on  trouve  un  emploi  fort  intéressant  de  la  représentation  géo- 
métrique des  imaginaires,  qui  conduit  à  de  nombreuses  propriétés  sur  les  racines 
des  équations  algébriques.  Plusieurs  applications  sont  destinées  à  mettre  en  lumière 
ces  propriétés.  C'est  une  suite  aux  précédents  articles  de  M.  Laguerro  sur  la  théorie 
des  équations  et  dont  nous  avons  rendu  compte  plus  haut.  Il  serait  désirable  de 
voir  ces  divers  Mémoires  de  M.  Laguei're  réunis  en  un  seul  corps  de  doctrine  et  en 
un    Volume  unique,  qui  rendrait  de  réels  services  à  l'enseignement. 

IP'eill.  —  Note  sur  le  triangle  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques . 
(253-261). 

L'auteur  établit  dix-sept  théorèmes,  soit  sur  les  triangles  jouissant  de  la  propriété 
eu  question,  soit  sur  les  polygones  jouissant  de  la  même  propriété,  et  notamment 
sur  les  déplacements  de  ces  triangles  ou  polygones. 

fcnard  [Ch.).  —  Sur  une  règle  de  M.  Laguerre.  (261-264)- 

La  règle  qu'étudie  l'auteur  est  celle  donnée  par  HL  Laguerre  dans  le  même 
Volume  (p.  49)  pour  la  détermination  d'une  limite  supérieure  des  racines  d'une 
équation,  et  dont  il  a  été  rendu  compte  plus  haut.  Comparaison  avec  la  règle 
de  Newton. 

D'0cng/w[3I.\  —  Applications  de  Géométrie  cinématique  plane. 

(264-277). 

L'auteur  a  pour  but  de  présenter  quelques  applications  élémentaires  de  cette 
branche  de  la  Géométrie  que  l'on  doit  à  M.  Mannheim.  Il  obtient  de  la  sorte  plu- 
sieurs résultats  nouveaux.  L'article  se  divise  ainsi  :  Question  sur  la  parabole.  — 
Sur  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse.  —  Sur  le  point  où  la  droite  de  Simson 
touche  son  enveloppe.  —  Une  suite  est  annoncée. 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  un  problème  de  Diopliante.  (278-279). 

Le  problème  traité   par  i\I.  Lucas  est   celui  qui  a  pour  objet  de  trouver   quatre 
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nombres   tcts  que    leurs   produits   deux  à  deux,   augmentes  de  l'unité,  soient   des 
carrés.  T'olr  sur  le  même  sujet  Nom'.  Anii.^  -.i"  série,  t.  X,    1871,  p.  323. 

Lucas  (Éd.).  —  Note  sur  la  constiuclion  des  normales  à  l'ellipse. 

(279-280). 

Cette  construction  très  simple  est  fondée  sur  nue  propriété  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  sommet  sur  les  normales  issues  d'un  point  donné.  Voir  ]Soin\ 
Ann.,  2"  série,  t.  IX,  p.  3/(8,  et  t.  XV,  p.  5. 

CouRESPONDAKCK.  —  M.  Talavracli  :  «  Sur  le  théorème  de  Poncelet 
concernant  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  deux  circon- 
férences. ))  (280-287). 

Publications  récentes.  —  1.  A  Treatise  on  somc  ne\v  geometrical 
methods,  by  James  Bootli;  2  vol.  Londres,  1877.  —  ^-  For- 
mules et  Tables  d'intérêts  composés  et  d'annuités,  par  F.  Vin- 
téioux  et  J.  de  Pic^inacli  ^  Paris,  1879.  —  3.  Théorie  des  fonctions 
abéliennes,  par  Ch.  Briot;  Paris,  1879.  —  4.  Théories  et  ques- 
tions pouvant  servir  de  complément  à  un  Cours  de  INIathéma- 
tiques  élémentaires,  par  L.  Mak^yx;  Paris,  1879.  —  5.  Cours 
de  Calcul  infinitésimal,  par  3.  Hoiiel^  t.  IIJ  ;  Paris,  1880. 

L. 


ASTRONOMISCIIE  NACHRICHTEN,  begriindet  von  H.-C.  Schumacher,  heraiis- 
gegeben  von  Prof.  D''  C.-A.-F.  Peters.  Kiel  ('). 

Tome  XCVI,  11°^  2281-2301;  1879-1880. 

Luther  [Pwh.].  —  Observations  de   petites  planètes  faites  en  1879 
au  micromètre  circulaire   de  l'équatorial  de  Dùsseldorf.  (i-(>)- 

Luther  [TFilh.).  —  Éphéméridc;  pour  l'opposition  de   (35).    Leu- 
cothea  en  1879-1880.  (7-8\ 

Nohile  {^-i-)-  —  Sur  une  nouvelle  manière  de  déterminer  la  flexion 
astronomique  dans  les  instruments  méridiens.  (9-14)- 

La  méthode  de  M.  Nobile  consiste  à  mesurer,  avec  le  fil  de  déclinaison  de  l'oculaire, 
le  déplacement  de  l'image  d'un  point  lumineux  voisin  de  l'axe  de  rotation;  les 
rayons  émanés  de  ce  point  arrivent  dans  l'oculaire  après  trois  réflexions  totales  sur 


(')  Voir  nuUetin,  IV,.  27. 
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des  pi-isnies  iiivari:iblenient  fixés  sur  le  cube  de  rinstrument,  sur  le  barillet  de 
)'ol)jectif  et  enfin  au  centre  de  l'objectif.  L'appareil  qui  doit  être  monté  sur  le  cercle 
de  Keichcnbach  de  l'Ctbservatoire  de  Capodimonle  est  encore  dans  la  période 
d'essai,  mais  les  résultats  paraissent  devoir  être  satisfaisants.  L'instrument  permettra 
de  mesurer  la  flexion  astronomique  pour  une  distance  zénithale  quelconque,  à  con- 
dition qu'on  admette  qu'elle  est  symétrique  de  part  et  d'autre  du  zénith. 

Zelbv  (A.).  —  Eléments  paraboliques  et  épliéméride  de  la  co- 
mète 111  de   1 8 J9  (comète  dePalisa).  (i3-i6). 

IJ'aLson  [J.-C).  —  ^>ote  sur  le  nom  des  planètes  découvertes  par 
lui  en  1877.  (  i5-i6). 

M74)  Phœdra  ou  Phèdre, 

M75^  Androniache  ou  Androniaque, 

(l71))  Clyta?mnestra  ou  Clytemnestre. 

Lohse  [O.].  —  ÎNote  sur  les  apparences  de  la  tache  rouge  de  lliémi- 
splière  sud  de  Jupiter.  (  17-18). 

La  tache   a    été  vue  pour  la   pi-emière   fois  a  Potsdam  le  5  juin,  et  depuis  elle 
semble  avoir  conservé  la  même  couleur,  la  même  l'orme  et  la  même  position. 

Tncchini  (P.  )•  —  Observations  de  la  comète  IIl  de  1 879  (comète  de 
Palisa),  faites  en  septembre  au  Collège  Romain.  (19-20). 

Pickei  ing  [E.-C.].  —  0])servalions  de  la  comète  I  de  1879  (co- 
mète dei  Swift),  faites  à  l'équatorial  de  i5  pouces  d'Harvard  Col- 
lège, de  juin  à  septembre.  (21-24). 

Sporer.  —  Observations  des  taches  solaires  faites  en  1879  à  l'Obsi-r- 
vatoire  de  Potsdam.  (  23-28  ). 

JVinneche  [A.).  —  jNote  sur  la  marche  de  la  pendule  Hohwû 
n*' 25  de  l'Observatoire  de  Strasbourg.  (27-32). 

Le  pendule  est  compensé  au  mercure  et  la  marche  diurne  est  représentée  avec  une 
exactitude  très  grande  jiar  la  formule 

mouv.  diurne  =  o%ooo  -f-o%oi2j(/^  —  T^o)  —  o%oiio(r —  20), 

où  h  est  la  hauteur  du  baromètre  exprimée  en  millimètres  et  t  la  température  en 
degrés  centigrades. 

Hartwig  l^E.'j.  —  Observations,  éléments  et  épliéméride  de  la  co- 
mète II  de  1879  (comète  d'Hartwig).  (Si-Sa). 

Borsch.  —  Lois  des  erreurs  et  exactitude  des  nivellements  géomé- 
triques, déduites  des  observations.  (33-38). 
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Konholy  [N.  von).  —  jNoLe  sur  les  observalioiis  speclroscopiques 
delà  eonièlc  IIl  de  1879  (comète  de  Palisa).  (39-4?-). 

Le  spectre  do  la  comète  se  composait  de  trois  bandes  himineiiscs  ayant  pour 
longueurs  d'onde  : 

|i 

1 557,7 

II JiG,G 

III /|8/|,5 

Conitnoii  {^A.-A.  ).  —  Observations  du  satellite  extérieur  de  Mars, 
faites  à  Londres  le  21  septembre  1879.  (41-42). 

Bredihhine  (^Th.). —  Observations  de   la  comète  périodique  de 
Brorsen,  faites  à  Moscou  en  mars,  avril  et  mai  1879.  (4i-4^)- 

v 

SafVù'ilc  [A.).  —  Observations  sur  les  ehani^emcnts  de  couleur  de 
a  de  la  Grande  Ourse.  (45-46). 

Hove  {^H.-A.  ).  —  JNole  sur  la  détermination  du  zéro  du  cercle  de 
position  d'un  micromètre  à  étoiles  douldes.  (47-48). 

M.  Hove  propose  de  faire  cette  détermination  à  l'aide  d'un  niveau  qui  s'adapte- 
rait sur  le  micromètre  lorsque  la  lunette  équatoriale  est  horizontale  et  placée  dans 
le  méridien. 

Palisa.  —  Découvertes  des  planètes  (sm)  et   (Hôà) ,  faites  à  Pola  les 
8  et  i3  octobre  1879.  (47-48). 

Petcrs  (  C.-II.-F.  ).  —  Découvertes  de  la  planète  (sog)  ,  faites  à  Clin- 
ton le  i5  octobre  1879.  (47-48)- 

Palisa.  —  Découvertes  des  planètes  (207)   et  (2^)  faites  à  Pola  les 
17  et  21  octobre  1879.  (47-48). 

Seeliger  [H.).  —  Note  sur  la  répartition  des  erreurs  permanenlc-s 
dans  une  série  d'équations.  (49-62). 

Tempel  {TT  .).  —  Observations  de  la  comète  II  de  1867  (comète  de 
Tempel),  faites  à  Arcctri  en  Juillet  1879.  (61-64). 

Nobile  [A.].  —  SiH-  la  possibilité  d'éviter  les  étoiles  circumpolaires 
dans  les  déterminations  du  temps  local.  (65-74). 

La  méthode  de  M.  Nobile  consiste  à  observer  les  passages  de  deux  étoiles  d'ascen- 
sions droites  peu  diflerentes,  situées  de  telle  sorte  que  les  erreurs  d'azimut  soient 
égales  et  de  signes  contraires,  et  de  déclinaisons  telles  que  l'on  ait 

tangr;-^-  iMUg  'ï  =  ••  taiig  -,/. 
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Les  résultats  île  l'oljservation  sont  1res  satisfaisants  et  l'économie  de  temps  grande. 

Tacchini  (P-)-  —  OLservations  do  la  comète  III  de  1879  (comète 
de  Palisa),  faites  en  septemLrc  et  octobre  1879  à  l'Observatoire 
du  Collège  Romain.  (73-77)- 

Tacchini  [P-]-  —  Observations  de  la  comète  II  de  1879  (comète 
d'Hartwig),  laites  en  septembre  1879  au  Collège  Romain.  (79-80). 

Peters  (  C.-H.-F.  ) .  —  Découverte  de  la  planète  ^2^ ,  faite  le  22  oc- 
tobre 1S79  à  Clinton.  (79-80). 

Borsch.  —  Lois  des  errem^s  et  exactitude  des  nivellements  géomé- 
triques déduites  des  observations  (suite).  (81-90). 

JT  innecke  {^A.').  —  ^ote  sur  la  marche  de  la  pendule  Knoblicli 
n**  1963,  de  l'Observatoire  de  Strasbourg.  (91-92). 

Schinidt  {^J .-F.-J.).  —  Observations  des  comètes  JII  de  1879  (co- 
mète de  Palisa)  et  II  de  1879  (  comète  d'Hartwig  ),  faites  à  Athènes 
en  septembre  et  octobre  1879.  (91-94)- 

Schur  et  TViniiacJ^e  (-^.).  —  Observations  de  la  Lune  et  des  étoiles 
de  la  Lune,  faites  eu  1878  à  l'Observatoire  de  Strasbourg.  (95- 
108). 

Geelniiijden  [H.  ).  —  AoUî  sur  la  détermination  de  la  parallaxe  de 
l'étoile  OEltzen  11677.  (  109-1  lo). 

L'étoile,   qui  a   un  mouvement   i)ropre  considérable    de  — o",  424    en   ascension 
droite  et  de  —  o",  i3-  en  déclinaison,  a  une  parallaxe  sensible  de  o" ,tô  environ. 

Block  [E.).  — ]Note  sur  deux  nébuleuses  brillantes,  situées  dans 
l'amas  d'Eridan  et  non  observées  par  Herschel.  (109-1 12). 

Doberck  [TP .).  —  Détermination  des  orbites  des  étoiles  doubles 
4  du  ^  erseau  et  y.'-  d'Hercule,  (i  i  i-i  i  2  ). 

Palisa.  —  Découverte  de  la  planète  (^Wj  ^  faite  à  Pola  le  12  no- 
vembre 1879.(111-112). 

Seeliger  {H.).  —  ^ote  sur  les  mesures  d'étoiles  doubles  faites 
par  M.  Mâdler.  (ii3-i2o). 

Downing  [A. -M. -IV.).  —  Recherches  sur  la  détermination  de  la 
parallaxe    tnoyenne    du    Soleil  d'après    les    observations    méri- 
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diciiiK'S  de  déclinaison  de   Mars  et   des    étoihîs  voisines   faites  à 
Leide  et  Melbourne  pendant  l'opposition  de  1877.  (119-128}. 

La  parallaxe  solaire  serait 

-  =  8",  (jGo  i±:  o",  o5i . 

Breusiu^.  —  Notes  sur  l'invention   du   noniiis  ou  vernier.  (129- 

i34).^ 

L'idée  théorique  du  vernier,  qui  consiste  à  prendre  n  divisions  d'une  lègle  ou 
d'un  cercle  pour  les  partager  en  («  ±  i)  parties  égales  remonte  à  C.  Clavius  (Chris- 
tophori  Cluvii  Bambergensis  Opéra,  vol.  V,  Moguntiœ,  iGi  1,  fol.)  ;  mais  c'est  P.  Ver- 
nier qui  a  le  premier  {La  construction,  l'usage  et  les  pioprletez  du  quadrant 
nouveau,  Bruxelles,  j63i)  placé  la  petite  plaque  ainsi  divisée  à  l'extuéniilé  de  l'ali- 
dade mobile. 

Martli  (^-/.  ).  —  Données  pour  ealeiiler  la  position  des  satellites  de 
Mars  pendant  l'opposition  de  1879.  (j33-i38). 

Meissel.  —  jNotes  sur  un  problème  de  Trigonométrie  spliérique. 
(139-140). 

Etant  données  les  trois  sommes  A  -+-  «,  B  -4-  6,  C  -I-  c  des  angles  et  des  côtés  d'un 
ti'iangle  spliérique,  trouver  ses  éléments. 

Peter  (B.).  —  Observations  de  la  comète  I  de  1879  (comète  de 
Swift),  faites  en  juin,  juillet  et  aoiit  à  récjuatorial  de  Leipzig. 

(141-144). 

Vogel  {H.-C).  —  jNote  sur  une  nouvelle  nébuleuse  dans  l'amas 
du  Cygne.  (i43-i44)- 

Cette  nébuleuse,  découverte  par  RL  T.-W.  Webb,  est  l'étoile  -t-'ii",  n"  4oû/|  du 
Catalogue  de  Bonn.  L'étoile,  qui  est  de  8,5  grandeur,  se  montre,  avec  un  très  IVirt 
grossissement,  comme  une  nébuleuse  ronde  de  3"  à  4"  Je  diamètre.  La  lumière  de 
celte  nébuleuse  donne  un  sjiectre  continu  traversé  par  une  seule  ligne  brillante. 

Lchinaïui-Fillics  [R-]-  —  Rechercbes  sur  les  comètes  et  les  cou- 
rants météoriques  dont  la  distance  périhélie  est  très  faible.  (i4^- 
1 5  2  ) . 

L'aphélie  des  comètes  qui  passent  le  plus  près  du  Soleil  est  par  90°  environ  de 
longitude;  c'est  par  cette  mérne  longitude  que  se  trouvent  les  principaux  points 
radiants. 

Becker  [E.].  —  Mémoire  sur  la  marche  de  la  pendule  n°  19^2  de 
Knoblich.  (i5i-i56). 

Ahelti  {-A.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Brorsen, 
de  la  comète  Ide  1879  (comète  de  Swift)  et  des  planètes  (T^  et 
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'jSfl^,  faites  en  juin  et  juillet   1879  à  l'Observatoire  de  Padoiu-. 

(157-160). 

Pnlisn  [^4.].  —  Découverte  d(!  la  planète  ^n^  ,  faite  à  Pola  le 
II  décembre  1879.  (iSg-iôo). 

Tp eiler  (^•).  —  Reeherclies  sur  les  équations  dillérentielles  du 
mouvement  dans  le  problème  des  trois  corps.  (i()i-i84)- 

Tf^inneche  (-</.)•  —  Remarques  sur  la  Note  du  professeur  Oude- 
mans  relative  à  l'invention  de  l'oculaire  négatif  et  remarques 
sur  la  découverte  de  la  lune  de  Mars  par  Seliyrlaeus  de  Rlieita. 

(18.V188). 

fogel  {^H.-C.  ).  —  jXotes  sur  les  spectres  des  comètes  de  Winnecke 
(1877,  II)  et  de  Palisa  (1879,  111).  (189-190). 

L'une  et  l'autre  comète  ont  un  spectre  l'orme  de  trois  bandes  lumineuses  tra- 
versées par  un  faible  spectre  continu. 

Lorenzoni.  —  Occultations  de  a  du  Scor])ion  et  0  des  Gémeaux,  ob- 
servées à  Padoue  les  28  juillet  et  4  novembre  1879.  (  189-190). 

TVehh  i^T.-Tf' .).  —  Note  sur  ses  observations  de  la  nébuleuse  nou- 
velle du  Cygne.  (191-192). 

La  nébuleuse  (étoile  zone -I- 4  1°,  n°  '(Oo'j  d'Argelander)  n'est  pas  ronde;  elle  a 
\xn  noyau  bien  net  situé  vers  le  nord  et  du  côté  du  premier  bord.  Son  spectre  est 
i'ornié  de  trois  lignes  brillantes  ayant  pour  longueurs  d'onde  5ool^,  4961*,  487^^. 

Newconib  {S.).  — x\ppel  aux  astronomes  pour  l'observation  de 
Polymnie. 


Oppenlieini  ( //.  ) .  —  Détermination  de  l'orbi te  de  ('Î22)  Gerda.  (191- 


@ 

200). 


Les  calculs  sont  fondés  sur  l'cnsemljle  des  observations  de  1872  à  1877. 

fVinneclxe.  —  Note  sur  la  \arialioii  d'éclat  de  la  nébuleuse 
7/882  =  H  1,20,  y.=  II'' 17'"  ii%  0  =  -^  12°  7'  (186*0,0).  (201- 
206). 

Gasparis  (^.  de).  —  Sur  la  variation  de  la  longitude  du  nœud,  de 
l'inclinaison  et  du  demi-paramètre  dans  les  orbites  planétaii-es. 

(  20J-208). 
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Aïbreclit/1 —  INotesLir  un  problème  de  Trigonométrie!  spliéroïdique 
ijivcrse  de  celui  résolu  par  Bessel.  (209-218). 

De  la  latitude  géographique  de  deux  stations  et  de  leur  distance  déduire  les  azi- 
ni\ils  aux  deux  points  et  la  longueur  de  la  ligne  géodésique  qni  passe  par  ces  deux 
points. 

Darwin  (G.-H.  ).  —  Sur  l'eliet  séculaire  du  frottement,  des  marées. 

(  217-222). 

Dans  la  Note  actuelle,  M.  Darwin  résume  les  ]Mémoires  qn'il  a  publiés  sur  ce  sujet 
dans  les  Transactions  Vhilosophiqucs  de  iS'jg.  On  sait  que  la  conclusion  principale 
à  laquelle  arrive  l'auteur  est  que  la  Terre  et  la  Lune  formaient  à  l'origine  deux 
niassesen  contact  tournant  sur  elles-mêmes  dans  un  intervalle  d'environ  trois  heures. 
Le  passage  à  la  situation  actuelle  aurait  exigé  cinquante-(]ualre    millions  d'années. 

Dohevck  (  IT'.Y  —  El<;ments  de  O.SySo.  (221-222), 

Prilchett  [C.-Jf.).  —  Note  sur  ses  observations  de  la  tacbe  rouge 

de  l'hémisplière  sud  de  Jupiter.  (  ■>23-224). 

La  tache  rouge  est  probablement  presque  fixe  sur  la  planète,  et  ses  observations 
donnent  la  durée  de  la  rotation  de  l'astre;  les  durées  mesurées  jusqu'ici  au  moyen 
de  taches  des  bandes  sont  inexactes,  ces  dernières  étant  rapidement  mobiles. 

Peter  (/?•)•  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  eu  1879  à 
l'Observatoire  de  Leipzig.  (  225-236). 

Seeliger  {II.).  —  Remarques  sur  la  méthode  d'interpolation  de 
Caucliy.  (235-240). 

Hall  [yi-)'  —  Observations  de  l'étoile  double  ^  du  Lièvre.   (239- 

240). 

Lehmaiin-FilJiès  [B--)^  —  Note  sur  la  détermination  du  point  l'a- 
diant  d'un  courant  météorique  à  l'aide  d'un  nouveau  niétéoro- 
scope. 

Strasser  [G.].  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Brorsen, 
des  comètes  I  de  1 879  (comète  de  Swift  )  et  JII  de  1 879  (  comète  de 
Palisa),  faites  de  mars  à  septembre  1879  à  l'Observatoire  de 
Kremsmûnster.  (249-250). 

Abetti  [yi.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1879- 
1880  à  l'Observatoire  de  Padoue.  (201-254). 

Obseuv.vtoiue  de  Gottikgue.  —  Observations  de  la  comète  III  de 
1879  (comète  de  Palisa),  faitcîs  en  octobre  1879.  (253-254). 
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Bruh/is  {C).  —  Observations  des  comètes  IJI  de  1879  (comète  de 
Palisa)  et  H  de  1879  (comète  d'Hartwig),  faites  en  août  et  sep- 
tembre à  Leipzii;;^.  (2j5-256). 

Sc/imicft  {^J .-F.-J .).  —  Observations  d'étoiles  variables,  laites  à 
Athènes  en  1879.  (2J7-272). 

Qould.  —  Note  sur  l'apparition  d'une  grande  comète  dans  l'hémi- 
splière  sud  le  5  février  1880.  (271-272). 

Palisa.  —  Découverte  de  la  plauète  (^j  ,  faite  à  Pola  le  G  février 

1880.   [l'JX-IJ'i.  ). 

Beehe  (  W.  )  elHazen  {^H.-A.  ].  —  Observations  de  la  comète  pé- 
riodique de  Brorsen,  de  la  comète  I  de  1879  (Swift)  et  de  la 
comète  IJI  de  1879  (Palisa),  faites  en  1879  à  l'Observatoire  de 
Gale  Collège  à  JNew-IIaven.  (273-274  )• 

Schinidt  (yJ.-F.-J.).  —  01)servations  sur  les  taches  solaires,  faites 
en  1879  à  Athènes.  (275-278). 

Fabritius  (  Jf  .).  — Note  sur  le  calcul  de  l'inclinaison  du  grand 
cercle  dans  la  détermination  des  orbites  par  trois  observations. 
(279-886). 

f^ ogel  [H.-C).  —  Observations  des  spectres  de  la  nébuleuse  nou- 
velle découverte  dans  le  Cygne  par  M.  Webb  et  de  l'étoile  nou- 
velle signalée  par  M.  Baxendell  dans  le  Petit  Chien.  (287-288). 

Le   spectre  de  la  nébuleuse  se  compose   d'un  spectre  continu  faible  et  de  trois 
bandes  bi'illantes. 
Le  sp<'ctre  do  l'étoile,  roujje  oi"an[jé,  est  un  très  beau  spectre  à  bandes  noires. 

Peters  [C.-H.-F.).  — Découverte  de  la  planète  (213)  faite  à  Clin- 
ton le  17  février  1880.  (287-288). 

Peters  [C .-H.-F.).  — Note  sur  les  mouvements  propres  des  étoiles 
du  Catalogue  de  Weisse  :   12''  n*'69,  i2*'  n°  124.  (289-290). 

Taccliinl  [P.  ).  —  Observations  de  Neptune,  Jupiter  et  Mars,  faites 
en  novembre  1879  à  l'Observatoire  du  Collège  Romain.  (291- 
292). 

Dubjago  [D.-F .  ).  —  Epliéméride  pour  l'opposition  de  Diana  Cm) 
en  mars  et  avril  1880.  (293-294^. 

liull.  des  Sciences  math.  >«=  Série,  t.  IV.  (Août  i(S8o.)  R.  12 
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Wolf  (Ji-)-  —  Aoles  sur  la  variation  des  taches  solaires  et  les  pé- 
riodes des  étoiles  filantes  périodiques.  (295-298). 

Le  niiiiiiuuni  des  taches  solaires  a  eu  pour  date  1878,9. 

Les  étoiles  filantes  d'avril,   août  et  novembre  sont  sujettes  à  une   période   qui , 
d'après  les  observations  anciennes  et  réceutes,  peut  être  Usée  ainsi  : 

Nom  lie  lessaini.  Époque  Période  principale 

Lyréides 11 22, 33  4^)07  années. 

Perséides i4')2,94  io'|,Go         » 

Léonides 1366,89  33,28         » 

Ijerscliel  (Major  J.].  —  iSole  sur  les  observations  du  pendule  qui 
doivent  être  entreprises  dans  l'Inde  par  le  Survej  of  India.  (29-- 
298). 

Doberck  (  T^f".  ).  —  Note  sur  la  monture  de  l'équatorial  de  Markree 
et  sur  la  détermination  des  constantes  des  grands  équatoriaux. 

(  297-3 o:>.). 

Peters  [C.-H.-F.).  —  Observations  de  petites  planètes  faites 
en  1879  à  l'Observatoire  d'Hamilton  Collège.  (3o5-32o). 

Palisn.  —  Découverte  de  la  planète  ^T?, faite  à  Pola  le  1^''  mars  1880. 
(3 19-320). 

Hermite  iCJi.).  —  Sur  la  difïérentiation  des  fonctions  elliptiques 
par  rapport  au  module.  (321-326). 

Fogel  {H.-  TJ  .  ).  — •  Sur  les  nouvelles  lignes  du  spectre  de  l'hydro- 
gène  et  le  spectre  des  étoiles  blanches.  (  327-33o  ). 

Les  nouvelles  lignes  de  l'hydrogène  observées  photographiquement  dans  le  spectre 
d'nn  tube  de  Geissler  ont  pour  longueurs  d'onde  : 

H  j 3968;^ 

HÇ 3887 

H/, 383', 

Bo 3795 

Elle  se  retrouvent  exactement  dans  le  spectre  des  étoiles  blanches  photographié  pai' 
Huggins. 

Plamnwr  (^J.-J.^.  —  Observations  de  la  comète  périodique  de 
Brorsen,  faites  d'avril  à  juin  1879  à  l'Observatoire  d'Orvvel  Park. 

(329-334).   • 

Peters  [C.-H.-F.].  —  Observations  de  petites  planètes,  faites 
en  1879  à  l'Observatoire  d'Hamilton  Collège.  (333-336/. 
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Gasparis  [A.  de).  — ÙNote  sur  une  relation  de  distance  dans  le 
problème  des  trois  corps.  (337-344)- 

Spoerer.  —  Observations  de  taches  solaires,  faites  à  Potsdain 
en  1879.  (343-346). 

Todd  (D.-P.j.  — Observations  d'éclipsés  de  satellites  de  Jupiter, 
laites  à  Washington  pendant  l'opposition   de  1879.   (347-352). 

Low  [M.].  —  iNote  sur  l'inlluence  d'une  correction  dans  la  posi- 
tion des  étoiles  sur  les  hauteurs  du  pôle  observées  dans  la  mesure 
de  l'arc  de  méridien  de  la  Prusse  orientale.  (353-358). 

Havtwig  [E.].  —  Observation  de  l'éclipsé  partielle  de  Soleil  du 
18  juillet  1879,  à  l'aide  de  l'héliomèlre  de  l'Observatoire  de 
l'Université  de  Strasbourg.  (359-364). 

Gould  [B.-A.).  —  JNote  sur  la  grande  comète  qui  s'est  montrée  le 
2  février  1880  dans  l'hémisphère  austral.  (363-366). 

La  comète  avait  une  tète  d'environ  1'  à  3'  de  diamètre,  sans  noyau  sensible  ; 
sa  chevelure  s'étendait  sur  un  arc  de  40"  environ  et  était  d'un  éclat  presque  uni- 
forme. La  comète  n'a  pu  être  que  très  imparfaitement  observée  dans  les  instruments 
de  Cordoba. 

Doberck  {TT'.).  —  Formules  pour  le  mouvement  apparent  de 
trente-huit  étoiles  doubles  des  Catalogues  de  W.  et  O.  Struve. 
(365-368;. 

JVinnecke  [A.].  — •  Observations  d'occultations  d'étoiles  et 
d'éclipsés  de  satellites  de  Jupiter,  faites  en  1878  et  1879  à  l'Obser- 
vatoire de  l'Université  de  Strasbourg.  (369-374)- 

31illosei'ich[E.).  —  Observations  de  planètes  faites  en  février  1880 
à  l'Observatoire  du  Collège  Romain.  (375-378). 

Ranchen  [R.-F.].   —  Mesure  de  la  latitude  de  l'Observatoire  de 
Stockhohn.  (379-380). 
La  latitude  est  -1- 69° 20' 33",  0.'/. 

Liais  {E.).  —  Note  sur  la  grande  comète  qui  s'est  montrée  le 
2  février  1880  dans  l'hémisphère  sud.  (379-382). 

Copeland  (/?.).  —  Eléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la 
comète  I  de  1880  (grande  comète  australe).  f38i-382). 
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Peters  (  C.-H.-F.  ) .  —  Découverte  de  la  planète  (n'^} ,  faite  à  Clinton 
le  19  mars  1880.  (383-384)- 

Tome  XCVII,  ir  2305-2328;   1880. 

Pelers  { C.-F.-TT'.).  — Mesure  de  la  longueur  du  pendule  à  se- 
conde à  Altona.  (i-36). 

Les  observations  ont  été  faites  avecnn  pendule  h  réversion,  construit  par  Lohmeier 
et  qui  avait  déjà  servi  au  D''Neuraayer  pour  faii-e  des  observations  analogues  à  Mel- 
bourne. Les  séries  d'ol)servations  sont  au  nombre  de  deux  :  la  première  a  été  faite 
en  juin  et  en  juillet;  la  seconde  en  décembre  1872,  à  une  température  très  diffé- 
rente de  la  première,  ce  qui  a  rendu  facile  le  calcul  du  coefficient  de  tempé- 
rature. 

La  moyenne  de  huit  observations  donne  pour  lon(;ueur  du  pendule  simple  à 
seconde,  à  l'Observatoire  d'Altona, 

'■  =  994""".  ■^24',. 

L'altitude  du  point  d'observation  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  étant  oo"",  9.  si  l'on 
prend  pour  densité  moyenne  des  couches  géologiques  voisines  (sable)  1,8  et  pour 
densité  moyenne  de  la  Terre  5, 67,  on  trouve,  pour  la  réduction  au  niveau  de  la  mer, 

-+-  o"",  007'], 

en  sorte  que  la  longueur  du  pendule  à  seconde  est,  à  Altona, 

/  =  99'|""°,33i8. 

Tehhutt  (/.).  —   Eclipses    des   satellites   de  Jupiter,  observées  à 
Windsor  (IN.-S.-W.)  de  juillet  1879  a  janvier  1880.  (37-40). 

Doberck  [Tf.].   —  Formules  pour  le    mouvement   de    quelques 
étoiles  doubles.  (39-40). 

Les  calculs  de  M.  Doberck  ont  porté  sur  vingt-sept  étoiles  doubles  de  Struve. 

Robbers  (J.).  —  Eléments  et  épliéméride  de  la  planète  (I1S2)  Elsbetli, 
pour  son  opposition  en  septembre  1880.  (4i-44)- 

Grould  i^B.-A.).  —  Aote  sur  la   grande  comète  de  1880,  comète  I 
de  1880.  (43-46;. 

La  comète,  dont  la  chevelure  n'avait  pas  moins  de  35°,  a  été  observée  à  Cordoba 
du  6  au  i5  février  1880.  D'après  les  éléments  approximatifs  calculés  par  M.  Gould, 
il  y  aurait  quelque  ressemblance  entre  cette  comète  et  la  grande  comète  de  i8/|3; 
mais  la  période  de  37  ans,  comprise  entre  i843  et  1880,  n'est  pas  commensnrable 
avec  la  période  de  17J  ans  assignée  par  Hubbard  à  la  comète  de  i8'|3. 

P/ifc/trtt  iC.-U  .].  —  Observations  de  Pliobos  (;t  Deimos,  faites 
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en    1879  à   rObservatoire   de  Morrissou,  Glasgow  (-Missouri). 
(45-48). 

RUviker  [G.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  au  cercle 
méridien  de  Hambourg  en  1878  et  1879.  (49-56). 

Gould  [B.-A.).  —  INote  sur  la  grande  comète  de  février  1880,  co- 
mète 1  de  1880.  (57-62). 

M.  Gould  montre  qu'il  ne  paraît  pas  impossible  que  la  comète  actuelle  soit  iden- 
tique avec  celles  de  166S,  1702  et  iS'i-'i. 

Weiss[E.).  —  Recherches  sur  la  grande  comète  australe  de  1880. 
(61-64). 

Pour  !\I.  V\'eiss  ridentité  de  la  grande  comète  de  i8'|3  et  de  la  comète  australe  de 
1880  est  certaine. 

Schâberle.  —  Découverte  de  la  comète  II  de  1880,  faite  le  6  avril 
1880.  (63-64). 

Glan  [P.).  —  Description  d'un  nouveau  spectroscope  propre  à  l'ob- 
servation des  protubérances.  (65-68). 

Schniidt  [J.-F.-J.].  —  Note  sur  la  tache  rouge  observée  sur  Jupiter 
pendant  l'opposition  de  1879.  (67-70). 

Sclimidt  [J.-F.-J.).  —  Observations  de  la  nébuleuse  découverte 
dans  le  Cygne  par  M.  A\  ebb.  (69-70). 

Piitchett  [H. -S.).  —  Mesures  micrométriques  du  diamètre  de 
Mars,  faites  en  1879  à  l'Observatoire  Morrisson  de  l'Université 
de  Glasgow  (Missouri).  (69-74). 

Le  diamètre  moyen  à  la  distance  1  est9",.'|86.  Il  est  plus  j^rand  que  celui  (9",  328) 
déduit  parBessel  de  ses  mesures  héliométriques  et  plus  petit  que  celui  (11", 10)  em- 
ployé dans  les  calculs  du  Naiicical  Almanac. 

Bruns  (//.).  —  Remarques  sur  les  recherches  de  M.  Albrecht  rela- 
tives à  la  méthode  de  Bessel  pour  calculer  la  distance  de  deux 
points  sur  un  sphéroïde.  (73-74)- 

Seeliger  [H.).  —  jNotes  sur  les  mesures  d'étoiles  doubles  faites 
parMiidler.  (73-76). 

•Schmidt  i^J .-F.-J .).  —  ^lOte  sur  la  position  de  l'étoile  variable  dé- 
couverte dans  le  Petit  Chien  par  AI.  Baxendell.  (75-76). 
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Tehhutt  \J.)-  —  ^ole  sur   la  grande  comète    australe    de    1880. 

(7J-76). 

Oppenlieiin  (//•)•  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  I  de  i88o, 
grande  comète  de  février  1880.  i  ^fî-jfi). 

floletscliek  (J.)  et  Zelhr  (A-).  —  Eléments  paraboliques  et  éplié- 
méride  de  la  comète  II  de  1880,  comète  Scbaberle.  (77-78)- 

Tacchini  [P .) .  — Observations  de  la  comète  II  de  1880,  faites  à 
l'équatorial  du  Collège  Romain.  (yj-yS). 

Zelbr  {K.).  —   Eléments  paraboliques   et  épliéméride  de  la  co- 
mète II  de  1880.  (79-80). 

Peter  [B.].  —  Observations  delà  comète  II  de  1880,  faites  à  Leip- 
zig. (79-80). 

Knorre  (/^.).  —  Découverte  de  la  planète    ^215^,  faite  à  Beidin  le 
7  avril  1880.  (79-80). 

Palisa.  —  Découverte  de  la  planète  (Sio),  faite  à  Berlin  le  10  avril 

1880.  (79-80). 

•Schmidl  [J.-F.-J.).  —  Observations  sur  l'éclat  de  la  planète  Alars, 
faites  à   Bonn  de   1848  à    1849  et  à  Athènes  de   1864   ^   1879. 

(8.-94). 

Peter  [B.).  —  Observations  de  la  comète  II  de  1880,  comète  Scliii- 
berle,  faites  à  l'équatorial  de  Leipzig.  (93-94)- 

Martin  (//-)-  —  Eléments  et  épliéméride  de  la  comète  II  de  1880. 
(91-96)- 

Weiler  [A.).  — Le  problème  des  trois  corps  d'après  la  nouvelle 
tliéorie  des  perturbations.  197-112). 

ISoTicE  nécrologique  sur  le  professeur  C. -A. -F.  Peters,  (1  i3-i  i4)- 

Chrislian-Augiiste-Frédéric  Peters  était  né  à  Hambourg  le  7  septembre  180(1.  En 
i8ai,  H.-C.  Sclnimacher  se  l'associa  comme  calculateur.  En  1826,  il  prenait  part  à  la 
triangulation  du-  pays  de  Hambourg.  En  1 879-1 83o,  il  aidait  son  inaitre  dans  ses 
observations  sur  le  pendule. 

De  1834  à  i83()  il  a  le  titre  d'assistant  à  l'Observatoire  de  Hambourg  et  à  cctie  der- 
nière date  il   quitte  sa  ville  natale  pour  être   attaché  à  l'Observatoire  de  Poulkova, 
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où  il  fut  successivement  adjoint  (iiS'|j)  et  membre  de  l'Académie  de  Saint-Péters- 
bourg (i8'i7). 

En  iS'i9  il  devint  professeur  d'Astronomie  à  Kônif[sber(;. 

Enfin,  à  la  mort  de  A.-C.  Pelersen,  la  direction  de  l'Observatoire  d'Altona  lui  fui 
conliée;  il  la  conserva  jusqu'en  1872,  époque  à  laquelle  il  se  transporta  à  Kiel,  où 
il  est  mort  le  8  mai  1880. 

La  direction  Aqs  ^stronomische  ^achrichteii  est  maintenant  confiée  au  professeur 
C.-F.-W.  Peters. 

Pichering  [E.-C).  —  Observations  des  satellites  de  IMars,  faites 
en  18^9  à  l'observatoifc  de  Harvard  Collège,  Cambridge  (U.-S.). 
(i  i5-i28). 

Oppenheini  {H.).  —  Eléments  et  épliéniéridc  de  la  eomèle  11  de 
1880.  (127-128). 

fVeilev  {^4.).  —  Le  problème  des  trois  corps  d'apix^s  la  nouvelle 
théorie  des  perturbations  (suite).  (129-144)- 

Pickering  [E.-C).  —  Observations  des  satellites  de  Mars,  faites 
en  1879  à  l'observatoire  de  Harvard  Collège,  Cainl)ridge  (  L.-S.). 
(145)." 

Peters  [C.-H.-F.].  —  !Xote  sur  l'éclat  de  Frigga  ^^  ,  d'après  des 
observations  faites  à  Hamilton  Collège.  (i47-i5o)- 

Les  éclats  observés  pendant  les  oppositions  qui  se  sont  succédé  depuis  i86-;>. 
ayant  été  corrigés  des  variations  tenant  aux  diflerences  de  distance  et  aux  distances 
zénithales,  les  nombres  montrent  qu'il  y  a  dans  l'éclat  de  la  planète  une  variation 
périodique  certaine. 

Oppolzer  [Th.  v.).  —  Recherches  sur  le  mouvement  de  la  comètti 
périodique  de  Winnecke  (comète  HI  de  1 819)  et  l'existence  d'un 
milieu  résistant.  (i49-ï54)- 

L'accélération  de  la  comète  de  Winnecke  est  favorable  à  l'hypothèse  d'un  milieu 
résistant. 

Pritchett  [C.-Tf.y.  —  Observations  des  conjonctions  des  satellites 
de  Saturne,  faites  à  l'Observatoire  de  Glasgow  (U.-S.)  en  1879. 
(i53-i56). 

Jacchini  (P.).  —  Observations  delà  comète  II  de  1880,  comète 
de  Scliabcrle,  faites  au  Collège  Romain  en  avril  et  mai  1880. 
(i.')7-i58^. 
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BiujiliaDi  [S.-Tf  .). —  Observalioiis  du  satellite  de  Siri  us,  faites  en 

i879-i8(So  à  l'Observatoire  de  Dearborn,  Chicago.  (i57-i58). 

Millosevicli  [E.).  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  II  de  1880, 
comète  de  Scliaberle.  (109-160). 

TVeiler  [A.).  —  Le  problème  des  trois  corps  d'après  la  nouvelle 
théorie  des  perturbations  ( suite).  (161-176). 

Ferrera  [A.].  —  iVote  sur  un  procédé  pour  établir  l'accord  entre 
plusieurs  bases  d'une  triangulation.  (177-182). 

Bbrsch  {-'i-)-  —  Note  sur  l'inlluence  de  la  position  du  zéro  d'un 
cercle  dans  les  équations  de  la  compensation  d'un  réseau  géodé- 
sique.  (181-186). 

Mejer  {^M.-TT'.y  —  Calcul  d'une  orbite  elliptique  pour  la  grande 
comète  australe  de  1880,  comète  If  de  1880.  (i85-i86). 

Taccliini  (P.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1880 
à  l'Observatoire  du  Collège  Romain.  (189-190). 

DohercJx  [TV.].  —  Formules  pour  quelques  étoiles  doubles. 
(191-192). 

Tf^eiler  (-/•).  —  Le  problème  des  trois  corps  d'après  la  nouvelle 
théorie  des  perturbations  (suite  et  fin  ).  (  193-208). 

Souchoii  {A.).  — Note  sur  un  point  de  la  théorie  analytique  du 
système  du  monde.   (  209-220) . 

Le  Mémoire  de  M.  Souchon  est  relatif  aux  formules  qui  expriment  la  variation 
différentielle  de  l'époque  dne  au  carré  des  forces  perturbatrices.  Les  formules  de 
l'auteur,  qui  comprennent  les  termes  du  second  ordre  provenant  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  sont  plus  complètes  que  celles  de  la  Mécanique  céleste  et  que 
celles  de  Pontécoulant. 

Neugebauer  {P.).  —  Ephéméride  pour  l'opposition  de  Fidès  (^' . 

(219-220). 

Copplaiid  (  N.)  et  Lohse  [J.-G.  i.  —  Observations  de  la  comète  II 
de  1880,  comète  de  Schiiberle;  éléments  et  ephéméride  de  cette 
comète.  (221-224). 
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Todd  [D.-P.)  —  Fautes  d'impression  dans  les  Tables  de  multipli- 
eation  de  Crelle,  (2?,3-224)- 

Dans  le  produit  de  112  X  '\'^~  il  faut  lire    4^9  a'i  lien  de    ^99. 
n  aCôxHcSi  1.  jSS^  b  3234. 

Oppolzer  [Tli.  v.).  —  Remarques  sur  le  mouvement  anormal  de 
quehjues  comètes  etl'existenee  d'un  milieu  résistant.  (22J-236j. 

La  résistance  opposécau  mouvement  des  comètes  par  le  milieu  planétaire,  résis- 
tance qui  explique  si  bien  raccéléralioii  des  comètes  d'Fnck(î  et  de  Winnecke,  ne 
peut  suffire  à  identifier  les  grandes  comètes  île  iS^S  et  1880  ;  elle  n'explique  pas  non 
plus  les  anomalies  du  mouvement  de  la  grande  comète  de  181 1.  Il  ne  reste  donc 
qu'à  chercher  si  la  formation  de  la  queue  des  comètes  de  1811,  i8j3  et  1880  no 
pourrait  pas  fournir  une  explication  des  irrégularités  de  leurs  mouvements; 
peut-être  aussi  dans  ces  comètes  Je  noyau  visil)le  ne  reprébcnte-l-il  pas  le  centre  de 
gravité. 

Martin.  —  Eléments  et  éjdiéméride  de  la  comète  II  de  1880,  co- 
mète de  Scliiiberle,  pour  les  mois  de  juillet  et  août  1880. 
(235-236). 

1  oujig  (^C.-u4.].  — Observations  de  la  comète  II  de  1880,  faites  à 
l'Observatoire  de  Princeton  (U.-S.)    (237-238). 

Burnham  (S.-TF.).  —  Note  sur  l'étoile  double  35  de  Pégase, 
(239-240). 

L'étoile  quia  un  mouvement  propre  très  considérable  a  un  compagnon  qui  tourne 
très  rapidement  autour  d'elle.  L'angle  de  position  aurait  changé  de  près  de  4°  en  un 
an.  Les  mesures  sont  d'ailleurs  très  difficiles  par  suite  du  voisinage  des  étoiles  (i") 
et  par  suite  de  leur  grande  différence  d'éclat;  le  compagnon  est  de  douzième 
grandeur. 

Doolitlle  i^C.-L.).  —  Observations  des  satellites  de  Jupiter,  faites 
en  1879  à  rOb  ervatoire  Sayre,  de  l'Université  de  Leliigli  (Pen- 
sylvanie).  (241-252). 

Palisa  [J.).  —  !^ole  sur  la  découverte  des  planètes  (Is^  et  ^lir^  . 
(253-254).  ~" 

Oppolzer  [Th.  v.).  —  JNote  sur  la  planète,  vue  par  AVartinann 
en  i83i .  (253-254). 

La  planète  vue  par  Wartmann  en  i83i,  et  signalée  par  Ârago  en  i836,  n'est  autre 
chose  qu'Lranus. 

Goiild  [B.-A.].  —  Observations  méridiennes  des  étoiles  de  com- 
paraison de  la  comète  d'Encke  en   i8j8.  (255-256  1. 
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Luther  {^•)-  —  ObstMvations  de  petites  planètes,  faites  à  l'équa- 
torial  de  Dûsseldoi-f  en  1879-1880.  (9.57-262). 

Luther  [TF.).  — Epliéniéride  pour  l'opposition  de  (sT)  Clio  en  dé- 
cembre 1880.  (263-264). 

Bredikhine  [Th.).  —  Note  sur  le  calcul  des  forces  répulsives  des 
queues  des  grandes  comètes  de  j68o,  1744^  ^7^*9  ^'^  1880. 
(260-266). 

Schâherle  [J.-3I.).  —  Eléments  et  épliéméride  de  la  comète  II 
de  1880,  comète  de  Scluiberle.  (260-268). 

L'éphéméricle  est  préparée  pour  la  réapparition  de  la  comète  en  septembre,  oc- 
tobre et  novembre  1880. 

Tebbult  [J  .)■  — Observations  dePallas,faitesà  Windsor  (N.-S.-W.) 
pendant  son  opposition  de  décembre  1879  et  janvier  1880. 
(269-272). 

Howe  [H.-A.).  —  Nouvelle  solution  approchée  du  problème  de 
Kepler.  (273-^76). 

M.  Howe  donne  un  procédé  facile  pour  la  solution  rapide  et  vraiment  très  ap- 
prochée de  l'équation  qui  donne  l'anomalie  vraie  et  le  rayon  vecteur  au  moyen  de 
l'anomalie  moyenne. 

Butiner  [Lf.].  —  Eléments  de  la  comète  I  de  1878,  découverte  par 
M.  Swift  le  6  juillet  1878.  (277-278). 

2'acchini  (P.).  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes,  laites  en 
avril  et  mai  à  l'Observatoire  du  Collège  Romain.  (279-282). 

Doberck  [W-)-  —  Eléments  de  ^  du  Cancer.  (^283-286). 

Les  éléments  sont  i'ondés  sur  l'ensonible  des  observations  laites  de  1781  à  1872. 

Doberck  [TT^.].  —  Formules  pour  le  mouvement  de  quelques 
étoiles  doubles.  (285-286). 

Gould  [B.-A.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Tem- 
pel,  comète  de  six  ans,  faites  en  1879  à  l'Observatoire  de  Cor- 
doba.  (287-288). 

Seeliger  [H.).  — Considérations  sur  la  probabilité  du  partage  des 
erreurs  accideulelles.  (  289-304  ^ 
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Fedrzejewicz.  —  Observalions  d'étoiles  doubles,  faîtes  à  son  ob- 
servatoire particulier  de  Plonsk.  (3o5-3i8). 

L'auteur  fait  connaître  son  mode  d'observation  et  les  résultats  que  lui  a  donnés 
l'étude  des  vis  micrométriques  de  son  équatorial  de  Merz. 

Hall  {yl.).  —  Observations  du  compagnon  de  Sirius,  faites  à 
Washington  de  janvier  à  mai  1880.  (Sip-Sao). 

Cerashi  (  TV.).  —  Découverte  d'une  étoile  variable  nouvelle. 
(319-320) 

L'étoile  du  Catalogue  d'Argelander  qui  a  pour  position 

o^'iQ-^Sg' 

varie  de  la  {jrandcur  9  à  la  grandeur  7,5  dans  deux  heures  environ. 

Palisa  [J.].  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes,  faites  à  Pola 
pendant  le  second  semestre  de  1879.  (321-334)- 

Kortazzi  [J.].  —  Observations  de  la  comète  II  de  1880,  comète 
de  Scliaberle,  faites  en  avril,  mai  et  juin  à  l'Observatoire  de  ]Ni- 
colaïef.  (335-336). 

Lohse  (O.).  —  Observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter,  faites  à 
Potsdam  en  juin  et  juillet.  (335-336). 

Oppolzer  [T/i.  V.).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  pé- 
riodique de  Winnecke  (comète  III  de  1819)  pour  son  apparition 
de  décembre  1880  à  janvier  1881.  (337-342). 

Le  calcul  des  éléments  est  fondé  sur  l'ensemble  des  observations  des  trois  appa- 
ritions de  18Ô8,  1869  et  1875. 

Mejer  {^31. -TV.).  —  Eléments  de  la  grande  comète  de  1880. 
(343-346). 

Le  calcul  est  fondé  sur  l'ensemble  des  observations  faites  à  Melbourne  etCordoba 
du  6  au  19  février  1880.  —  L'orbite  est  sensiblement  elliptique,  avec  une  excentri- 
cité de  88°  6' 56",  0  et  un  Jïrand  axe  de  it,()86.53. 

Strasser  (G.).  —  Observations  de  planètes,  faites  en  1878  et  1879, 
à  l'Observatoire  de  Kremsmûnster.  (347-352). 

Lelwiatm-Filhès  [R.).  —  Aote  sur  la  distribution  des  points  ra- 
diants à  la  surface  de  la  sphère  céleste.  (353-372). 
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Marlh  [A.].  — Épliéméride  d(;s  riiuj  satellites  intérieurs  de  Sa- 
turne d'août  1880  à  mars  1881.  (371-384).  G.  R. 


NIEUW  ARCHIEF  voor  VVisklxde  ('). 

Tome  VI;   iHHo. 

Mkhdelis  (Ty  G.-J.).  —  Sur   le  principe   de  la  conservation   de 

l'énergie.  (1-18). 

L'auteur  s'occupe  d'abord  des  principaux  principes  mécaniques  applicables  h  des 
forces  qui  déjiendent  du  mouvement  des  parlicules  qu'elles  affectent  et  qui  admettent 
une  fonction  des  forces  de  Schering.  Ensuite,  il  traite  plus  amplement  du  principe 
de  la  conservation  de  l'eneryie  et  s'efforce  de  réunir  quelques  considérations  de 
Helmliollz,  ^^  eber,  etc. 

Sclwute  [D'  P.-/1.)  —  De  la  projection  sur  une  surface.  (19-48). 

Après  avoir  donne  un  a|)er(,;u  critique  des  différentes  méthodes  qui  mènent  à  la 
détermination  du  nombi'e  des  normales  à  une  surface  qui  passent  par  un  point 
donné,  l'auteur  énonce  plusieurs  théorèmes  nouveaux  par  rapport  à  la  projection 
d'une  courbe  sur  une  surface,  son  satellile,  sa  surface  projetante,  etc.  Un  extrait 
de  cette  étude  est  inséré  dans  VJnnuaire  île  i Association  Française  pour  l'ai'uiice- 
ment  des  Sciences  (Congrès  de  Montpellier,   1879). 

Bierens  de  Haaii  {D.).  —  Sur  quelques  jeux  de  dés.  (49-66). 

L'auteur  considère  la  probabilité   de  jeter   le  nombre  p  avec  n  des,   probabilité 
qu'il  représente   par  le  symbole  P(p_„)  :i>",  ^ip,,,)  «tant  le   nombre  des   cas  favo- 
rables   et    b"  celui    des    cas    possibles.    11    développe    la    valeur    des    expressions 
P(pi-i,«)  —  ^ip,n)  et  P(p,„+iJ  — l'(p,«;  eii  se  servant  de  la  notation 
b 
flc  =  rt  (  rt  H-  c)  (  «  -t-  2  f  ) .  .  .  [  n  +  (  1^  —  '  )<^']  ' 

nommée  faculté  analytique,  et  applique  les  résultats  au  jeu  ordinaire  il  deux  dés, 
au  jeu  des  doubles,  au  jeu  quinque-nove  et  au  jeu  hasard  à  deux  dés. 

Van  den  Berf^  [F.-J.).  —  Un  triangle  pesant  donné  repose  avec 
chacun  de  ses  sommets  sur  une  des  faces  d'un  angle  trièdre 
donné  :  déterminer  la  position  d'équilibre  du  triangle  dans  les 
deux  cas  où  l'on  néglige  le  frottement  de  ses  sommets  sur  les  faces 
du  trièdre  et  où  l'on  en  tient  compte  (-).  (67-97). 


(')   Voir  Bulletin,   IIL,   lyô. 

(')  Sujet  de  (>rix  propose  par  la  Société  '^iS;8,  n"  3). 
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Après  avoir  clonriù  la  solulù.n  complète  du  problème  en  question,  aussi  bien 
par  la  Géométrie  (|iie  par  l'Analyse,  l'auteur  coiisitlère  <|uelques  cas  spéciaux.  Par 
rapport  au  cas  plus  f;ènéral  d'un  polyrjone  plan  dont  les  n  sommets  s'appuient  sur 
n  plans  donnés,  il  observe  qu(^  la  position  n'est  possible  qu'autant  que  11  </,  etc. 

Bierens  de  Haan  [D.].  — Sur  quelqut^s  jeux  de  dés  (.suite).  (ii3- 

123). 

Considération  du  jeu  an[;]ais  Itrtihs  à  deux  dés,  du  jeu  pd.^st-dix  à  deux  et  à 
plusieurs  joueurs,  du  jeu  pair  ou  impair,  du  jeu  nommé  à  tort  parfaite  égalité  eX 
du  jeu  krabs  à  trois  dés. 

Saniot  iyD.-J.-A.).  —  Les  priuci[)es  de  la  seience  de  l'assuraucc 

sur  la  vie  (suite)  (  '  ;.  (i  23-i43  ). 

Moors  [B.-P.].  —  Tht'oi'ie  de  la  cubaturo  du  deini-licctolitre 
mesure  de  blé.  (  1 44"  '  7<^  ) • 

a.  Détermination  du  diamètre  moyen  d'une  mesure  cylindrique  à  peu  près  circu- 
laire, dont  le  bord  supérieur  et  le  fond  se  trouvent  dans  des  plans  parallèles.  — 
ô.  Rapport  entre  une  erreur  du  diamètre  de  la  mesure  et  une  erreur  dans  la  hau- 
teur.—  c.  Détermination  delà  hauteur  moyenne  d'une  mesure  à  bord  ondulant  et  à 
fond  plan. —  d.  Détermination  de  la  hauteur  moyenne  d'une  mesure  à  boni  ondulant 
et  à  fond  courbe.  —  e.  Description  des  instruments  de  j)récision.  — /.  Applica- 
tion. —  g.  Annotations. 

Kaptejn  (D''  lY.-P.y  —  riésumé  des  ([uestions  diseutées  dans  les 
eonlereiiees  scientifiques  de  la  Société  Mathématique  (1878- 
1879).  (170-171). 

Kamerlingh  Onnes  (//•)•  —  Sur  le  mouvetneut  relatif  (suite)  (-) 
(173-182). 

Chapitre  111  (suite).  10.  Variation  des  éléments  des  ellipses  ù'oscillation  par  rap- 
port à  d'autres  axes  que  les  axes  de  symétrie.  —  11.  Évilement  des  déviations  du 
pendule  de  Foucault,  causées  par  la  rotation  du  point  de  suspension. 

Taji  den  Berg  [F\-J.).  —  Sur  l'équation  de  l'iiyperboloïde  déter- 
miné par  trois  directrices,  en  rapport  avec  l'équilibre  de  quatre 
forces  dans  l'espace.  (i83-i95). 

L'auteur  démontre  par  la  Géométrie  et  par  l'Analyse  que  quatre  droites  ne  peu- 
vent être  les  porteurs  de  quatre  forces  en  équilibre  dans  l'espace  qu'autant  qu'elles 
sont  des  génératrices  de  même  espèce  d'un  môme  hyperboloide,  théorème  énoncé 
par  Môbius. 

Schaefer  (^J.-H.  ).  —  Réduction  des  formules  (jui  déterminent  dans 

(')  Voir  t.   V,  p.  \(\. 
(-)   ïoir  t.   V,  p.   i(i(). 


i;» 
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la  question  des  inondations  la  quantité  d'eau  qui  entre  à  d'autres 
qui  font  connaitre  en  peu  de  temps  le  temps  nécessaire  à  l'inon- 
dation totale  pour  le  cas  où  l'eau  est  affectée  par  le  flux  et  le 
reflux.  (196-202). 

I.  Introduction.  —  H.  Application  delà  méthode  en  se  servant  de  déversoirs  im- 
parl'aits.  {A  suivre.) 

Landré  [Coi'ii.-L.  ).  —  De  la  perspective  d'une  sphère.  (aoS-aoj). 

L'auteur  évalue  la  grandeur  de  l'erreur  commise  par  le  peintre  qui  remplace  la 
perspective  elliptique  par  un  cercle. 

Landré  (Covfi.-L.).  —  Sur  un  théorème  des  déterminants.  (208- 

211). 

L'auteur  signale  une  erreur  commise  par  M.  Dostor  dans  ses  Éléments  de  la  théorie 
des  déterminants,   renfermée  dans  l'équation 


bb'  -t-  ce' 

ba' 

ca' 

" 

—  2  bec' 

—  icbb' 

ab' 

ce'  -1-  aa' 

cb' 

= 

■ — •  3  ace' 

0 

■ —  •i.caa 

ac' 

bc' 

aa'  4-  bb' 

—  2  abb' 

—  ibaa' 

0 

Landré  [Corn. -L.).  — Sur  la  formule  d'Euler.  (212-210). 
Landré  [Corn. -L.).  —  Bibliographie.  (216-218). 

Compte  rendu   de  l'Ouvrage  Bcginselen   der  Stéréométrie  [Eléments   de   Stéréo- 
métrie) du  D'  C.-J.  Matthes,  professeur  à  l'Université  d'Amsterdam. 

Liste  par  ordre  de   matières  des  articles  de  quelques  journaux 
mathématiques.  (98-1 11  et  219-223). 

P. -H.  ScHOUTE. 


ARCHIVES  NÉERLANDAISES  des  Sciences  exactes  et  naturelles,  publiées 
par  la  Société  Hollandaise  des  Sciences  à  Harlem  et  rédigées  par  E.-H.  \on 
Baumhauer  ('). 

Tome  XI;   1876. 

Hoorweg  [J.-L.].  —  Sur  la  propagation  du  son  d'après  la  nou- 
velle théorie  des  gaz.  (131-177). 

Si  l'on  veut   établir   les  équations    aux   dérivées  partielles    du   mouvement  des 
fluides  gazeux  en  prenant  pour  point  de  départ  la  nouvelle  théorie  de  Clausius  sur 


(')   Voir  Bulletin.  !,,    i.' 
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la  conslitulioii  des  gaz,  on  rencontre  dos  difliciiltés  que  les  auteurs  des  Traités  de 
Physique  les  plus  répandus  sont  loin  d'avoir  résolues  d'une  manière  satisfaisante. 
D'autre  part,  l'ancienne  théorie  a  fourni  tant  de  résultats  importants,  confirmés 
par  l'expérience,  qu'il  serait  regrettable  d'être  obligé  de  la  sacrifier  à  la  théorie 
nouvelle.  M.  Hoorweg  cherche,  dans  son  iNlémoire,  à  concilier  les  deux  théories. 

Oiif/eiiia/is  [J.-A.-C).  —  Sur  une;  meilleure  iiiélliode  pour 
faire  les  mesures  liélioiaétriques,  à  l'oecasiou  d'un  j)assage  de 
\  éuus  sur  le  Soleil.  (i86-ig6\ 

Sldinhart  { F.-J.  ).  —  Di'scription  de  la  boussole  d'intensité.  (197- 
2:i8]. 

Slamhart  (F.-J.).  —  Note  sur  l'emploi  de  la  Loussole  d'intensité 
})Our  trouver  la  déviation  de  l'aiguille  aimantée  à  bord  d'un  na- 
vire. (229-238). 

Stamkarl  (A.- A.  ).  —  L'intensité  liorizontale  du  magnétisme  ter- 
restre, observée  au  moyen  de  la  boussole  d'intensité,  à  bord  du 
navire  Petronella-Cnlhaiiua,  capitaine  C.-H.  van  der  Veen, 
pendant  un  voyage  de  Batavia  à  Macao,  suivi  du  retour  à  Batavia 
et  de  là  en  Hollande,  en  1860  et  1861.  Communiqué  par 
F.-J.  Stamkart.  (239-246,  Tableau  ). 

Doiiders  { F.-C.  ).  —  Essai  d'une  explication  génétique  des  mouve- 
ments oculaires,  [^oi-^^'j). 

I.  Lignes  de  fixation  parallèles.  —  II.  Convergence.  —  III.  Torsion  parallèle. 
—  IV.  Torsion  .symétrique  indépendante.  —  Appendices. 

Giiiiwis  [C .-H.-C.  ).  —  Sur  les  ondes  sonores  cylindriques.  (458- 
466). 

Bosscha  (J.).  —  Sur  l'équilibre  d'une  goutte  entre  deux  plaques 
horizontales.   (467-470). 

Cohen  Stuart  [L.].  — •  Sur  un  cas  de  discontinuité.  (476-480, 
ipL). 

«  Beaucoup  de  mathématiciens  admettent  tacitement,  et  quelques-uns  l'énoncent 
en  termes  formels,  que  si,  x  variant  d'une  manière  continue,  f{x)  change  subite- 
ment de  valeur,  cela  implique  toujours,  pour  la  fonction  dérivée /'(x),  une  rup- 
ture   de    continuité,    à    savoir    par    le   passage   à    l'infini;    en    conséquence,    que 

I      J'{^)'^^i  regardé  comme  la  valeur  que  prend  'S.f'{x)^x  lorsque  j:  croit  de  a 
J  a 

à  i  et  que  S.x  tend  indéfiniment  vers  zér.?,  pourrait  être  posé  égal  af{(>) — J  {a) 
aussi  longtemps  que/' (x  )  reste  fini. 
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»  l'n  exemple  piopre  à  montrer  que  cela  n'est  pas  vrai  d'une  manière  aljsolii- 
meiit  générale,  et  donnant  d'ailleurs  lieu  à  des  remarques  qui  méritent  quelque 
attention,  est  loiirni  par  la  discontinuité  de 

_    1^ 

f(x    —e       ■'■ 

(  -<-\ 

\  comme  cas  particulier  de  r       -^  1  pour  .r  =  u.   » 

Tome  XII;   1877. 

Mees  (  R.-A .  ) .  —  De  rinflucnce  du  mouvement  d'une  source  vibra- 
toire sur  l'intensité  des  vibrations  émises,  (i-it),  i  pi.). 

Korteweg  [D.-J.].  —  Sur  la  probabilité  des  divers  résultats  pos- 
sibles d'une  élection  pour  laquelle  les  votants  de  deux  opinions 
dillérentes  se  partagent  eu  sections  par  la  voie  du  sort.  (dS-pS). 

«  Lorqu'un  certain  nombre  de  personnes  devant  procéder  à  des  votes  ou  à  des 
nominations  se  partagent  par  la  voie  du  sort  en  plusieurs  sections  de  force  numé- 
rique égale,  sous  la  condition  que  chaque  section  émettra  ensuite  un  seul  vote  ou 
effectuera  une  seule  nomination,  le  résultat  obtenu  dépend  en  partie  du  hasard. 

»  Supposons  qu'il  y  ait,  en  général,  ks  volants  qui  se  répartissent  en  k  sections, 
toutes  également  nombreuses,  et  que  a  voix  appartiennent  à  la  majorité,  6  à  la  mi- 
norité; la  probabilité  d'une  répartition  telle  que  dans  m  bureaux  triomphe  la  majo- 
rité, dans  II  la  minorité,  sera  alors  une  fonction  de  «,  b,  m,  n,  que  nous  représen- 
terons dans  la  suite  par 

P? 


m.  If 


ou,  lorsqu'il  n'en  pourra  résulter  aucun   malentendu,  par 
C'est  cette  fonction  f|ue  nous  allons  cliercher  à  déterminer.   >• 

Baehr  [('t.-F.-TP'.).   —  ]Note  sur  le  mouvemcjit  elliptique.   (97- 
101 ,  I  pi.  )• 

Scliols   [Cli.-iM.].  —  La   formule  d'interpolation  de  Tcbebyclief" 
suivant  la  méthode  des  moindres  carrés,  (i  02-1 12). 

Démonstration  directe  des  formules  de  Tchebychef,  de  laquelle,  en  outi'e,  ressort 
la  signilication  des  grandeurs  qui  entrent  dans  ces  formules. 

Benthem  [A .  ).  —  Théorie  des  nombres  complexes  et  bicomplexes. 
(i  iii-176  ). 

Extrait  d'un  Mémoire  publié  sous  le  titre  de  Théorie  der  fanctiën  van  verander 
lijhe  complexe  getallen  {Nieutv  Archief  van  het  Wishundige  Genootschap,  t.  1,  II 
et  111).  Voir  Bulletin,  I,,  12.  i3,  et  111.,  170. 

(jlAP.  I.  I.e^  fonction<:  alirchriqiir.<:   de  nninhre<:   torn/dc.re.f  conftfinls.  §  1.  Les  formes 
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complexes  ordinaires.  §  2.  Réduction  des  formes  complexes.  §  3.  Autre  forme  des 
nombres  complexes. 

CiiAP.  II.  Les  fonctions  transcendantes.  §  4.  Les  fonctions  exponentielles.  §  5.  Les 
fonctions  logarithmiques. 

Cn.vp.  III.  Les  fonctions  bicomplexes.  §  6.  Les  fonctions  bicomplexes. 

CiiAP.  IV.  La  polydromie  des  fonctions.  §  7.  Cause  de  la  polydromie.  §  8.  Fonc- 
tions algébriques  monodromes.  §  9.  La  foncliou  algébrique  générale.  §  10.  Les  fonc- 
tions exponentielles  et  logarithmiques.  §  11.  Les  fonctions  bicomplexes. 

Chap.  V.  L'analyse  des  fonctions  de  nombres  complexes.  §  \'l.  Considérations  gé- 
nérales. §  13.  Les  intégrales  des  fonctions  monodromes,  §  l'j.  Les  intégrales  des 
fonctions  polydromes. 

Grinwis  [C .-H.-C).  —  Sur  l'absorption  de  la  lumière  d'après  la 
théorie  de  M.  Maxwell.  (177-188). 

f  ail  cler  JJ'  aals  i^J.-D.).  —  Sur  le  nombre  lelatif  des  cliocs  que 
subit  une  molécule,  suivant  qu'elle  se  meut  au  milieu  de  mo- 
lécules en  mouvement  ou  au  milieu  de  molécules  supposées  eu 
repos,  et  sur  l'inlluence  que  les  dimensions  des  molécules, 
dans  la  direction  du  mouvement  relatif,  exercent  sur  le  nombre 
de  ces  cliocs.  (  ao  i-5>.  1  ()  ). 

Van  (1er  Tf  aals  [J.-l).).  —  Sur  le  nombre  des  chocs  et  la  distance 
de  elioc  moyenne  dans  les  mélanges  gazeux.  (217-228). 

Van  Geer  'P.).  —  Sur  l'emploi  des  déterminants  dans  la  méthode 
des  moindres  carrés.  (229-240). 

Korteweg  [D.-J.].  —  Sur  le  calcul  delà  distance  moyenne  de 
choc  des  molécules  gazeuses,  dans  le  cas  où  l'on  tient  compte  de 
toutes  leurs  dimensions.  (24i-253). 

Korteweg  [D.-J.].  —  Calcul  de  l'accroissement  de  tension  qu'un 
gaz  éprouve  par  suite  du  choc  des  molécules.  (254-261). 

Minh  [II. -J.  ).  ■ —  Sur  la  propagation  du  son.  (262-284). 

Van  der  Berg  [F.-J.].  —  Sur  les  écarts  de  la  ligne  géodésique  et 
des  sections  planes  normales  entre  deux  points  rapprochés  d'une 
surlace  courbe.  (35rl-398,  ipl.). 

F  an  der  Tf  aals  [J.-D.  ).  —  L'influence  de  la  pression  sur  la  tem- 
pérature du  maximum  de  densité  de  l'eau.  (437-469]. 

finll,  des  Sciences  math.,  2*  Série,  t.  IV.  (Août  iRSo.)  R  .  l3 
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Tonip  XIII;    187S. 

Jlerinqa   {P. -M).  —  Considérations   sur  les  plu'nomènes  capil- 
laires. (i-34,  I  pi-  I- 
Examen  critique  des  théories  de  Laplaee,  de  Gauss  et  de  Poisson. 

Michaelis  I^G.-J.)-  —  Sur  quelques  cas  de  mouvement  dans   un 
fluide  incompressible.  (67-90). 

Dojulers  (F.-C.).  — La  détermination  numérique  du  pouvoir  de 
distinguer  les  couleurs.  (91-98  1. 

DoJidcrs  [F.-C.].  — Une  lunette  paneratiquc.  (99-109). 

L'auleur  indique  le  moyen  de  construire  une  lunette  avec  laquelle  on  puisse 
obtenir,  par  le  déplacement  des  lentilles  entre  certaines  limites,  tous  les  grossisse- 
ments en  une  série  continue. 

Oudemans  [J.-A.-C .].  —  Théorie  delà  lunette  panci-atique  de 
.M.  Donders.  (i  10-140). 

§  1.  Problème  de  la  lunette  pancratique.  Double  solution,  dont  l'une  seulement 
satisfait  aux  conditions  posées.  Cette  solution  donne  encore  des  lunettes  de  deux 
constructions  difiérentes.  —  §  2.  Déplacement  nécessaire  de  l'objectif  ou  de  l'ocu- 
laire pour  un  déplacement  fini  de  la  lentille  du  milieu,  celle-ci  étant  supposée 
positive.  Distance  focale  de  la  lunette  entière,  si  ce  déplacement  de  l'objectif  ou  de 
l'oculaire  n'a  pas  lieu.  —  §  3.  Considérations  sur  le  cas  où,  pour  les  deux  limites 
du  grossissement,  la  longueur  de  la  lunette  est  supposée  la  même.  —  §  4.  Solution  du 
problème  lorsqu'on  emploie  l'oculaire  pour  corriger  la  distance  focale.  —  §  5.  So- 
lution du  problème  en  employant  l'objectif  pour  corriger  la  distance  focale. 
—  §  6.  Limite  supérieure  de  F.  —  §  7.  Lunette  pancratique  à  lentille  du  milieu 
négative.  Solution  du  problème.  Limite  inférieure  de/.  —  §  8.  Limite  supérieure 
de  f.  —  §  9.  Exemple  de  calcul.  ■ —  §  10.  L'épaisseur  des  lentilles.  —  §11-  Déduc- 
tion plus  simple  des  équations  principales  du  problème.  —  §  12.  Solution  plus 
simple  en  négligeant  le  déplacement  de  l'objectif  ou  de  l'oculaire.  —  §  13.  Lieu 
des  diaphragmes  internes  ou  externes.  —  §  14.  La  lunette  pancratique  peut-elle 
être  construite  achromatiquement?  —  Appendice. 

Bossclia  [J.\.  —  Sur  des  lunettes  à  c;rossissement  variable.  (i4'- 
i48). 

Oudtiiiians  [J.-A.-C .).  —  Siu-  la  détermination  des   distances  fo- 
cales des  lentilles  à  court  fover.  [i\()-\'ji). 

Bdclii-  i(i.-l'\-ir.\.  — _\ole  SIM  l'allraction.  (197-212). 

y  an  lier  SioL    iJ-P.;.  —  Sur   b's    variations   de   la  déclinaison 
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magnétique  en  iNéerlande,   déduites  de  vingt  années  d'observa- 
tion au  Ilelder.  (213-246). 

Bosscha  i^J.).  —  Sur  l'intensité  des  courants  électriques  du  télé- 
phone de  (zraliani  Bell.  (247-206). 

Biereiis  de  Haan  {D.).  —  jNotice  sur  les  intégrales 


Jn      '  -^  />sm-./co.>-.r  J, 


.rF(.r)r/.z 


I  -+-  p  sin'.r  cos'j- 
où  Y  est  une  fonction  gonioniétrique.  (389-417  • 

Tome  XIV  ;   1879. 

Onnen  (H.).  —  iNotes  concernant  la  théorie  dûs  équations  essen- 
tielles des  courbes  planes.  (1-75,  3  pi  j- 

1.  Construction  et  calcul  du  rayon  de  courbure  d'une  lif[ne  cycloïdale. —  2.  L'équa- 
tion essentielle  proprement  dite  d'une  lijne  cycloïdale. —  3.  Examen  des  cycloïdales 
décrites  simultanément  |>ar  les  divers  points  du  plan  de  la  courbe  génératrice, 
quand  celle-ci  touche  la  courbe  directrice  en  un  point  donné.  Cercle  des  points 
d'inflexion.  Focale.  —  4.  Examen  des  cycloïdales  décrites  par  les  divers  points  d'une 
droite  liée  à  la  courbe  génératrice.  —  f).  Anti-cycloïdales.  Cycloïdales  semblables, 
produites  par    deux    courbes    génératrices    qui    roulent  sur  la   même   directrice. 

—  6.    La  ligne    génératrice   ou    la   ligne   directrice   est  un   cercle  ou  une  droite. 

—  7.  Hypocycloïdes  et  épicycloïdes.  —  8.  Points  d'inGexion  et  sommets  des  hypocy- 
cloïdes.    —    9.    Considérations    géométriques.    —    10.   Considérations   analytiques. 

—  11.  Formes  de  passage  fournies  par  les  valeurs  limites  de  -•  — 12.  Tableau  des 
différentes  formes  des  courbes  cycloïdiques. 

Rijke  (  P.-L.]-  — Sur  le  luicrophonc.  176-96',   1  pi.  h 

Mees  [R.-A.].  —  Sur  la  théorie  du  radiomètre.  197-129). 

Grimvis  (^C.-ff.-C.  ).  —  Sur  une  détermination  simple  de  la  fonc- 
tion caractéristique.  (^i3o-i42  ). 

Il  s'agit  de  la  fonotion  caractéristique  définie  par  Hamilton  dans  son  célèbre 
Mémoire  On  amènerai  method  in  Dynamia. 

Oademans  [J  .-A.-C .).  —  Sur  ror])ite  annuelle  que  les  étoiles  fixes 
semblent  décrire  au  ciel  par  suite  de  l'aberration  de  la  lumière. 
(i43-i54). 

Bergsnia  {^P.-A.).  —  L'influence  des  phases  de  la  Lune  sur  la 
température  de  Fair  à  Ratavia.  (  i.")j-i62). 
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Le  ri'sultal  des  observations  semble  indiquer  :  i"  que  la  température  moyenne  des 
vingt-quatre  heures,  la  température  moyenne  des  heures  du  jour  (7'»  avant  midi 
et  5''  après  midi)  et  l'oscillation  diurne  moyenne  de  la  température  sont  plus  fortes 
pendant  la  pleine  lune  et  l'octant  suivant  que  pendant  les  autres  phases;  2°  que, 
au  contraire,  la  température  moyenne  des  heures  de  la  nuit  (y*"  après  midi  et  ô'' 
avant  midi)  est  plus  basse  lors  des  mêmes  phases  que  lors  des  autres  phases  lu- 
naires; 3°  que  celte  double  variation  de  la  température  de  l'air,  dépendante  des 
phases  de  la  Lune,  laquelle  variation  doit  être  re;;ardée  comme  un  phénomène 
unique,  ne  peut  être  un  elTet  direct  de  la  chaleur  rayonnée  vers  la  Terre  par  la  sur- 
face de  la  Lune,  mais  qu'elle  est  très  probablement  un  résultat  secondaire  produit 
par  une  variation  de  la  clarté  du  ciel,  variation  dépendante  des  phases  lunaires. 

Baelir  [G.-F-Tf.  :.  — Sur  le  principede  Ja  moindre  action.  (i63- 

'79)- 
Snelleii  [M.].  —  Sur  le  téléniétéoi^ograplie  d'Olland.    (180-208). 

Bierejis  de  Haan  {D-)-  —  ^lOle  sur  le  nombre  de  fois  qu'avec  un 
nombre  donné  de  dés  on  peut  jeter  une  somnKî  donnée  et  sur 
une  application  de  cette  règle.  (370-.'')92). 

Seelheiin  [F.  ).  —  Les  lois  de  la  perméabilité  du  sol.  (3ç)3-462j. 

Harling  (P.  ).  —  Déterminations  tliermométriques  faites  dans  un 
puits  de  369™  de  ])rofondeur,  à  Utreclit.  (463-48o). 
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Tome  XXXI;   1 877-1 S78. 
Azzarelli  {M.).  —  Exercices  géométriques.  (6-3c)  ). 

1°  Chercher  les  formules  générales  qui  représentent  les  courbes  dont  la  rectifica- 
tion dépend  de  l'arc  d'une  courbe  donnée. 

1"  Chercher  l'équation  des  courbes  dont  la  rectification  dépend  de  l'arc 

dz    ,— 


ds  =.  —  Jz- —  a'. 

z 

3°  Trouver  l'équation  des  courbes  dont  la  rectification  dépend  de    'arc 


(')Voir  liulletui.  II,.   10.!.    ' 
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.'l"  Trouver  l'équation  des  courbes  dont  la  rectification  dépend  do  celle  de  la 
eycloïde  ordinaire. 

Ces  courbes  sont  des  épicycloïdes  et  des  hypocycloïdes. 

5°  Trouver  l'équation  générale  de  toutes  les  lignes  dont  la  rectification  se  réduit 
à  dépendre  d'une  fonction  qui  représente  l'ordonnée  d'une  hyperbole  conique. 

6"  Trouver  l'équation  générale  des  courbes  dont  la  n-ctification  dépend  de  l'or- 
donnée d'une  ellipse. 

Ces  courbes  sont  des  épicycloïdes  ou  des  liypocycloïdes. 

7°  Trouver  l'équation  générale  des  courbes  dont  la  reclKication  dépend  de  l'arc 
de  lemniscate  ou  d'intégrales  elliptiques  de  première  espèce. 

La  courbe  est  une.  lemniscate  de  RernouUi,  dont  les  coordonnées  x  et  j  sont  per- 
mutées et  dont  l'axe  est  incliné  par  rapport  h  l'axe  des  abscisses. 

S°  Trouver  les  courbes  dont  la  rectification  dépend  d'arcs  d'ellipse  ou  d'inté- 
grales elliptiques  de  seconde  espèce. 

g"  Trouver  les  courbes  dont  la  rectification  dépend  de  celle  d'une  iiarabole 
conique. 

Pépin  (^TJi.).  —  Mémoire  sur  k-s  lois  de  récij)rocilé  relati^es  aux 
résidus  de  puissances.  (4o-i48). 

La  question  qui  fait  l'objet  des  recherches  du  P.  Pépin  a  déjà  été  traitée  partiel- 
lement par  Cauchy  dans  le  Bulletin  de  Férussac,  t.  XII,  et  dans  les  Mémoir-^s  de 
l'yécadéinie  des  Sciences,  t.  XVII.  L'auteur,  en  reprenant  ces  recherches  àun  point  de 
vue  plus  général,  démontre  successivement  : 

1°  Que  les  théorèmes  de  Jacobi  sur  l<>s  résidus  cubiques  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers de  théorèmes  plus  généraux;  que  pour  tout  ordre  n''-'"'^  de  résidus,  pourvu 
que  le  nombre  n  soit  premier,  on  peut  former,  au  moyen  des  facteurs  com- 
plexes R,  ,  des  nombres  premiers  «u  ->-  i,  une  fonction  ■l[p)  qui  jouit  de  propriétés 
analogues  à  celle  que  présente,  pour  les  résidus  cubiques,  le  rapport  considéré  par 
Jacobi  : 

L  -H  3  y  "^^  M 

L  —  3  V  ^^  iVl  ' 

•?.°  Que  les  théorèmes  énoncés  par  Cauchy,  sur  le  même  sujet,  dans  le  Bulletin  de 
Férussac  sont  susceptibles  d'une  démonstration  plus  générale  que  celle  qu'adonnée 
le  célèbre  mathématicien. 

Ferrari  (_St.).  —  Sur  la  relation  entre  les  niaxiiua  et  les  niinima 
des  taches  solaires  et  les  perturbations  magnétiques  extraordi- 
naires. VHP  Communication.  (168-178). 

Les  cinq  perturbations  magnétiques  de  l'année  i8-;4  coïncident  avec  les  cinq  ac- 
croissements des  taches  •pendant  la  même  année. 

Ferrari  (St.).  —  Annonce  de  la  mort  du  P.  Secclii.  (24^)- 

Foglini  (/•)•  —  Mémoire  sur  les  invariants,  covariants  et  eontra- 
variants  des  fonctions  homogènes.  (249-3  16). 

Azzarelli  [Jf.}.  —  F^quation  de  la  ligne  géodésique  et  applica- 
tions. (  327-341  • 
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L'auteur,  après  avoir  démontré  les  propriétés  principales  de  la  ligne  géodésique, 
applique  ses  ioriuules  aux  surfaces  du  second  ordre. 

Azzarelli  (31.).  — >iote  sur  la  résolution  de  réqualioii  du  troi- 
sième degré.  (335-366). 

La  méthode  de  M.  Azzarelli  consiste  à  augmenter  les  racines  de  l'équation  d'une 
quantité  h  déterminée,  de  manière  que  le  premier  membre 

.r'  -+-  ?>  px^  -^Zq  X  -h  r 

de  l'équation  soit  transformable  en  la  somme  algébrique  de  deux  cubes,  cas  auquel 
les  solutions  s'expriment  facilement  au  moyen  des  trois  racines  cubiques  imaginaires 
de  l'unité.  ^ 

Cette  condition  pouvant  toujours  être  remplie,  la  métliode  de  M.- Azzarelli  con- 
duit à  une  solution  simple  de  l'équation. 

Ferrari  [St.).  —  Note  sur  la  relation  entre  les  maxima  et  les  mi- 
nima  des  taches  solaires  etles  perturbations  magnétiques  extraor- 
dinaiix's.  (383-396). 
Les  perturbations  coïncident  avec  le  maximum  d'activité  solaire. 

Pépin  [Th.).  —  Noie  sur  quelques  équations  biquadratiques  et 
indéterminées,  (397-427). 

L'auteur  se  propose  la  résolution  de  quelques  équations  de  la  forme 

kir  =  H.r''  H-  Cj*, 

où  les  coefficients  A.  B,  C  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux.  Les  exemples  choisis 
montrent  comment,  dans  certains  cas,  on  peut  déterminer  toutes  les  solutions  pos- 
sibles de  ces  équations  d'une  manière  implicite  au  moyen  de  formules  qui  permettent 
de  les  obtenir  toutes  successivement  dans  leur  ordre  croissant  de  grandeur. 
Les  équations  particulières  examinées  par  l'auteur  sont  les  suivantes  : 

De  Hossi  Jie  [P  •)•    —  Démonstration   du  cinquième  postulatum 
d'Euclide.  (461-473  ). 

Tome  XXXII;  1878-1879. 

Ferrari  [G.  St.).  —  >iote  sur  les  protubérances  et  les  taches  so- 
laires observées  en  1877   à  l'Observatoire  du  Collège  Romain. 

(46-57).      • 

Le  nombre  des  protubérances  et  des  taches  est  allé  en  diminuant  d'une  manière 
constante  pendant  l'année  1S77.  Ln  même  temps,  ainsi  que  cela  résulte  des  obser- 
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valions  magru'tiqucs  de  Pi-aîjiie  et  de  RoniT,  l'amplitude  des  variations  diurnes  de 
la  déclinaison  a  décru  d'une  manière  ré{;uliére.  Il  y  a  donc  corrélation  diiecte  entre 
les  deux  phénomènes. 

Pépin  i^Th.).  —  Recherches  sur  (|ii('I(|ues  équalioiis  indéterminées 
du  second  et  du  quatriènie  degré.  (79-128). 

L'auteur  a  déjà  communiqué  à  l'Académie  des  ISUiovi  Lincei  dos  formules  nou- 
velles your  réduire  à  un  carré  la  valeur  numérique  d'un  polynôme  du  quatrième 
degré,  formules  qui,  il  est  vrai,  ne  résolvent  qu'en  partie  le  problème  proposé,  de 
trouver  toutes  les  valeurs  rationnelles  de  la  variable  x  qui  réduisent  à  un  carré  la 
valeur  numérique  d'un  j)olynôme  p  [x)  de  la  forme  a  -+-  ex'.  Dans  le  Mémoire  actuel 
il  étend  ses  recherches  au  cas  d'un  j)olyiiônie  de  la  forme  a  ^-  c.v'  -t-  eJK'. 

Le  problème  revient  alors  à  résoudre  en  nombres  entiei-s  une  équation  biquadra- 
tique 

(1)  ax*  -h  xhx'r'^  -r-  cj*  =;  a'. 

Si  l'un  des  coeflicients  extrêmes  est  un  carré,  on  peut  transformer  le  problème 
et,  ([uelquefois,  le  résoudre  complètement  par  la  méthode  connue  de  la  décompo- 
sition en  facteurs.  Mais  cette  méthode  n'est  plus  applicable  quand  aucun  des 
coeflicients  extrêmes  n'est  un  cairé.  On  peut  alors  commencer  par  résoudre 
l'équation 

(■>)  a|-H-  •.>*!? -Ht- :»  =  //'. 

Si  la  première  équation  est  possible  et  qu 'elle  soit  vérifiée  lorsqu'on  pose.r  z=z  p,y  =r.  y, 
il  est  évident  qu'on  résoudra  la  seconde  en  portant  5- =  y^-,  Ç"  r=  «y-.  Ainsi,  pour  que 
l'équation  (1)  soit  résoluble  en  nombres  entiers,  il  est,  a\ant  tout,  nécessaire  que 
l'équation  (2)  admette  des  solutions  en  nombres  entiers.  Or,  dans  les  cas  où  l'équa- 
tion (2)  est  possible,  on  peut  en  exprimer  toutes  les  solutions  par  des  formules 
générales  renfermant  deux  nombres  arbitraires.  La  résolution  de  l'équation  (1)  se 
trouve  par  là  ramenée  à  celle  d'un  système  de  deux  équations  du  s;^coud  degré 

//  x'  ^  a'  f-  -^  b'  fg  -r-  c'  i{-. 
ay  =  a"f-  -i-  b"fg  -I-  c'g-, 

dans  lesquelles  a' ,  b',  c',  a" ,  b" ,  c"  sont  des  nombres  entiers  connus,/  et  "-deux  nombres 
arbitraires  premiers  entre  eux,  et  ,</.  le  plus  grand  di\iseur  commun  des  deux  se- 
conds membres. 

Le  P.  Pépin  étudie  alors  les  conditions  de  possibilité  de  l'oquation  (2),  puis  il 
recherche  une  solution  particulière  de  l'équation  1);  cette  dernière  étant  obtenue, 
il  montre  comment  elle  peut  servir  à  la  détermination  de  l'ensemble  des  solu- 
tions. 

Ce  premier  point  étant  acquis,  l'auteur  s'occupe  alors  de  l'équation  biquadra- 
tiqiie 

a  x^  -t-  2  b  x-j'^  -4-  f  j  *  =  z- 

qu'il  résout  d'une  manière  complète. 

Ajoutons  que  chacune  des  théories  générales  de  ce  Mémoire  est  élucidée  par  l'ap- 
plication des  formules  à  un  exemple  numérique  particulier. 
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Ferrari  (G.  St.).  —  Note  sur  ies  observations  de  l'éclipsé  totale 
de  Soleil  du  29  juillet  1879.  (129-138). 

Le  P.  Ferrari  analyse  les  observations  faites  aux  environs  de  Denver  (territoire  de 
Wyoniing,  Colorado)  par  les  RR.  PP.Sestini,  Degiii,  etc.,  professeurs  au  Collège  de 
Georgetown . 

Les  observateurs  ont  constaté  l'existence  de  la  bande  de  lumière  diffractée  qui 
parcourt  le  sol  avant  l'éclipsé  totale;  ils  ont  vu  également  les  grains  de  Raily.  En- 
fin les  Rév,  Pères  chargés  des  observations  spectroscopiques  ont  constaté  un  ren- 
versement complet  du  spectre  à  l'instant  de  la  totalité. 

Foglini  [G.).  —  Notice  nécrologique  dit  P.  Dominique  ClielinI 
(i52-i65). 

Le  P.  D.  Chelini,  des  Écoles  Pies,  né  à  Gragnano  (duché  de  Lucques)  le  18  oc- 
tobre 1802  et  mort  à  Rome  le  16  novembre  1878,  a  publié  de  nombreux  Mémoires  de 
Mécanique  et  de  Géométrie. 

La  Notice  du  P.  Foglini  est  accompagnée  d'une  bibliographie  complète  de  ses 
œuvres. 

Pépin  [Th.).  —  Sur  la  réduction  d'une  formule  ])iquadratique  à 
un  carré.  (i66-2o3). 

Les  problèmes  résolus  par  le  R.  P.  Pépin  dans  le  Mémoire  actuel  sont  les  sui- 
vants : 

1°  Trouver  une  substitution  rationnelle 

V.  Û"  -+-  o.,  V'  '  -H  .  .  .  -t-  «„ 


qui  tranxforine  eu  un  carré  un  polynôme  du  quatrième   degré  ç)(a:),  ou  démontrer 
qu'il  n'en  existe  pas. 

La  solution  n'est  possible  que  si  le  polynôme  9  (r)  a  une  racine  double. 

n"  Rendre  rationnelle  l'expression 


\j {a  -i-  2  b z  -r  e z^ )  (t-'-t-  ib'z  -1-  c'z'^). 

Ferrari  (G.  St.).  —  Maxima  et  minima  des  taches  solaires  et  per- 
turbations magnétiques  extraordinaires  eji  1876.  (225). 

Les  perturbations  magnétiques  ont  principalement  lieu  quand  des  taches  se 
forment  sur  le  Soleil. 

Ferrari  [G.  St.).  — Note  sur  les  protvibérances  etles  taches  so- 
laires observées  en  1878  à  l'Observatoire  du  Collège  Romain. 
(229-238  ) . 

Le  nomlH'c  des  protubérances,  la  surface  du  Soleil  troublée  par  les  taches  cl 
l'amplitude  des  variations  diurnes  de  l'aiguille  aimantée  ont  din»iiiué  d'une  manière 
constante  et  la  marche  des  trois  jjhénomènes  est  parallèle. 
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Lais  [G.].   —   isoles  liistoriqui'S  sur  l'Observatoire  du   ^  aticaii. 
(239-248). 

Grégoire  XIH,  à  l'époque  où  il  s'occupait,  avec  L.  Lilio,  I.  Daiiti,  elc,  de  la  réforme 
du  calendrier,  avait  fait  construire  au  Vatican  un  petit  observatoire  renfermant  un 
grand  gnomon  destiné  .à  la  détermination  de  la  durée  de  l'année.  Cet  observatoire, 
abandonné  en  1-87,  date  de  la  fondation  de  l'Observatoire  du  Collège  Romain,  a  été 
utilisé  depuis  pour  quelques  observations  météorologiques. 

Pépin  [77i.].  —  Études  sur  quelques  questions  d'Arilliniétique  su- 
périeure. (  24p). 

i"  Résolution  en  nombres  entiers  d'un  système  d'éi[uations  du  second  degré. 
Le  système  d'équations 

2  1'-    :=i«^  +  t-, 

3^^=  t-  -f-  2«-, 

que  le  P.  Pépin  se  propose  de  résoudre,  a  déjà  été  étudié  i)ar  M.  Lucas  {Nonvelles 
Annales  de  Blathéniatiijues,  1878);  l'auteur  en  donne  une  solution  plus  générale 
et  plus  complète  que  celle  des  matliématieiens  français. 

2°  Sur  une  propriété  des  piles  de  boulets  à  base  carrée. 

!M.  Lucas  a  démontré  {Nouvelles  Annales,  t.  XVII)  que  le  nombos  des  boulets  n'est 
égal  à  lin  carré  que  dans  le  cas  où  la  pile  contient  2^  boulets  sur  le  côté  de  la 
base.  Suivant  l'auteur,  le  théorème  di;  ,M.  Lucas  est  probablement  vrai,  mais  sa  dé- 
monstration n'est  pas  complète. 

3°  Observations  sur  un  Mémoire  arithmologique  de  Krafft. 

Krafft  a  publié,  d.ins  le  Tome  III  des  Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbnurg,  un 
Mémoire  sur  la  recherche  des  diviseurs  des  noml)res,  où  l'on  trouve  un  théorème 
attribué  à  Euler,  qui  donne  lieu  au  problème  suivant,  dont  le  P.  Pépin  donne  une 
solution  complète. 

/("  Trouver  les  valeurs  entières  de  a  et  de  m  pour  lesquelles  l'expression 


(i  -i- 1-±  \ia  —  m 
devient  un  nombre  rationnel  et  multiple  de  m. 

y4zzarelli  [M.].  —  Exposition  élénientaire  de  la  quadrature  des 
espaees  curvilignes  limités  par  des  courbes  du  second  ordre. 
(33i-36o). 

La  démonstration  du  professeur  Azz:^relli  est  fondée  sur  l'expression  des  quan- 
tités par  des  formules  de  la  forme 

x^cosp-i-v — isinp, 

formules  qui  conduisent  au  théorème  de  Moivre,  à  la  sommation  des  sinus  et  cosi- 
nusd'arcs  en  progression  arithmétique,  etc.  Les  courbes  du  second  ordre  sont  d'ail- 
leurs considérées  comme  des  projections  coniques  ou  cylindriques  d'un  cercle. 

G.  R. 
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VIEKTELJAHRSSCIIRIFT  uek  astronomisciien  Gesellsciiait,  lieniusgegeben 
von  den  Schriftfiihrern  (1er  Gesellschaft,  E.  Schoenfeld  und  A.  Winnecke. 
—  Leipzig,  in- 8"  ('). 

Tome  XIV  ;   1879. 

Aivwers  (-'/.).  —  Corrections  au  Catalogue  des  étoiles  fondamen- 
tales adoptées  par  la  Commission  des  zones.  (2-3). 

Ces  conclusions  sont  relatives  aux  ascensions  droites  de  neuf  étoiles  du  Catalogue 
publié  dans  1(!  Tome  XIII  des  Vierteljahrsschrift. 

Notice   nécrologique  sur   Friedrich  Emil   von  Asten,   par  H.  R. 

(3-10). 

Von  Aslen,  né  à  Colojjne  le  26  janvier  1842,  est  mort  à  Poulkova  le  i5  août  1878. 
Élève  d'Arfielander  à  l'Univeisité  de  Bonn  de  1862  à  i865,  il  était  devenu  calcu- 
lateur à  Poulkova  en  18-70.  Von  Asten  a  publié  un  grand  nombre  de  Mémoires,  dont 
les  principaux  sont  relatifs  au  mouvement  de  la  comète  d'Encke,  de  la  comète 
périodique  de  Tempel,  des  satellites  d'Uranus. 

Notice  nécrologique  sur  Wilhelm  Engelmann. 

W.  Engelmann,  né  à  Lemgo  le  i""aoiit  i8o8,  estmortà  Leipzig  le  23  décembre  1878. 
C'était  le  grand  imprimeur  scientifique  de  Leipzig. 

Catalogue  des  publications   reçues  par  la  Société  astronomique. 

(l5-2l). 

*  SchiaparcIU  [G.-V.).  —  Osseruazioni —  Observations  astro- 
nomiques et  physicjues  sur  l'axe  de  rotation  et  la  topographie  de 
la  planète  Mars.  Rome,  18785  in-4°,  i36  pages  et  5  planches.  (22- 
40).  [O.  Struve]. 

*  GerJuirdt  [C.-G.-J .).  —  Gcscliiclite Histoire  des  Mathéma- 
tiques en  Allemagne.  Munich,  1877;  xii  et  307  pages.  (4o-48). 
[S. (iûnlher]. 

*  RieL[C.).  —  Der  Thierhreis —  Le  Zodiaque  de  Dendera  et  la 
durée  de  l'année.  Leipzig,  18785  'ii-4°î  '"o  pages  et  une  planche 
lithographique.  (49-32).  [S.  Gûnther]. 


(  '  )  Voir  Bulletin,    III,.    3C.   Les  articles  marqués  d'un   astérisque  sont  des  analyses 
bibliographiques. 
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*  Lamp  [E.).  — Dcr  scheinhdie  Oïl —  La  posilîoii  appareille  de 

l'éloile  polaire.  Kicl,  1874;  in-8",  67  paires,  (aa-jç)).  [Kr.]. 

*  Bazle.y  (^T/i.-S.).  —  l'he  stars Les  étoiles  clans  leur  course, 

double  série  de  Caries  avec  un  Catalogue,  propi-es  à  identifier, 
à  toute  époque  de  l'année,  toutes  les  étoiles  au-dessus  de  la 
;)e_ge  graudcur  renfermées  dans  l'Atlas  de  Heiss  et  facilement 
visibles  h  la  latitude  de  l'Angleterie.  Londres,  187S5  46  pages  et 
'>4  Caries  iu-i"olio.  (5ç)-66).  [Scli.]. 

*  Oppolzer  (77/.  i'.).  —  Entwichehm^....  Développement  du  quo- 
tient dillérentiel  de  l'anomalie  vraie  et  du  rayon  vecteur  suivant 
les  puissances  de  l'excentricité  dans  le  cas  des  orbites  voisines 
delà  parabole  ;  8  pages  in-8''.  Extrait  des  procès-verbaux  de  l'Aca- 
démie de  \  ienne  pour  novembre  1878.  (66-68).  [Scli.J. 

*  Gûnther  [S.].  —  Studien  zur  Geschichte Etudes  sur  l'histoire 

de  la  Géographie  malhématique  et  physique.  Halle,  1877-1878; 
iu-8",  33  I   pages.  (  68-79  ).  [A.  "NVittstein]. 

Nyrén  [j^I-]-  —  Uehev  die.  . .  .  ^ote  sur  la  cosmogonie  d'E.  Swe- 
denborg, considérée  au  point  de  vue  de  l'histoire  de  l'hypothèse 
nébulaire  de  Kant  et  de  l^aplace.  (80-91). 

Les  Pri/icipia  reriim  /latiiraliiim  sive  novoriiin  teiitaniinum  phccnonieiia  mundi  ele- 
nie/tcari's  phi/osopfiice  explicandi  (^Leipzig,  1734,  3  vol.  in-folio)  de  Swedenborg  ren- 
ferment plusieurs  Chapitres,  entre  autres  le  troisième  :  De  chao  iiniversali  Solis  et 
planetaruni,  deque  separatione  eftts  in  planetas  et  satellites,  où  il  montre  qu'il  était 
arrivé  à  une  cosmogonie  voisine  de  celle  de  Laplace  par  l'hypothèse  d'une  matière 
cosmique  diffuse  dans  laquelle  des  forces  internes  devaient  produire  des  tourbillons 
ramenant  les  corps  à  leur  plus  petit  volume  possible. 

Bruhns.  —  Catalogue  des  petites  planètes  et  comètes  découvertes  en 
1878.  (93-97)- 

Les  planètes  découvertes  sont  au  nombre  de  12,  de  1  180  à  jyi  ;  leur  éclat  est 
variable  de  la  10"  à  la  12"  grandeur. 

Les  comètes  observées  sont  au  nombre  de  trois  : 

Comète  1878,  1,  découverte  par  1\L  Swift  le  6  juillet. 

Comète     1S78,    II,    découverte    le   3    août    par  M.    Tebbutt   et    le    7    août   par 

^^.  Gouid. 

Comète  1878,  IM,  (comète  de  Tempel,  1873,  II)  retrouvée  le  iij  juillet  par 
M.  Tempel. 

jNotice  nécrologi([ue  sur  ^  .-S.-M.  van  dcr  ^^  illigcn,  par  H. -G. 
van  de  Sandc  Bakhuvzcn.  (98-106). 
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\':iii  (It-r  \\  Hlijjcii,  ne  i<'  m  mai  1822  à  Rockanje  (ile  de  Vooiiie),  est  mort  ii 
Leyde  le  H)  lévrier  i'S78;  il  était  connu  des  astronomes  pour  ses  travaux  surlabcr- 
ratioii  de  la  lumière,  la  constante  de  la  réfraction,  la  mesure  des  longueurs  d'onde 
du  spectre  solaire  et  la  détermination  de  l'indice  de  réfr.tclion  d'un  très  grand 
nombre  de  corps. 

Compte  reîmiv  aiuiiiel  des   travaux   des   principaux    observatoires 
(année  1878).  (11  i-i85). 

A  la  suite  des  INotes  sur  le  même  sujet  cpie  nous  avons  publiées  dans  le  Tome  111 
(2"  série)  du  Bulletin,  nous  donnons  ici  un  résumé  rapide  des  Communications 
faites  à  la  Société  astronomique  par  les  directeurs  des  principaux  Observatoires  sur 
les  travaux  de  l'année  18^7-1878. 

linsle  (Ed.  Hagenbach.).  —  L'Université  ayant  reçu  en  1860  un  legs  de  Coogo'' pour 
la  création  d'un  Observatoire,  les  constructions  ont  commencé  en  187']  et  sont  au- 
jourd'hui terminées.  L'établissement  renferme  : 

1°  Un  équatorial  de  109"""  d'ouverture  libre,  construit  par  la  Société  Genevoise 
pour  la  construction  d'instruments  de  Physique,  avec  un  olijectif  de  Merz; 

2°  Un  petit  instrument  méridien  de  67"""  d'ouverture; 

3°  Une  pendule  de  Kloblich  de  Hambourg.  (iii-iiS). 

Berlin  (Forster.).  —  On  a  fait  à  Berlin  de  nombreuses  observations  méridiennes  des 
521  étoiles  deBradley;  leur  Catalogue  sera  prochainement  publié  parles  soins  de 
M.  Auwers.  A  l'équatorlal  de  9  pouces,  il  a  été  déterminé  m  positions  de  petites 
planètes;  à  ce  même  instrument  on  a  adapté  un  nouveau  micromètre,  de  l'inven- 
tion de  M.  Kiiorre,  destiné  à  enregistrer  rapidement  la  différence  de  déclinaison  de 
deux  étoiles. 

Berlin.  — Berliner  Jakrbuch  (T.  Tietjen).  —  Le  Jahibuch  pour  1880  a  été  publié;  il 
contient  les  éphémérides  pour  1879  des  ôay  étoiles  fondamentales  de  la  Société  as- 
tronomique et  62  éphémérides  de  petites  planètes. 

Bonn  (Schoenfeld. ).  —  Le  travail  des  zones  a  été  continué  activement,  mais  le  temps 
a  été  très  défavorable;  les  réductions  sont  aussi  activement  poussées. 

Breshiii  (J.-C.  Galle.).  —  L'Observatoire  est  surtout  un  établissement  météorologi(|ue. 
INI.  Galle  s'est  occupé  de  la  publication  d'un  Mémoire  sur  le  climat  de  Breslau  d'a- 
près les  obs-L-rvations  faites  depuis  1791.  (122-125). 

Bruxelles  (J.-C.  Houzeau.).  —  Les  observations  relatives  à  l'étude  des  loooo  étoiles 
choisies  par  M.  E.  Quetelet  ont  été  terminées  et  les  réductions  sont  poussées  avec 
la  plus  grande  activité;  M.  de  Mailly  fait  espérer  la  publication  prochaine  du  Cata- 
logue. Le  cercle  de  Troughton  a  été  pourvu  d'un  bain  de  mercure  pour  la  déter- 
mination du  nadir;  un  bain  de  mercure  est  également  adapté  à  la  lunette  méri- 
dienne de  Gambey  pour  l'étude  des  variations  de  l'inclinaison. 

Les  instruments  méridiens  sont  actuellement  employis  à  des  observations  de  a. 
et  (J  Petite  Ourse,  en,  vue  d'une  détermination  nouvelle  de  la  latitude,  et  à  des  obser- 
vations des  étoiles  de  la  Lune. 

Aux  équatoriaux,  on  a  observé  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter  et  leurs  i)as- 
sages  sur  le  disque  de  la  planète. 
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Les  Annales  de  l'Observatoire  ont  élé  divisées  eu  deux  Parties,  et  les  Tomes  I  et  II 
de  la  Partie  astrouoniique  sont  publiés.  Le  Tome  I  lenferme  une  Uranométrie  géné- 
rale ;  le  Tome  11,  les  observations  méridiennes  des  années  1873,  18-4  et  187.5.  (i2j- 
i3i). 

Cincinnati  {O.  Stonc.).—  Il  a  été  fait  en  1878.  par  MM.  Stone  et  Howe,  environ  5oo  ob- 
servations d'étoiles  doubles.  On  a  en  outre  observé  les  taches  du  Soleil,  le  passage 
de  Mercure  du  G  mai  1878  et  l'éclipsé  du  29  juillet  de  la  même  année.  (i32-i33). 

Dùsseldorf  {Vi.  Luther.).  —  lia  étéfaitdes  observations  de  23  petites  planètes.  (i33- 

Frai/cfurC-sur-le-Mein  (Epstein.). —  Observations  de  jaugeage  du  ciel.  (i3/|-i36\ 

Gotha  (A.  Krueger.).  —  Les  observations  de  la  zone  entre  .")5°  et  65°  de  déclinaison 
nord  ont  été  poussées  aussi  activement  que  le  temps  l'a  permis.  Les  Tables  auxiliaires 
pour  la  réduction  h  187.5,0  sont  calculées  et  un  grand  nombre  de  réductions  déjà 
efTectuées.  (i36-i37). 

Hambourg  (G.  Ri'imker.).  —  Observations  méridiennes  pour  le  service  de  l'étude  des 
chronomètres;  observations  de  nébuleuses.  Le  ciel  a  été  très  mauvais  toute  l'année. 

(..37-139). 

Krernsmûnster  (G.  Strasser.  ).  —  Observations  méridiennes  ou  équatoriales  des  grosses 
et  des  petites  planètes.  (L'io-i'iiy. 

Leifjzig  (Bruhns.).  —  Une  série  d'observations  méridiennes  a  été  entreprise  pour 
l'étude  des  variations  de  l'équation  personnelle  dans  l'observation  des  passages  des 
étoiles  brillantes  ou  faibles.  On  a  également  déterminé  la  position  des  étoiles  em- 
ployées par  M.  Gill  pour  la  détermination  de  la  parallaxe  de  Mars.  Enfin  il  a  élé 
l'ait  des  observations  méridiennes  des  petites  planètes. 

A  l'équatorial,  le  D""  Peter  a  observé  ji  petites  planètes  et  déterminé  181  de  leurs 
positions.  On  a  aussi  suivi,  au  môme  instrument,  les  comètes  de  Tempel  et  celle  de 
Swift. 

Les  observations  météorolop.iques  ont  été  continuées. 

Le  D''  AVeinek  a  poursuivi  la  discussion  des  observations  photographiques  du  pas- 
sage de  Vénus  en   187'!.  (i '1  i-i47^. 

Liind  [X.  Moller).  —  A  l'équatorial,  on  a  observé  des  étoiles  doubles  et  fait  plus  de 
i5oo  observations  spectroscopiques  d'étoiles.  Au  cercle  méridien  on  a  cf  ntinué  les 
observations  de  la  zone  de  -+-  35°  à  -4-4o°.  (147-1 4*^}. 

Mannheim  [Vi .  Valentincr.).  —  A  l'équatorial,  on  a  étudié  les  deux  amas  d'étoiles 
G.  C.  4''ii**  ^^  G.  G.  1 1G6.  Dans  le  premier,  on  a  déterminé  la  position  de  71  étoiles; 
dans  le  second,  celle  de  36  étoiles.  (i48-i5o). 

Milan  (Schiaparelli. }.  —  M.  Scliiaparelli  a  continué  les  mesures  d'étoiles  doubles  .à 
l'équatorial  de  Merz  et  complété  ses  dessins  de  Mars.  Le  professeur  Celoria  a  réduit 
les  observations  de  passages  faites  en  1S71  et  1872,  et  celles  des  différences  de  longi- 
tudes faites  en  1870. 

Le  gouvernement  italien  a  accordé  les  fonds  nécessaires  jiour  la  tonstruclion  d'un 
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équatorial  do  i8  jKnices  français  d'ouverturp.  L'objectif  a  été  acquis  cliPZ  Mcrz  et  la 
monture  doit  être  faite  à  Hambourg  par  RepsoUl.  (i5o-i5i). 

Moscou  (Th.  Brcdikbiiic).  —  Observations  spectrales  du  Soleil,  observations  photomé- 
triques des  étoiles.  Le  professeur  Bredikhine  a  continué  ses  études  sur  la  chevelure 
des  comètes.  (i5i-i53). 

New-York  (H.  Draper.).  —  Le  D'  Drapera  continué  ses  photographies  du  spectre  so- 
laire, dans  le  but  de  confirmer  l'existence  de  l'oxygène  dans  cet  astre.  En  outre,  il  a 
obtenu  de  nombreuses  photographies  du  4^assage  de  Mercure  en  mai  iS'^S  et  de 
l'éclipsé  de  Soleil  de  juillet.  (i53-i5'|). 

Potsdam  (Forster,  Auwers  et  Kirchhoff.  ).  —  Le  professeur  Spoerer  et  le  D'^Kempf  ont 
observé  les  taches  solaires  dont  la  latitude  parait  augmenter  et  les  protubérances. 
Le  D'  Vogel  et  le  D''  Mûller  ont  fait  de  nombreuses  photographies  du  spectre  so- 
laire entre  F  et  G;  le  D'  Vogel  a  aussi  observé  le  spectre  de  l'étoile  nouvelle  du 
Cygne.  Le  D'  Lohse  a  dessiné  et  étudié  la  surface  de  Jupiter  et  de  Saturne  à  l'aide 
d'un  équalorial  de  7  t  pieds;  il  s'est  aussi  occupé  d'expériences  photographiques. 
Le  D'  Millier  a  mesuré  avec  le  photomètre  de  Zôllner  l'éclat  de  diverses  planètes  et 
de  quelques  étoiles  variables. 

L'Observatoire  a  commencé  la  série  de  ses  publications,  qui  comprennent  déjà  : 
\.  Observations  de  taches  solaires,  faites  de  1871  à  1873  par  le  professeur  Spôrer; 
II.  Observations  et  recherches  sur  la  constitution  physique  de  Jui^iiter,  par  le 
D'  Lohse;  III.  Keclierches  sur  le  spectre  solaire,  parle  professeur  Vogel.  (i.x'j-iG'i). 

Stockholni  (H.  Gyidén).  —  L'étude  des  divisions  du  cercle  méridien  a  été  terminée  et 
a  prouvé  que  son  exactitude  était  comparable  à  celle  des  cercles  de  Kônigsberg, 
Helsingfors,  Dorpat  et  Poulkova.  M.  Gyidén  s'est  occupé  d'observations  sur  la  paral- 
laxe des  étoiles  à  mouvement  propre  rapide.  (162-167). 

Strasbourg  (k.  Winnecke.).  — Les  observations  au  cliercheur  de  6  pouces  ont  eu  pour 
but  la  détermination  de  nébuleuses,  l'observation  des  étoiles  variables,  des  co- 
mètes et  de  quelques  petites  planètes.  A  la  lunette  méridienne  de  Cauchoix,  on  a 
observé  la  Lune  et  ses  étoiles.  L'hélioniètre  a  été  employé  à  la  mesure  des  diamètres 
du  Soleil,  de  Mars  et  de  Vénus. 

Les  constructions  du  nouvel  Observatoire  ont  été  activement  poussées;  le  plus 
grand  nombre  des  bâtiments  est  terminé.  La  salle  méridienne  est,  en  particulier, 
complètement  achevée.  (167-171  . 

Vienne  (E.  VVeiss.).  —  Les  constructions  du  nouvel  Observatoire  ont  été  continuées  et 
l'installation  des  instruments  entreprise.  Au  cercle  méridien  de  l'ancien  Observa- 
toire, on  a  déterminé  la  position  des  étoiles  fondamentales  de  la  zone  de  -t-i5" 
à -1-18°,  que  l'Observatoire  s'est  chargé  d'observer;  il  a  encore  été  fait  au  môme 
instrument  d'assez  nombreuses  observations  de  petites  planètes.  A  l'équatorial  de 
6  pouces,  on  a  observé  des  planètes  et  des  comètes.  Le  vingt-septième  Volume  des 
Annales  de  l'Observatoire  de  Vienne  a  été  publié.  (171-172^ 

Wilhehnshavcn  (C.  Borgen.). —  L'Observatoire  a  été  fondé  en  187'!,  dans  le  but  prin- 
cipal de  donner  l'heure  et  de  régler  les  chronomètres  de  la  marine.  Ses  principaux 
instruments  sont  :  un  cercle  méridien  de  Repsold  de  i2o""°,o3  d'ouverture,  dont  les 
cercles  sont  divisés  de  5'  en  5'  et  munis  de  quatre  microscopes;  un  petit  équato- 
torial  de  34  pouces,  d'ouverture,  des  appareils  magnétiques,  de  nombreuses  pen- 
dules et  \ine  éluve  poui'  l'épreuve  des  chroiiomètres. 


I 
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I.a  position  jjt'nfrrapliique  do  rOhservntoii-c  osl  : 

Longitiulo  est  de  Gi'ooiiwicli o''3>'"3j','> 

Latitude  nord 5!?°  3 1  '  5 1  " ,  8 

Les  travau.x  de  l'Observatoire  ont  pour  ijut  l'Astronomie  nautique.  (iy3-i-<)). 

Zurich  (R.  Wolf.  ).  —  Les  observations  des  taches  solaires  ont  été  continuées;  l'année 
1878  paraît  devoir  être  celle  du  niininiuni.  (i-()-i8j). 

*  ANjvALEsderObservatoiic  de  Paris,  t.  XI.  Paris,  i8^().  (i 84-209.). 

[H.  Gyklén], 

CoMMLivicATiojv  dc  la  Comniissioii  des  zones.  (loG-'xo'j).  [A.  Aii- 
wers  ] . 

La  Note  de  M.  .\u\vers  est  relative  à  quelques  erreurs  qui  s'étaient  glissées  dans 
l'impression  des  instructions  sur  la  réduction  des  observations. 

*  Lohimann  (  TT'.-(t.).  —  Mondchaite Carie  de  la  Lune  en 

aj  planches  et  deux  feuilles  d'assemblage,  avec  des  éclaircisse- 
ments et  des  mesures  de  la  position  des  points,  publiée  sous  la 
direction  de  M.  J.-F.-.T.  Schmidt.  Leipzig,  1878;  planches  in-4°, 
49  pages  de  texte. 

Schmich  (J.-F.-J.).  —  CJiarle  der  Qebirge —  Carte  des  mon- 
tagnes de  la  Lune  d'après  des  observations  laites  de  1840  à  18741 
publiée  aux  frais  du  gouvernement  prussien.  25  Cartes  in-folio, 
3o4  pages  de  texte  gr.  in-4''.  Berlin,  187S.  (208-266).  [Engel- 
mann]. 

*  Fritz  (H.).  —  Die  Bezieliuui^en  ...  Rapport  des  taches  solaires 
avec  les  périodes  magnétiques  et  météorologiques  de  la  Terre. 
Mémoire  couronné  par  la  Société  des  Sciences  de  Harlem.  ]n-4", 
3  planches.  Harlem,  1878.  (266-285).  [F.  Ueichmûller]. 

■"  Aslen  [E.  v.).  —  U/Uejsuchunge/i —  Recherches  sur  la  théorie 
de  la  comète  d'Enckc  (deuxième  Partie).  Résultats  des  appari- 
tions de  1819  à  1875.  Extrait  du  Tome  XXM  de  la  y''  série  des 
Mémoires  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg.  Saint-Péters- 
bourg, 1878.  (285-3 14;.  [Sch.]. 

Société  xIstro^sO-Mique.  —  Compte  rendu  de  la  réunion  tenue  par 
la  Société  Aslronomiqu(\  à   Berlin,  tlu  a  au  8   septembre    1879. 

(3 1 7-4-3  j'). 
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Dans  la  deniiéie  annéo,  30  nieinbros  nouveaux  ont  été  aihnis;  le  uonihre  des 
membres  de  la  Société  est  donc  de  283. 

Deux  nouveaux  fascicules  grand  in-'(°  ont  été  publiés;  ils  renferment  :  XIV.  A.  An- 
Vers  :  Catalogue  fondamental  pour  l'observation  des  zones  du  ciel  nor'd.  XV.  E. 
Hartwig  :  Recherches  sur  les  diamètres  de  A'éniis  et  de  Mars  d'après  les  observations 
faites  à  l'hélioniètre  de  l'Université  de  Strasbourg. 

Parmi  les  Communications  faites  à  la  Société  dans  ses  diverses  séances,  il  faut 
mentionner  les  lectures  suivantes. 

I.  Bruhiis.  —  Note  sur  les  calculs  des  orbites  des  comètes  à  courtes  révolutions. 
Les  recherches  sur  la  comète  d'Eneke  entreprises  [jar  M.  v.  Asten  seront  con- 
tinuées par  le  professeur  Kacklund,  qui  doit  calculer  les  perturbations  par  la  mé- 
thode de  Gvldén.  Aucun  travail  n'a  été  entrepris  sur  la  comète  de  Biela  depuis  l'a- 
verse d'étoiles  filantes  du  27  novembre  1S72.  M.  A.  IMolIer  s'occupe  de  la  comète 
de  l'aye  et  a  déjà  donné  son  éphéméride  pour  i83o.  Le  professeur  Schulze  continue 
ses  calculs  sur  la  comète  de  Brorsen.  Les  comètes  de  D'Arrest  et  de  Winnecke  sont 
le  sujet  des  travaux  de  MM.  Leveau  et  Oppol/.er.  M.  R.  Gautier  s'occupe  de  la  co- 
mète de  Tempel  de  18(17.  La  seconde  comète  périodique  de  Tempel  est  le  sujet  des 
calculs  de  M.  Schulhof.  M.  Stone  s'occupe  de  la  comète  périodique  de  Tuîtle. 

n.  Winnecke.  —  Description  de  l'Observatoire  de  l'Université  de  Strasbourg. 

L'Observatoire  de  Strasbourg  doit  posséder  les  instruments  suivants  : 

Cercle  méridien  de  162™"  d'ouverture  et  de  i""",  orjo  de  distance  focale.  L'instru- 
ment se  construit  chez  Repsold. 

Altazimut  de  [36°"°  d'ouverture  et  de  1  """,050  de  distance  focale.  La  construction 
de  cet  appareil,  sorte  d'instrument  de  passage  universel,  a  également  été  confiée  à 
Repsold. 

Un  équatorial  avec  objectif  de  ^87""  d'ouverture  libre  et  7'"'",o  de  distance  fo- 
cale. L'objectif  a  été  acquis  de  Merz;  la  monture  est  commandée  h  Repsold. 

Un  chercheur  de  iGS""  d'ouverture  de  6°"", 060  de  distance  focale. 

Les  bâtiments  doivent  se  composer  : 

D'une  maison  spacieuse  pour  le  logement  du  directeur  ; 

D'un  bâtiment  spécial  pour  le  grand  équatorial,  dont  la  coupole,  qui  ne  pèse  pas 
moins  de  3'(00o'*p,  doit  tourner  par  suite  de  l'action  d'un  système  de  poids  que  l'ob- 
servateur manœuvrera  à  l'aide  d'un  électro-aimant. 

D'un  second  bâtiment  astronomique  renfermant  deux  salles  méridiennes,  dont  la 
disposition  est  imitée  de  celle  de  Poulkova,  et  deux  tours  pour  le  petit  équatorial  et 
l'altazimut. 

L'ensemble  de  l'Observatoire  est  situé  dans  un  vaste  terrain  découvert,  au  nord 
des  glacis  de  la  citadelle;  cette  partie  du  périmètre  de  Strasbourg  étant  sillonnée 
d'un  très  grand  nombre  de  canaux,  tous  les  bâtiments  ont  dii  être  surélevés  de  7™ 
.i  8"  au-dessus  du  sol. 

111.  Auwers.  —  État  d'avancement  du  travail  des  zones. 

Ainsi  que  cela  résulte  des  Notes  suivantes,  les  trois  quarts  du  travail  environ  sont 
faits. 

Poulkova. —  Le  Catalogue  des  étoiles  fondamentales  est  terminé;  il  ne  reste  plus  qu'à 
y  faire  quelques  corrections  relatives  à  la  position  de  l'équinoxc.  (A.  Wagner'. 

Kazan.  —  Zone  de  80°  à  75°.  Les  observations  des  deux  degrés  de  78°  à  So°  sont  entiè- 
rement réduites  et  prêtes  pour  l'impression.  Pour  les  étoiles  des  autres  points  de 
la  zone,  les  réductions  sont  très  avancées.  (P.  Poretzki''. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  igS 

Dorpat.  —  Zone  de  76°  à  70".  La  révision  est  commencée;  il  reste  920  étoiles  à  ob- 
server. La  publication  commencera  dans  le  courant  de  l'année.  (L.  Schwarz). 

Christiania.  —  Zone  de  70°  à  6.j".  Le  nombre  des  étoiles  observées  est  de  g52.3.  Quel- 
ques points  spéciaux  des  réductions  demandent  à  être  examines.  (C.  Fearnley). 

Gotha.  —  Zone  de  65"  à  55°.  Les  observations  sont  complètement  terminées,  ainsi  que 
leur  réduction  à  1875,0.  Les  astronomes  observent  à  nouve;iu  quelques  étoiles  dont 
la  position  est  douteuse.  (A.  Kruegerj.  "^      . 

Cambridge  {U. -S.).  —  Zone  de  55°  à  5o°.  Les  observations  f-ont  complètement  ter- 
minées. 19900  étoiles  ont  été  observées  au  moins  deux  l'ois  de  novembre  1870  à  jan- 
vier 1879.  Les  réductions  sont  poussées  activement  et  les  constantes  ont  été  toutes 
préparées.  (E.-C.  Pickering}. 

lionn.  —  Zone  de  5o°  à  !\o°.  ^800  étoiles  ont  été  observées.  (F.  Deichmùller). 

Lund.  —  Zone  de  l\0°  à  35°.  Les  étoiles  à  observer  sont  au  nombre  de  i  looo  environ  ; 
3ooo  ont  été  observées  dans  la  dernière  année.  Les  réductions  sont  faites  au  furet 
à  mesure.  (N.-C.  Dunér). 

Cambridge  ( Angl.).  —  Zone  de  3o°  à  25".  Sur  les  10299  étoiles  de  cette  zone,  li^So  n'ont 
point  encore  été  observées,  i653  ont  été  observées  une  fois  et  toutes  les  autres  au 
moins  deux  fois.  Une  grande  partie  des  réductions  sont  déjà  faites.  (J.-C.  Adams). 

Leipzig. —  Zone  de  i5"à  5".  La  partie  de  la  zone  comprise  entre  10°  et  i5"  est  com- 
plètement observée  et  réduite.  L'observation  de  la  seconde  partie  de  la  zone  est  ac- 
tivement poussée.  (C.  Uruhns). 

Aîbanj.  —  Zone  de  5"  à  1°.  La  zone  contient  environ  7500  étoiles.  Les  obsei'vatioiis 
ont  commencé  en  août  187S  et  déjà  on  a  fait  8760  observations.  (L.  Boss). 

IV.  Schrôder.  —  Note  sur  les  indices  de  réfraction  de  quelques  verres  employés  à  la 
construction  des  objectifs. 

V.  Callandreau.  —  Sur  le  choix  de  la  fonction  du  temps  qui  doit  li{;urei'  sous  les  signes 
sinus  et  cosinus  dans  les  expressions  des  perturbations. 

W.  Huggiiis.  — Note  sur  le  spectre  photographique  des  étoiles. 

En  employant  un  télescope  de  18  pouces  anglais  de  diamètre  des  prismes  de  spath 
et  des  lentilles  de  quariz,  M.  Huggins  est  parvenu  à  obtenir  des  photographies  de 
spectres  qui  montrent  plusieurs  lignes  entre  H'  et  H"  et  s'étendent  jusqu'à  R. 

Le  point  le  plus  intéressant  est  relatif  à  la  manière  d'être  des  lignes  H'  et  H"  dans 
le  spectre  des  étoiles  blanches,  comme  a  de  la  Lyre.  Dans  le  spectre  solaire.  H'  et  H" 
sont  deux  lignes  fortes.  Dans  le  cas  de  «  Lyre,  H' est  une  ligne  forte,  tandisque  11" 
est  très  faible;  il  en  est  de  même  dans  les  antres  étoiles  blanches.  Dans  les  étoiles 
blanches,  on  retrouve  aussi  li  de  l'hydrogène. 

Vil.  //.  G.  V.  d.  Sande  Dakhuyzeii .  —  Recherches  sur  les  vaiiations  de  l'équation  per- 
sonnelle dans  les  observations  de  passage  avec  l'intensité  lumineuse  des  étoiles. 

Les  observations  ont  été  faites  à  l'instrument  méridien  de  Leyde,  à  l'aide  d'un 
diaphragme  qui  se  plaçait  sur  l'objectif  pendant  le  passage  de  l'étoile  dans  la  se- 
conde partie  du  champ  et  réduisait  ainsi  son  éclat  environ  de  moitié.  Les  observa- 
tions de  M.  V.  d.  Sande  Bakhuyzen  démontrent  que,  pom-  lui  et  pour  ses  deux  aides, 
lorsque  l'éclat  de  l'étoile  est  réduit  de  5,4  à  2,  j  : 

1"  Les  variations  de  l'équation  personnelle  sont  presque  égales; 

BuU.  des  Sciences  math.,  2^  Série,  t.  IV.  (Septembre  iSSo.)  R.  I4 
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2°  Que'ces  variations  sont  de  même  sons  dans  la  méthode  de  renregistremeiit 
électrique  et  dans  la  méthode  de  l'œil  et  de  l'oreille; 

3°  Que  dans  le  cas  de  l'œil  et  de  l'oreille  les  variations  absolues  sont  plus  grandes 
que    das  la  méthode  d'enregistrement. 

G.  R. 


GIORNALE  DI  MATEMATICHE  ad  uso  degli  stidenti  delle  Umversità  ita- 
LiANE,  pubblicato  per  cura  del  professore  G.  Battaglim  ('  ). 

Tome  XVI;  1878. 

Qarbieri  (G.).  —  Nouveau  tliéorèiiie  algébrique  et  sou  applica- 
tiou  à  l'étude  des  courbes  rationnelles.  (  1-17,  108-147). 

Si  l'on  pose 
yj.^.r)  =  «„,,..('"  -+-  rt„_|  ,.x"~'  -f-.  . .-+-  fl,  ,..r  4-  «ti ,, 

où  m  est  supposé  l:^  n,  si  l'on  représente  par  [a]  le  déterminant 
''0,,       "1.1       "î,,      •••       "m.i        "»-+i,i        •••      ''-M 

'^O.s         «1,5         ^'.,'-       ■■■  "m,i  "m+\,'.  •••        "n.i 

'^u.m       "l.m       ^i.m       •"•         ''"','"  ^mt-i,»i      !•••        '^n  i 

flj  rt|  rt.  ...  <^/m  O  ...  O 

O  rtj  «,  ...         «,„-;-|  «„,  .  ■  •  O 


O  O  0  ...        «.,„_„  «3,,,. 

et  par  A  (j»,  .Tr   •  •  •  '  ^O  '"^  'léterminant 

I        I        ...  I 

Jo   y>    ■■■  Jh 

jI  j\   ■■■  y)i 


ji'  a'^ 


A 


S  rh/,  (a,  )/,  (  a,)  .  .  ./„.  (a,J  =  '^.l^n+i      '"'[«]• 

ni 

L'auteur  déduit  de  ce  théorème   nouveau  plusieurs  formules  déjà  connues  en  fai- 
sant des  hypothèses  particulières. 


(')  Voir  Bulletin,  \\.,  197. 
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l'areilIenKMit,  si  l'on  a  la  fonction  birationnelle  F(.c;)-)du  même  degré  par 
à  X  et  à  j,  de  façon  que,  en  écrivant 

189./"^  soient  des  fonctions  de  .r  du  degré  ii,  et  en  posant 

a  (x)  r=:  rt^^^r  jj  —  a,  )  {x  —  «.).  .  .(a-  —  a^^J  =  n^-i- a^  x  -\- .  .  .-i-  ^,„x"', 
■p{x)=z  ^„,(j:  —  .?,  )  (.<■  —  ;5J.  .  .(j-  —  ,î,„^=  /'„  H- ^j  .r -1- .  .  .-+- *,„--r"', 


19J 

rapport 


[«,*]  = 


*0,0         "l.û 

"0.1      «1,1 


on  trouve  la  relation 


•/5,„) 


*;'-'"+' 


[«^]. 


De  ces  théorèmes  l'auteur  se  sert  pour  démontrer  plusieurs  propriétés  des  courbes 
rationnelles,  et  plus  particulièrement  des  cubiques  planes  et  gauches. 

D'^rcais  [Fr.).  —  Sur  les  systèmes  de  coordonnées.  (i8-25). 

Lorsque  l'on  passe  des  coordonnées  homogènes  aux  coordonnées  cartésiennes  et 
plùckériennes,  on  suppose  qu'une  des  droites  ou  un  des  plans  fondamentaux  s'éloigne 
indéfiniment;  c'est  à  cause  de  cela  que  les  formules  en  coordonnées  cartésiennes  et 
pliickériennes  ne  sont  pas  en  parfaite  corrélation.  Mais  si,  au  contraire,  on  suppose, 
lorsqu'il  s'agit  des  coordonnées  d'un  point,  qu'une  droite  ou  un  plan  fondamental 
aille  à  distance  infinie,  et  que,  lorsqu'il  s'agit  des  coordonnées  d'une  droite  ou 
d'un  plan,  ce  soit  un  point  fondamental  qui  va  à  l'infini  dans  une  direction  déter- 
minée, on  obtient  pour  la  droite  et  le  plan  des  coordonnées  non  homogènes  diffé- 
rentes de  celles  de  Pliicker,  mais  qui  sont  en  parfaite  corrélation  avec  celles  de  Des- 
cartes. Ces  coordonnées  ont  été  indiquées  par  M.  Casorati.  L'auteur  de  cette  Note 
continue  les  études  de  M.  Casorati  en  en   faisant  quelques  applications. 

Zanotti  Bianco  (O.  ).  —  Sur  deux  passages  de  l'histoire  de  la 
théorie  mathématique  des  probabilités  par  M.  Todhunter.  (26- 
3o). 


Cnpelli  [A.) 
tions 


Sur   l'isomorphisnie  des  groupes  de    substitu- 


32-87 
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Voici  les  titres  des  paragraphes  :  l.  Propriétés  l'oiulanientales.  —  H.  Applica- 
tions à  la  permutabilité  des  substitutions.  —  111.  Construction  des  groupes  iso- 
morphes à  un  groupe  donné.  —  IV.  Nouveau  théorème  relatif  à  un  groupe  quel- 
conque de  substitutions;  on  en  déduit  comme  corollaire  le  théorème  de  Cauchy  : 
»  Un  groupe  dont  l'ordre  est  divisible  par  un  nombre  premier  p  contient  au  moins 
une  substitution  d'ordre  p.  »  —  V.  Si  p'^  est  la  plus  liante  puissance  du  nombre 
premier  p  qui  divise  l'ordre  d'un  groupe  G,  il  n'y  a  qu'un  groupe  P  et  d'autres 
semblables  à  lui  qui  soient  de  l'ordre  p<^  et  contenus  dans  G.  —  VI.  Analyse  des 
groupes  qui  ont  pour  ordre  une  puissance  d'un  nombre  premier.  —  Vil.  Étude  de 
la  mériédrie.  —  VIII.  Le  théorème  des  facteurs  de  composition  établi  par  de 
simples  considérations  de  mériédrie. 

Tirelli  {^•)-  —  Solution  d'une  question  sur  les  nombres  fraction- 
naires. (88-90). 

Décomposition  d'une    fraction   dans    la    somme  de   plusieurs    fractions   qui   ont 
des  signes  et  des  dénominateurs  donnés. 

Fuortes  [T.).  —  Recherches  géoniétriques  sur  certaines  propriétés 
des  systèmes  de  droites  dans  un  plan  et  des  systèmes  de  cercles 
qui  passent  par  un  point  sur  le  plan  ou  sur  la  sphère.  (91-106). 

jMinozzL  (-^•).  —  Sur  un  déterminant.  (i48-i5i). 

Développement  du  déterminant 

«I     rt.,      ...      «„ 

"i      «3       •  •  •       "x 


Torclli  (G.).  —  Sur  certaines  propriétés  numériques.  (  iSa-iôy). 

iNécuologie  du  professeur  Angelo  Armenante. 

Zanotti  Biaiico  [O.].  —  Sur  un  problème  de  la  théorie  des  pro- 
babilités. (169-173). 

L'auteur  relève  l'inexactitude  de  la  solution  donnée  par  I\I.  Laurent,  dans  sou 
Traité  du  Calcul  des  prohahilitcs,  du  problème  suivant  :  «  Ou  a  11  boules  dans  une 
urne,  on  demande  la  probabilité  qu'en  en  prenant  un  certain  nombre  au  hasard 
ce  nombre  soit  pair  ou   impair.  » 

Moreno    {(t.).    —    Démonstration   d'un    théorème   d'Eisenstein. 
(174-176). 

Démonstration  du  tiiéorènie  :  «  Si  m  est  un  nombre  quelconque  et  //  un 
nombre  entier  et  positif,  entre  le  coeflicient  A„,„  de  .1"  dans  le  développement  de 

(  I -1- a,  0.' +  «2  j: '+ . . .  )"> 

et  les  coellicienis  \,,|,  A„  ^ , .  ".  . ,  A„  „  de  la  même  puissance  de  .x' dans  les  n  premières 
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puissances  de  i  -{-  a^x  -\-  a^x--i-  ...  a  lieu  la  relatiou 

•^H  m  =  (  '"  \i  '^;;,»i  ~  (  "')«-|  (  '"  "  «  )l  ^n,n~i  +  (  '"  )«-  2  ('"—"  +  '  )s  *«,«-; •  ■  • 

-hC-')"-'("0,('«-2)„-,a,„,. 

Gebhia  [M.).  —  Sur  la  stabilité  virtuelle  de  l'équilibre  d'un  point 
matériel  isolé.  (177-197)' 

Ruhini  [H--]'  —  Formules  de  transformation  dans  la  théorie  des 
déterminants.  (198-208). 

Leinoyne  {G.).  —  Sur  la  moyenne  géométrique  des  valeurs  des 
fonctions  d'une  variable  réelle.  (209-216). 

La  moyenne   géométrique  w   des  valeurs  d'une   fonction  /(j")  dans  l'intervalle 
entre  a  el  b  est  donnée  \iav  l'équation 


Le  but  de  celte  Note  est  de  montrer  que  cette  valeur  est  toujours  moindre  que  la 
moyenne  ar-ithmétique  donnée  \yAv  l'équation 

b 
f{x)dx. 


^-''X 


Capelli  (^.)- — Sur  un  point  de  la  théorie  des  formes  binaires. 

(217-224). 

Ciebsch,  dans  sa  Théorie  (1er  binâren  als;ebraischen  Formen,  a  donné  un  moyen 
pour  construire  les  invariants  et  covariants  d'une  l'orme  binaire  en  fonction  des 
coeflicients  lorsqu'ils  sont  exprimés  en  fonction  des  racines.  L'auteur  de  cette  Note 
démontre  que  la  méthode  de  Ciebsch  peut  s'appliquer  même  si  les  racines  se  pré- 
sentent dans  les  formes  invariantives  à  un  degré  supérieur  au  premier,  et  en  même 
temps  il  détermine  la  valeur  de  certains  coefficients  numériques  qui  se  pré- 
sentent dans  la  théorie  de  Ciebsch. 

Pittarelli  (G.).  — ^Note  sur  les  Ueberschiebungen  des  formes  bi- 
naires. (225-233). 

L'auteur  détermine  le  résultat  de  VUeberschiebung  d'une  somme  de  li  formes  sur 
une  somme  de  k  formes. 

Garhieri  {G.).  — Nouvelle  manière  de  sommer  directement  les 
fractions  continues  périodiques,  par  S.  Gilnther.  (234-242). 

Traduction  d'un  Mémoire  qui  a  paru  dans  le  Tome  XXII  du  Zeltsc/irift  fur 
Math,  und  Phjsik  de  Schlomilch. 

Tore  LU  [G.].  —  Sur   la    réforme  de  renseignement  géométrique. 
Note  de  W.  Fiedler.  (243-255). 
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TraducUoii  d'une  Note  publiée  dans  les  Vierteljahrssch.  der  Zurclu-r  Naturforscli . 
Gcsellschaf(,  t.  XXII,  avec  trois  Lettres  inédites  de  M.  Fiedler. 

BattafrliniiG.).  — Sur  raftinilé  circii] aire  non  cnclidicnne.  (aSd- 
262). 

Mobius  a  appelé  affinité  circulaire  (Kreisferwariafsc/iafc)  la  relation  qu'on  éta- 
blit entre  deux  plans  lorsque,  en  supposant  les  points  du  premier  représentés  par 
la  variable  complexe  z  et  les  points  du  second  par  la  variable  complexe  Ç,  on 
prend  comme  correspondants  les  points  liés  par  la  relation 

a  z  Ç  -h  l>  z  -h  c  Ç  ^  d  ^=  o, 

parce  qu'alors  aux  points  d'un  cercle  du  premier  plan  correspondent  les  points 
d'un  cercle  du  second  et  réciproquement.  M.  Battaglini,  en  partant  de  la  défini- 
tion du  cercle  dans  la  Géométrie  non. euclidienne,  donne  les  formules  de  transfor- 
mation entre  deux  plans  lorsque,  en  supposant  qu'à  chaque  point  du  premier  corres- 
j)onde  un  poitit  du  second  et  vice  versa,  aux  coniques  bitangentes  à  l'absolu  dans 
un  plan  correspondent  des  coniques  bitangentes  à  l'absolu  dans  l'autre. 

Bianclii  {L.).  —  Siu"  les  Iransfonnatiuns   univoques  dans  le  plan 
et  dans  l'cspaee.  (263-266). 

A|)rès  avoir  exposé  une  méthode  générale  pour  obtenir  une  infinité  de  systèmes 
plans  homaloïdes  de  courbes  d'ordre  quelconque,  l'auteur  démontre  le  théorème 
suivant:  «  Les  transformations  univoques  entre  deux  espaces  pour  lesquels  à  une 
étoile  déterminée  de  l'un  correspond  une  étoile  déterminée  de  l'autre  sont  celles 
dans  lesquelles  le  système  homaloide  de  chaque  espace  est  formé  de  surfaces  de 
l'ordre  m,  lesquelles  ont  en  commun  uu  point  (m  —  i)"Pi«  et  une  courbe  fonda- 
mentale simple  de   l'ordre  m(;«  —  i),  qui  passe(w  — i)(w  —  i  )  fois  par  le  point 

(,„_,)..ple. 

Bianclii  [L.).  —  Sur  la  déformation  d'une  elasse  de  surfaces.  (  26^- 

269  ). 

Si  nous  considérons  une  surface  engendrée  par  un  mouvement  analogue  à  celui 
avec  lequel  on  pourrait  engendrer  une  surface  cylindrique  au  moyen  d'une  de  ses 
sections  droites,  en  substituant  à  la  directrice  recliligne  une  courbe  C  située  dans 
\\n  plan  normal  à  celui  de  la  génératrice  C  ;  si  ;■  =  U,  j' =  V  sont  les  équations 
des  courbes  C  et  C,  l'expression  de  l'élément  linéaire  de  la  surface  en  prenant  les 
courbes  C  et  C  pour  lignes  coordonnées  est  donnée  par  l'équation 

tls-=  du--i-  i  \]'\' dudv  -H  (/.•', 

de  façon  que,  si  l'on  déforme  les  lignes  C  et  C  de  manière  que  le  produit  U'V  ne 
change  pas,  on  obtient  une  série  de  surfaces  dilforentes  qui  sont  applicables  l'une 
sur  l'autre. 

3Iugnaini  {E.).  —  Sur  la  splière  osculalriee  à  l'ellipsoïde  de  révo- 
lution. (  270-278  j. 

Dainelli  [U.).  -^  Hilalion    entre   l'aire  el  le   périnièlre,  entre   le 
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volume  el  la  surface,  entre  les  naoments,  entre  les  coordonnées 
des  centres  de  gravité  pour  les  espaces  limités  par  lignes  et  sur- 
faces qui  ont  les  lignes  el  les  surfaces  équidistantes  de  la  même 
nature.  (2^9-29^). 

Frattini  {G.).  — Un  cas  particulier  du  théorème  des  neuf  points 
de  Feuerbach  et  sa  généralisation  dans  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. (298-304). 

3Iaglioli  [F.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  de  second  ordre  homo- 
locales  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  synthétique.  (3o5-34o), 

Propriétés  des  faisceaux  de  surfaces  du  second  ordre.  —  Théorèmes  sur  les 
séries  de  surfaces  de  second  ordre  (par  série  l'auteur  entend  toutes  les  surfaces 
de  second  ordre  qui  ont  huit  plans  tangents  communs).  —  Surfaces  de  second 
o'.'dre  homofocales.  —  Théorèmes  analogues  pour  les  séries  de  coniques  honiofo- 
cales.  — Théorèmes  analogues  pour  les  surfaces  de  second  ordre  homofocales.  — 
Propriétés  polaires  d'un  système  de  surfaces  de  second  ordre  homofocales.  — 
Propriétés  corrélatives  pour  les  séries  de  surfaces  homofocales.  —  Application  des 
théorèmes  précédents  à  une  série  de  surfaces  de  second  ordre  homofocales.  — 
Théorèmes  correspondants  pour  les  séries  de  coniques  homofocales. 

Mollame  (/^  .  ).  — Une  solution  de  l'équation  complète  du  troi- 
sième degré  et  expression  des  racines  en  fonction  du  discriminant 
de  la  cubique.  ( 34 1-344 )• 

Si  rt.i'^- 3^^*+ 3  ca:-+- f/ =  o  est  l'équation  donnée,  A  son  discriminant  et 
R  ^  2/i' —  'iabc-+-  a^d,  les  racines  a-,,  .r,,  x^  s'obtiennent  des  équations 

«.r, -H  lî»  =  KR,  -f-  R.,).     «a-, -H  i  =:  i(aR,-t-  ly.-Rj),     «J^, -H  b  =  j(a-R,-i-  aK.) 

où  K  est  une  racine  cubique  de  l'unité  et 

RJ  ^  _  '1  R  _t-  4  «  y  Â,        R3  ^  _  4  B  _  4  rt  y/I. 

Annonce  de  la  mort  du  professeur  Domenico  Chelini. 

Aschieri  [F.).  — Xotions  préliminaires  pour  la  Géométrie  projec- 
tive  de  l'espace  considéré  comme  lieu  de  droites.  (34t)-363). 

Anelli  [P.).  —  Sûr  les  cubiques  planes  avec  un  point  double. 
(364-376'). 

C'est  une  application  de  la  représentation  symbolique  des  formes  binaires. 

Frattini   {G.).  —  Equation   de   certaines  courbes  du   cinquième 

ordre,  ['dyj). 

Riccardi  [^^-l-]-  —  Annonce  bibliographique  :  Compte  uenul  du 


200  SECONDE   PARTIE. 

Livre  de  M.  D.   Tessari  :  «  ^Jpplicazloni  delta  Geonielrla  descrit- 
liva  alla  teoria  dellc  ombie  c  del  chiaroscaio  ».  (SjS-SSo). 

Tome  XVII;  1879. 

Bertini  [E.).  —  Sui'  les  complexes  tic  deuxième  degré.  (1-8). 
Blanchi  (^.)-  —  llecherclies  sur  les  surfaces  hélicoïdales.  (g-Sp). 

Une  surface  quelconque  étant  donnée,  on  peut  construire  les  deux  surfaces  lieux 
des  centres  de  courbure  principaux,  c'est-à-dire  ses  deux  développées;  on  peut 
appeler  complémentaires  l'une  de  l'autre  ces  deux  développées.  L'auteur  démontre 
que,  si  une  surface  est  donnée,  on  peut  construire  sa  complémentaire  lorsqu'on 
connaît  le  système  de  géodésiques  auxquelles  sont  tangentes  les  normales  ii  la 
développante.  Si  l'on  a  une  série  de  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  et  sur  une 
surface  de  révolution,  en  considérant  chacune  de  ces  surfaces  comme  une  déve- 
loppée et  en  prenant  pour  système  de  géodésiques  les  méridiens  déformés,  les 
surfaces  complémentaires  sont  applicables  l'une  sur  l'autre  et  sur  une  surface  de 
révolution.  L'auteur  démontre  ensuite  que  les  développées  et  les  développantes 
des  hélicoïdes  sont  de  nouveaux  liélicoidos  de  même  axe  et  de  même  pas,  pourvu 
que  l'on  prenne  pour  système  de  géodésiques  le  système  de  lignes  qui  vient  il 
coïncider  avec  les  méridiens  lorsqu'on  applique  l'hélicoïde  sur  une  surface  de  révo- 
lution. De  ce  théorème  on  déduit  facilement  que  la  surface  complémentaire  d'un 
hélicoïde  (si  l'on  prend  pour  géodésiques  les  déformées  des  méridiens)  est  un 
nouvel  hélicoide.  L'auteur  considère  alors  des  hélico'ides  spéciaux,  c'est-à-dire  l'héll- 
co'ide  réglé,  celui  à  aire  mininia,  celui  à  lignes  de  courbure  planes. 

Lé  lieu  des  centres  de  courbure  géodésique  d'un  système  de  lignes  de  courbure 
d'une  sui'face  donnée  est  une  nouvelle  surface  qu'on  a  appelée  surface  des  centres 
géodésiques  du  système  de  lignes  de  courbure.  M.  Blanchi  démontre  que  les  sur- 
faces des  centres  géodésiques  d'un  hélico'ide  sont  de  nouveaux  hélico'ides  de  même 
axe  et  de  même  jias  que  le  premier.  L'auteur  indique  aussi  une  construction  pour 
obtenir  des  hélico'ides  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution  à  courbure 
constante. 

Enfin  l'auteur  démontre  que  le  lieu  dos  centres  de  courbure  des  hélices  d'un 
hélico'ide  est  un  nouvel  hélicoïde  de  même  axe  et  de  même  pas,  dont  la  section 
droite  est  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  section  droite  de 
l'hélicoïde  donné. 

Dans  un  Appendice,  l'auteur  démontre  c|ne,  étant  donnée  une  surface  à  courbui'e 
constante  négative  sur  laquelle  on  connait  un  cerlain  système  de  géodésiques,  on 
jieut  en  déduire  sans  aucune  intégration  d'infinies  surfaces  à  courbure  constante 
négative. 

Blanchi  [L.].  —  Sur  la   Irauslorinatiou  par  rayous  vecteurs  réci- 
proques dans  le  plan  cl  dans  l'espace.  (/|o-4''.). 

Démonstration  des  deux  tliéorèiii.'s  :  «  Soit  dans  le  plan,  soit  dans  l'espace,  si 
l'on  exclut  la  similitude,  la  si'ule  transformation  rationnelle  qui  conserve  aux 
a  ij;l<'s  la   même  valeur  est  la  tiaiisl'oi'inalion   par  ['ayons    vecteurs  inverses,   u 
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Battngliiii  [O.].  —  Sur  le  mouvement  sur  une  conique.  (43-52). 

Déloniiiiialioii  de  l'i-xpression  [jénéiale  de  la  force  qui  doit  agir  sur  un  point 
])our  qu'il  parcoure  une  conique  donnée.  Le  théorème  qui  lerniiiie  cette  Note 
avait  déjà  été  donné  par  M.  Bonnet,  et  on  le  trouve  parmi  les  A'otes  à  la  troisième 
édition  de  la  Mccaiiiijue  analytique  de    Lajjrange. 

Ilarzer  [P-)-  —  Mouvement  d'un  ellipsoïde  de  révolution  rigide, 
écrasé,  composé  de  couches  de  densité  constante  qui  augmente 
en  s'appi'ocliaiit  du  centre  et  qui  tourne  autour  de  l'axe  de  sy- 
métrie sous  l'inlluence  d'un  corps  qui  se  meut  autour  du  centre 
de  l'ellipsoïde  suivant  les  lois  de  Kepler.  (53-68,  i83-20i). 

Capelli  (./^.).  —  Sur  la  correspondance  (  2,  2  )  ou  la  forme /"(x",}  "): 
ses  invariants  et  covariants  par  rapport  à  deux  transformations 
linéaires  elFectuées  sur  les  deux  systèmes  de  variables  et  indé- 
pendantes l'une  de  l'autre.  (69-147). 

Deux  formes  géométriques  de  première  espèce  étant  données,  si  à  chaque  élément 
de  l'une  on  fait  correspondre  deux  éléments  de  l'autre,  on  vient  à  établir  une  cor- 
icspondance  (2,2),  que  l'on  peut  représenter  par /(a--,  ?'■)=  o  si  j:  et  ^'  sont  les 
coordonnées  qui  déterminent  la  position  des  éléments  de  la  première  et  de  la  se- 
conde forme  respectivement,  ou  bien  encore  synil)oliquemeiit  par 

(rt,  .r,  -+-  «î-t:j)'(  «,^-,  -)-  a..J\y-  —  o 

si  l'on  adopte  les  coordonnées  homogènes.  L'auteur  fait  une  étude  étendue  de  cette 
correspondance  en  considérant  d'abord  les  éléments  Je  diramation,  c'est-ii-dire  les 
éléments  auxquels  correspondent  deux  éléments  superposés  dans  l'autre  forme; 
il  cherche  ensuite  quelles  sont  les  transformations  linéaires  qui  substituent  aux 
variables  x  &V  y  les  nouvelles  variables  ^,  vj,  de  façon  que  la  fonction  f{^',  y'') 
se  change  en  une  fonction  symétrique  par  rapport  à  ç  et  >7.  Il  est  évident  que,  si 
après  avoir  transformé  la  fonction /(x-,)-)  en  une  fonction  symétrique  F  (Ç-,  rr) 
on  effectue  la  même  substitution  linéaire  sur  les  variables  X,  »,  on  obtient  une  nou- 
velle fonction  qui  est  encore  symétrique;  s'il  est  donc  possible  de  transformer  une 
fonction /(.r-,>')  en  une  fonction  symétrique,  ce  doit  être  d'un  nombre  infini  de 
manières.  Mais  on  peut  limiter  le  problème  en  considérant  seulement  les  trans- 
formations qui  sont  indépendantes  entre  elles,  c'est-à-dire  celles  qu'on  ne  peut 
déduire  l'une  de  l'autre  par  une  même  substitution  effectuée  sur  les  deux  systèmes 
de  variables;  on  trouve  alors  que  le  problème  admet  quatre  solutions.  Voici  les 
litres  des  paragraphes  :  Éléments  de  diramation.  —  Éléments  doubles.  —  Discus- 
sion des  singularités  que  peuvent  présenter  les  éléments  de  diramation  ou  les 
cléments  doubles.  —  Sur  le  cas  dans  lequel  aux  éléments  d'une  des  formes  corres- 
pondent dans  l'autre  des  éléments  en  involution.  —  Réduction  de/(a;-,jr-)  à  une 
forme  où  x  et  )  entrent  symétriquement.  —  Démonstration  plus  rigoureuse.  — 
Théorèmes  sur  la  cubique  plane;  sa  construction  au  moyen  de  deux  coniques 
auxiliaires.  —  Équation  du  quatrième  degré  de  laquelle  dépend  la  réduction  de 
f{x-,j-)  à  la  forme  symétrique.  —  Tous  les  invariants  à  symboles  séparés  s'ex- 
priment en  fonction  rationnelle  entière  de  trois  d'entre  eux.  —  Système  de  formes 
associées  pour  les   invariants   et  CDvarianls  à   symboles  téparés.  —  Les  conditions 
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pour  que  la  correspondance  (2,2)  se  change  en  (1,2)  ou  (2,1)  sont  données  par 
l'annulation  de  deux  invariants  à  symboles  séparés.  —  Formes  superposées.  — 
Éléments  unis  et  éléments  en  involution.  —  Discussion  des  cas  qui  correspondent 
aux  racines  réelles  ou  imaginaires  de  V  =  o  et  W  =;  o. 

Rabini  {B..).  —  Un  point  de  l'histoire  des  Mathématiques,  (i49- 
1D9). 

Pitiavelli  (G.).  —  Sur  la  signification  géométrique  des  Ueher- 
schiebungeii  dans  les  formes  binaires.  (160-171). 

Veronese  (G.).  —  Théorèmes  et  constructions  de  Géométrie  pro- 
jective.  (172-182). 

Recueil  d'exercices  à  démontrer. 

Cassani  [P.]-    —    La  surface  de  second  ordre  des  douze  points, 
et  recherches  qui  sont  liées  à  cette  question.  (  202-217). 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau  est  une 
conique  connue  sous  le  nom  de  conique  des  neuf  points.  Le  lieu  des  droites  polaires 
(les  points  d'une  droite  fixe  par  rapport  à  un  faisceau  de  surfaces  de  second  ordre 
est  une  nouvelle  surface  de  second  ordre  que  l'auteur  appelle  des  douze  points 
parce  qu'elle  passe  par  les  sommais  du  tétraèdre  conjugué  par  rapport  aux  surfaces 
t!u  faisceau  et  par  huit  points  déterminés  de  la  courbe  base.  Ces  huit  points  sont 
les  points  de  contact  de  la  courbe  et  des  génératrices  de  la  surface  dévelop- 
pable  qui  a  pour  arête  de  rebroussement  la  courbe,  lesquelles  rencontrent  la  droite 
fixe.  L'auteur,  après  avoir  doiiné  quelques  propriétés  de  cette  surface  de  second  ordre, 
étudie  la  surface  enveloppée  par  les  plans  déterminés  par  les  points  de  la  droite 
fixe  et  par  les  droites  correspondantes;  il  trouve  que  cette  surface  est  de  la  troi- 
sième classe  et  du  quatrième  ordre.  Le  problème  de  la  conique  des  neuf  points  peut 
être  étendu  à  l'espace  d'une  façon  différente,  en  cherchant,  comme  a  fait  M.  Bel- 
irami,  le  Heu  des  pôles  d'un  plan  par  rapport  aux  surfaces  de  second  ordre  assu- 
jetties à  passer  par  sept  points  donnés  arbitrairement;  l'auteur  montre  qu'eu  ce 
cas  on  obtient  une  surface  de  troisième  degré. 

Crocchi  (//.).   — ■  Sur  les  fonctions  ^  et  le  déterminant  de  Cau- 
chy.  (218-2'î  1). 

On  sait  que  les  fonctions  X  sont  celles  qui  proviennent  du  développement  de 
'.(■| -i-.j-.-l-.  ..-^x„,Y"  quand  w  est  entier  et  positif,  en  remplaçant  les  coeflicients 
polynômiaux  par  l'unité.  Le  déterminant  de  Cauchy  est  le  déterminant 


L'auteur  établit  quelques  relatiotis  entre  ces  fonctions,  entre  autres  celle-ci  :  «  Le 
déterminant  fonctionnel  des  n  pi-emières  fonctions  X  est  égal  au  déterminant  tic 
Cauchv.    )i 
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Fonnenti   (C).    —    Mouvement   des    figures  qui    se   conservent 
semblables  à  elles-mêmes.  (  232-243). 

La  relation  z^:^f{t,z^),  où  t  est  une  variable  réelle,  :  =  jr -+-/;-  et  z„  =:  j-, -f- zj^, 
peut  servir  à  représenter  les  positions  successives  d'un  point  mobile  qui  dans 
un  temps  déterminé  occupait  la  position  (x„,  j>„);  si  maintenant  on  considère  cette 
relation  pour  chaque  valeur  de  t  comme  une  équation  qui  lie  les  deux  variables 
imaginaires  z  et  z„  lorsque  z„  parcourt  une  courbe,  la  ligne  parcourue  par  z  est 
semblable  dans  les  parties  infiniment  petites  à  la  première,  et  ces  deux  lignes  de- 
viennent semblables  si  la  relation  z=.f(z„,e)  est  du  premier  degré  par  rapporta 
r„.  C'est  en  partant  de  ces  observations  que  Lauteur  étudie  le  mouvement  d'une 
ligure  plane  qui  se  déplace  dans  son  plan  de  façon  à  rester  semblable  à  elle-même. 

Piltarelli  [G.].  —  Sur  un  problème  d'élimination  dans  la  théorie 
analytique  de  la  cubique  gauche.  (244-231)  ). 

On  sait  que  les  coordonnées  des  points  d'une  cubique  gauche  peuvent  s'exprimer 
eu  l'onction  d'un  paramètre  >,  et  l'on  peut  facilement  déterminer  l'équation  de  la 
corde  qui  joint  les  points  de  paramètres  ).  et  m-  A  chaque  point  fx  de  la  cubique  on 
peut  faire  correspondre  deux  points  ).  sur  la  courbe,  qui  ont  pour  j)aramètres  les 
valeurs  qui  appartiennent  aux  deux  points  de  la  première  polaire  de  //  par  rapport 
h  une  forme  cubique  binaire  {y.-j'f  =^  o.  Les  droites  qui  joignent  les  points  [x  a. 
leurs  correspondants  lorsqu'on  fait  parcourir  à  y.  toute  la  cubique  constituent  une 
surface  du  sixième  ordre,  dont  l'auteur  détermine  l'équation  en  se  servant  de  la 
méthode  symbolique  d'Aronhold  et  de  Clebsch. 

Pittarelli  (G.).  —  La  cubique  gauche  et  les  formes  binaires  qua- 
dratiques et  cubiques.  (260-309). 

§  l.  Notation  symbolique.  Pôles  et  plans  polaires.  Droites  conjuguées.  —  §  2.  Sys- 
tème complet  de  la  forme/  et  de  la  forme  /^    =>./-(- ^  Q.  Points  et  plans  réunis. 

—  §  3.  Système  simultané  d'une  forme  quadratique  et  d'une  cubique.  Représenta- 
tion typique.  Observations  sur  les  systèmes  de  deux  formes  cubiques. 

D'Ovidio  (E.).  —  Etude  des  cubiques  gauches  au  moyen  de  la 
notation  symbolique  des  formes  binaires.  (3io-338). 

§  1.  La  cubique  gauche.  Ses  plans  sécants,  tangents,  osculateurs.  Cordes,  tan- 
gentes. —  §  "2.  La  developpable  de  troisième  classe  osculatrice  à  la  cubique  gauche. 

—  Correspondance  entre  la  cubique  et  la  developpable.  Axes  de  la  developpable. 

—  §  3.  Rapport  anharmouique  de  quatre  points  de  la  cubique  ou  de  quatre  plans 
tangents  à  la  developpable.  —  §  4.  Foyers  et  plans  focaux.  —  §  5.  Correspondance 
des  éléments  de  l'espace  au  moyen  de  la  cubique.  —  §  6.  Involulion  de  points  sur 
la  cubique  et  de  plans  tangents  à  la  developpable.  —  §  7.  Surfaces  de  second 
degré  circonscrites  à  la  cubique  ou  inscrites  dans  la  developpable.  —  §  8.  Droites 
associées.  — •  §  9.  De  certains  faisceaux  ou  séries  de  surfaces  de  second  ordre.  — 
§  10.  Cônes  conjoints.  Coniques  conjointes.  —  §  11-  Quelques  systèmes  particuliers 
(le  surfaces  de  second  ordre.  — -  §  12.  Surfaces  polaires  par  rapport  à  la  developpable 
ou  à  la  cubique.  —  §  13.  De  certains  complexes. 

Padellelti  [D.).  —  Etudes  sur  les  diagrammes  réciproques.  (339- 
359). 
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L'auteur  commeucc  pai-  démontrer  qu'on  peut  toujours  porter  un  corps  rigide 
d"une  position  à  une  autre  au  moyen  de  deux  rotations  finies  autour  de  deux  axes; 
l'ordre  dans  lequel  les  deux  rotations  doivent  être  eirectuëcs  ne  peut  pas  être  inter- 
verti. Appelons c//o/;e.f  conjuguées  celles  autour  desquelles  doivent  avoir  lieu  les  rota- 
lions.  Il  y  a  d'infinis  systèmes  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  deux  positions 
d'un  corps;  mais,  lorsqu'une  est  choisie  arbitrairement,  l'autre  est  déterminée.  Par 
projection  orthographique  il  faut  entendre  une  projection  orthogonale  faite  sur  un 
plan  normal  à  l'axe  central.  Le  théorème  fondamental  de  cette  théorie,  qui,  comme 
on  le  voit,  est  une  extension  de  la  théorie  de  Chasles  pour  les  mouvements  infini- 
ment petits  et  de  l'ordinaire  théorie  des  figures  réciproques  dans  la  Statique  gra- 
phique de  Creraona  et  Maxwell,  est  le  suivant  :  «  Les  projections  orthographiques 
de  deux  droites  conjuguées  font  entre  elles  un  angle  constant.  «  L'auteur  fait 
ensuite  des  applications  de  cette  théorie  à  la  Dynamique  et  à  la  Statique. 

Piuma  [C.-M.).  —  Solution  d'un  problème  élémentaire  du  Calcul 
des  probabilités.  (3 60-372). 

Le  problème  résolu  est  le  suivant  :  «  Dans  une  urne  il  y  a  B  billets  numérotés  pro- 
gressivement de  1  à  B;  on  en  extrait  trois;  on   additionne  les  numéros  écrits  sur 

BCB—  i)(B  —2) 
ces  billets  :  parmi  les  — ^ cas  possibles,  combien  y  en  a-t-il  dans  les- 
quels la  somme  ainsi  obtenue  est  égale  ou  moindre  qu'un  nombre  donné  C.^  » 

La  solution  la  plus  simple  de  ce  problème  se  présente  lorsque  C  est  moindre 
que  B -+- 4  ;  il  faut  alors  distinguer  les  six  cas  qui  correspondent  aux  formes  iic, 
Gf-Hi,  6c-i-2,  ...,Gc-)-5  de  C,  et,  en  indiquant  par  T^  le  nombre  des  cas  pos- 
sibles, on  trouve 

1  ■>  c°  —  I  5  r  -t-  3  I  -î  c-  —  <)  c  -H  I 

■'ec+a  —  ' 


xnc- 

2 

'-i- 

3  c- 

-  1 

I2C- 

■-H 

i.5c 

Gerbaldi  [F.).  —  Note  sur  le  système  simultané  de  deux  foiunes 

binaires  cubiques.  (373-38o). 

E.  P. 


ANNALES  DES  MINES  (  >). 

Tome  XIII;    i^'"  semestre   1R78. 

Marie   [G.).  —  Etude   sur  la  confection  des   outils   d'ajustage. 
(5-38,  2  pi.). 

C)   Voir  lUdlctiu,  L,  ■)i7,  et  II.,,  kjÔ. 
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Cfi  Mémoire  est  divisé  en  qualro  Parties  : 

i"  Etude  théorique  sur  les  outils. 

Mode  de  travail  d'un  outil  quelconque.  Mauièro  la  plus  économique  d'enlever  du 
métal  sur  une  pièce.  IManière  de  su|)portor  le  tranchant.  Travail  moteur  nécessaire 
jiour  faire  marcher  une  machine-outil.  Résumé  et  Tableaux  graphiques. 

2"  Application  des  principes  aux  divers  genres  de  machines-outils. 

Considérations  générales  et  données  relatives  à  toutes  les  machines-outils.  Étude 
des  diverses  classes  de  machines-outils. 

3"  Organisation  d'un  atelier  d'ajustage. 

4"  Étude  des  systèmes  proposés. 

Tome  XIV;  u*  scinestro   1878. 
Ledoux.  —  Théorie  des  inacliint>s  à  froid.  (i2i-?.o8,  i  .pi.). 

Ce  travail  est  consacré  à  l'étude  théorique  et  aux  conditions  de  fonctionnement 
des  machines  actionnées  par  un  gaz  ou  une  vajieur  à  basse  température  :  air  froid, 
éther  sulfiirique,  acide  sulfureux,  ammoniaque,  éther  méthylique. 

L'auteur  étudie  en  détail  la  macliine  à  air  de  iM.  Gill'ard,  la  machine  à  acide  sul- 
fureux de  M.  Pictet,  et  les  machines  à  froid,  dites  à  affinité,  dont  le  type  est  la 
machine  à  ammoniaque  de  M.   Carré. 

Marie  [G.].  —  ?]tud(;  comparée  des  régulateurs  de  vitesse,  de 
pression,  de  température  et  des  régulateurs  de  toutes  sortes. 
(450-548,  2  pi.). 

Ce  Mémoire  est  surtout  descriptif.  Les  considérations  mathématiques  qu'il  ren- 
ferme ont  pour  but  de  préciser  les  conditions  de  fonctionnement  des  divers  régu- 
lateurs. 

Tome  XV;   i*""  semestre   187g. 

ylchard  (^.).  —  De  la  transmission  et  de  la  distribution  des  forces 
motrices  à  grande  distance  au  moyen  de  rélectricilé. 

Étuiie  des  conditions  de  transmission  du  travail  à  l'aide  de  machines  électro- 
magnétiques. 

Tome  X^  I  ;  -^  semestre   187g. 

Amiot.  —  Influence  des  pentes  sur  le  prix  de  revient  kilométrique 
d'une  tonne  de  marchandises  de  petite  vitesse.  (289-320). 

Détermination  fondée  sur  une  analyse  intéressante,  qui  offre  une  utilité  immé- 
diate pour  l'établissement  des  statistiques. 

Ledoux.  —  Mémoire  sur  l'emploi  de  la  détente  dans  les  machines 
d'extraction.  (Sa  1-402,  i  pi.). 

Les  maeiiines  d'extraction  employées  dans  les  mines  de  houille  ont  subi  depuis 
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quarante  ans  une  série  de  transformations  commandées  par  le  développement  de 
la  production  et  l'approfondissement  des  puits.  Aux  anciennes  machines  de  Watt 
à  balancier  ont  succédée  les  machines  horizontales  à  un  seul  cylindre  et  à  engre- 
nages; celles-ci,  à  leur  tour,  ont  été  remplacées  par  les  machines  à  deux  cylindres 
conjugués,  horizontaux  ou  verticaux,  agissant  directement  sur  l'arbre  des  bobines 
ou  des  tambours,  au  moyen  de  deux  manivelles  calées  à  90°  l'une  de  l'autre. 

Ce  dernier  tvpe,  qui  est  le  seul  usité  aujourd'hui  dès  que  la  force  dépasse  5o  à 
60  chevaux,  satisfait  en  effet  à  la  plupart  des  conditions  que  doivent  remplir  les 
machines  d'extraction. 

Malheureusement  la  dépense  de  l'extraction  tend  à  devenir  une  fraction  de  plus 
on  plus  importante  du  prix  de  revient  des  charbons,  et  il  n'est  pas  étonnant 
que  l'attention  des  ingénieurs  se  soit  portée,  dans  ces  derniers  temps,  sur  cette 
question. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  de  préciser  le  mode  d'action  de  la  vapeur  dans 
les  machines  d'extraction  à  pleine  pression  et  dans  les  machines  à  détente  fixe  ou 
variable;  de  déterminer,  au  moyen  des  données  fournies  par  l'expérience,  et  aussi 
exactement  que  le  comporte  un  tel  sujet,  l'économie  que  l'on  peut  espérer  obtenir 
par  un  règlement  convenable  de  la  distribution  et  par  l'usage  de  la  détente;  enfin 
de  donner  une  description  des  principaux  systèmes  appliqués  jusqu'à  ce  jour  pour 
la  production  de  la  détente  variable. 


Tome  XVII;    i""'  semestre   1880. 

Ce  Volume    ne  renferme    point    de   Mémoires   ayant  trait  aux   applications    dos 
Mathématiques. 

H.   H. 
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Tome  XII;   avril-septeriibre   1878. 

Deville  (i?.).  —  Etude  sur  la  pratique  du  tir  eu  brèclie  à  grande 
distance.  (aoS-aaS,  5  fig-). 

Suite  et  fin  du  travail  inséré  dans  le  Tome  XI. 

Cette  seconde  Partie  renferme  la  discussion  et  la  solution  des  questions  sui- 
vantes : 

Choix  de  la  trajectoire  moyenne. 

Calcul  des  éléments  du  tir,  suivant  la  nature  du  calibre  employé  et  les  Tables 
de  tir  appropriées  au  calibre.  Les  données  sont  alors,  soit  l'angle  de  tir,  soit  l'angle 
de  chute,  soil  la  distance. 

Réglage  et  conduite  du  tir. 

Consommation  de  projectiles  pour  jiroduire  une  brèche. 


(')  Voir  niiUetin,  Xl,  -/\,  et  Il„.   137. 
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Mazeaii  {E.).  —  Mouvement  des  projectiles  oblongs  dans  l'air. 
(422-443  t't  495-5  ii>  ,  19  lîg-)- 

Ainsi  que  le  tlil  raiiteur,  les  considérations  sur  le  niouveniont  des  projccliles 
oblongs  exposées  dans  ce  Mémoire  ne  sont  pas  nouvelles;  mais,  comme  jusqu'il 
présent  elles  étaient  disséminées  dans  divers  Ouvrages,  il  a  semblé  qu'il  ne  serait 
pas  inutile  d'en  l'aire  un  nouvel  exposé  qui  permit  de  les  rattaciier  les  unes  aux 
autres. 

Dans  cette  voie,  on  a  résumé  les  travaux  successivement  publiés  par  les  dilFérenls 
auteurs  qui  se  sont  occupés  de  cette  question,  MiM.  de  Saint-Robert  et  Maycvski 
notamment,  et  l'on  a  l'ait  suivre  l'analyse  de  ces  recherches,  relativement  anciennes, 
des  résultats  très  remarquables  auxquels  M.  Magnus  de  Sparre  est  plus  récemment 
parvenu. 

Le  présent  Mémoire  est  divisé  en  deux  Parties.  La  première  traite  du  mouvement 
des  projectiles  oblongs  animés  d'une  grande  vitesse  initiale.  La  résistance  de  l'air 
est  assez  fidèlement  représentée,  d'après  les  recherches  expérimentales  du  général 
Mayevsky,  par  la  formule  suivante, 

R  =  AttR-  — 1', 

dans  laquelle  R  représente  la  résistance  de  l'air  évaluée  en  kilogrammes,  A  un  coefli- 
cient  numérique  égal  à  o  ,00000027,  R  le  rayon  du  projectile  exprimé  en  mètres,  A  la 
densité  de  l'air  au  moment  de  l'expérience,  A,  la  densité  de  l'air  dans  des  con- 
ditions moyennes  de  température  et  de  pression.  La  formule  se  simplifie  en  prenant 
A,=  A. 

L'auteur  expose  ensuite  la  métliode  de  détermination  approximative  de  la  ré- 
sistance de  l'air  au  mouvement  des  projectiles  oblongs,  en  substituant  ii  la  surface 
de  révolution  qui  limite  les  projectiles  une  série  de  troncs  de  cône  et  de  cylindres. 
Il  applique  cette  recherche  à  l'exemple  de  l'obus  de  o°',095. 

Il  passe  ensuite  à  l'établissement  des  équations  différentielles  du  mouvement  de 
translation,  puis  à  l'intégration  des  équations  qui  donnent  la  projection  de  la  tra- 
j(;ctoire  sur  le  plan  de  tir. 

Le  mouvement  de  rotation  du  projectile  autour  de  son  centre  de  gravité  est  étudié 
de  la  même  manière;  l'intégration  s'opère  directement  et  s'achève  par  des  con- 
structions graphiques. 


Tome  XIII;  octobre  1878-mars  1879. 

Miizeau  {.E.).  —  Mouvement  des  projectiles  oblongs  dans  l'air. 
(3i-63,  7%.). 

Suite  et  fin  du  travail  inséré  dans  le  Tome  XII. 

La  première  Partie  se  termine  par  l'exposé  des  problèmes  suivants  : 

Equations  en  termes  finis  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  horizontal. 

Substitution  d'une  ligne  plane  à  la  courbe  gauche  décrite  par  le  projectile; 
expression  approchée  de  la  dérivation. 

Application  des  théories  exposées  dans  les  Chapitres  précédents  au  calcul  des 
Tables  de  tir  du  canon  de  o'",o9.5.  Comparaison  avec  les  résultats  des  expériences 
de  la  Commission  de  Calais 


20.S  SECONDE   PARTIE. 

Remarques  diverses  et  conclusions. 

ir.il  seconde  Partie  est  relative  au  mouvement  des  projectiles  ohlnngs  animés  d'une 
faible  vitesse  initiale.  Elle  ne  renferme  que  dos  généralités,  et  l'auteur  rappelle 
aux  Mémoires  plus  spéciaux  publiés  sur  la  question. 

Deux  Notes  intéressantes  terminent  ce  résumé.  L'une  d'elles  est  relative  à  l'éva- 
luation des  corrections  rendues  nécessaires  par  la  suppression  de  certains  termes 
dans  les  équations  différentielles  du  mouvement  de  translation  ;  l'autre  se  rapporte  ii 
la  détermination  de  la  loi  de  la  résistance  de  l'air  lorsque  la  trajectoire  est  connue. 

Terquem.  —  Sur  l'organisaliou  des  rayures  dos  canons,  (y.  17-227, 
2  fig.)- 

Travail  posthume,  rédigé  vers  la  fin  de  l'année  1878.  Il  a  paru  d'autant  plus  inté- 
ressant de  le  publier,  que  les  considérations  qu'il  renferme  ont  puissamment  servi 
à  l'établissement  de  notre  nouveau  matériel,  quant  à  ce  qui  concerne  le  nombie 
et  la  profondeur  des  rayures. 

Canet  {G.).  —  Théorie  des  freins  hydrauliques.  (436-469,  4  fig-'j 
I   pi.). 

Le  frein  hydraulique,  dont  l'idée  première  revient  à  M.  W.  Siemens,  a  été  adopté 
par  le  gouvernement  anglais,  depuis  plusieurs  années,  pour  tous  ses  affûts  de  place 
et  de  côte,  ainsi  que  pour  plusieurs  affûts  de  marine,  conjointement  avec  le  frein  ;i 
lames. 

Le  présent  Mémoire  renferme  la  théorie  et  la  description  dos  freins  des  systèmes 
Krupp,  Rendel  et  Vavasseur. 

Page  {E-)-  —  Résistance  de  l'air.  (53i-j39,  i  iig-). 

Dans  un  travail  précédent  (t.  \1),  l'auteur  a  proposé  d'exprimer  la  résistance  de 
l'air  par  la  formule  exponentielle 


P,  poids  du  projectile  ;  w,  vitesse  finale  pour  laquelle  la  résistance  est  égale  au  poids; 
<7,  constante  dépendant  de  la  forme  et  de  la  densité. 

ir 

Discussion  de  la  l'ornuile  en  posant  a  =:  e"  et  en  définissant  d'autres  hypothèses. 
Construction  de  la  courbe  de  résistance. 

Conséquences  probables,  relatives  au  mouvement  des  bolides  dans  l'atmosphère. 
Explication  de  l'incandescence  et  de  la  pulvérisation  de  ces  météores. 

Autres  conséquences  relatives  à  la  production  de  véritables  tempêtes,  ]iar  suite 
de  l'irruption  d'énormes  quantités  de  bolides. 

Quant  à  l'accroissement  de  masse  qui  devrait  en  résulter  pour  le  globe  terrestre, 
l'influence  de  ces  bolides  est  très  faible  et  à  peine  appréciable.  Si  la  Tei're  en  re- 
cevait cha([ue  jour  i-j  200  ooo''ô,  sa  masse  ne  s'accroîtrait  pas  d'un  cent-millionième 
dans  l'intervalle  de  cent  siècles. 

Tome  XI\  ;  a\  i'il-so|)tcinljrc   1879. 

Page  (E.).  —  Tlésislance  de  l'air.  (38-44^  •  f^&-)- 

Application   Je  la   l'urniulo  ])]écédonto  à   l'étude  de   la   chute  lijjrc  d'un  coips. 


I 
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Jouait  (^•).  —  Balistique  des  armes  portatives.  (8c)-ii6,  1  fig-). 

Compte  rendu  des  travaux  et  des  tableaux  comparatifs  de  M.  Indra. 

Ce  travail  est  terminé  par  une  Note  ayant  pour  objet  la  recherche  de  l'équation 
de  la  courbe  parabolique  se  rapprochant  le  plus  de  la  forme  observée  dans  la  pra- 
tique. 

Peigné   {P.).   —    Formule    pratique    des    télémètres.    (427-44-'^  ï 

La  tliéorie  des  télémètres  a  fuit  l'objet  de  recherches  et  de  propositions  plus  ou 
moins  ingénieuses.  Les  formules  établies  dans  cette  Notice  pourront  guider  dans 
leurs  recherches  quelques-uns  des  inventeurs  qui  désirent  s'occuper  de  télémétrie. 
Il  arrive  malheureusement  trop  souvent  qu'on  fait  construire  un  appareil  qui  ne 
donne  pas  et  ne  pourrait  donner  les  résultats  qu'on  en  attendait;  il  est  en  eft'et 
nécessaire,  si  l'on  veut  éviter  de  nombreuses  dépenses  et  de  graves  déceptions,  de 
poser  d'abord  les  conditions  mathématiques  du  problème  à  résoudre  matériellement 
au  moyen  de  l'appareil.  La  formule  pratique  des  télémètres  est  une  relation  simple 
entre  les  divers  éléments  de  la  question;  elle  permet  de  calculer  rapidement  l'in- 
connue, base,  grossissement  de  la  lunette,  approximation  de  mesuie,  étant  donnés 
les  autres  éléments. 

L'auteur  est  d'avis  qu'un  instrument  qui  donnerait,  avec  le  matériel  actuel,  la 
distance  à  un  quarantième  près,  satisferait  largement  aux  besoins  de  la  pratique. 

Il  établit  qu'une  base  de  i5"'  à  18'"  peut  suffire  pour  des  distances  de  -^"^  a  S^'" 
avec  un  grossissement  de  12  fois,  et  qu'une  base  de  -"'.  11  sullit  pour  8"""  avec  un 
grossissement  de  3o  fois. 

11  donne  la  description  d'un  double  graphomètre  susceptible  d'être  adapté  aux 
observations  de  télémétrie  faites  en  ballon  captif. 

Le  Mémoire  est  terminé  par  la  théorie  de  l'appréciation  des  distances,  fondée 
sur  le  tirage  de  l'oculaire  d'une  lunette  exactement  mise  au  point.  La  formule,  très 
simple,  qui  répond  à  cette  expérience,  est 

D,  D'  étant  les  distances  de  l'objet  et  de  l'image  au  foyer  le  plus  rapproché,  y  la 
distance  focale.  Cette  formule  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  Newton. 

Les  observateurs  familiarisés  avec  l'emploi  des  lunettes  d'approche  savent  combien 
ce  mode  de  détermination  est  illusoire.  A  partir  de  100'",  toutes  les  images  se 
forment  dans  un  intervalle  de  o",  001  à  o",  002.  Dans  ce  cas,  l'estimation  à  vue 
simple  donnera  des  indications  plus  précises.  C'est,  du  reste,  ce  que  l'auteur  a 
soin  de  faire  remarquer. 


Tome  XV;   octobre  iSjg-niars  iSSo. 

Daubrée  {-A.).  —  Note  sur  les  propriétés  érosives  des  gaz  à  haute 
température  et  sous  de  grandes  pressions.  (36-47,  2  lig,,  i  pi.). 

La  Revue  d' Artillerie  a  publié  deux  Notes  de  M.  Daubrée,  relatives  : 
La  première,  aux  effets  produits  par  les  gaz  de  la  poudre  sur  le  grain  de  poudre 
lui-même,    ainsi  que   sur   des   feuilles   d'acier,    et  à  l'action   exercée   par   les   ga/. 
Bull,  des  Sciences  math.,  i"-'  Séiie,  t.  IV.  (Septembre  1S80.)  R.  1  J 
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chauds  et  comprimés  Idrsqii'ils  s'échappent  avec  une  {jrande  vitesse  par  un  petit 
orifice  ; 

La  deuxième,  aux  effets  produits  par  les  gaz  de  la  dynamite  sur  des  barres  d'acier. 

Dans  la  troisième  Noie,  qui  l'ait  l'objet  de  ce  dernier  article,  l'auteur  étudie  plu- 
sieurs phénomènes  d'érosion  produits  par  les  gaz  de  la  poudre,  en  particulier  sur 
le  canal  des  tètes  mobiles  et  des  grains  de  lumière,  ainsi  que  les  effets  produits 
par  les  gaz  de  la  dynamite,  de  la  nitroglycérine  et  du  fulmicoton. 

Lejevre  [J .-B.-V.).  —  Tracés  empiriques  delà  trajectoire.  (48-8 1*, 

i4:fig.)- 

La  théorie  et  l'expérience  sont  d'accord  pour  démontrer  : 

1°  Que,  lorsque  la  ligne  de  mire  est  horizontale,  l'angle  de  tir  est  toujours  plus 
petit  que  l'angle  de  chute; 

2°  Qu'il  en  est  encore  ainsi  tant  que  l'angle  d'élévation  du  but  par  rapport  a 
l'horizontale  n'atleint  qu'un  petit  nombre  de  degrés. 

D'après  cela,  on  a  cherché  à  remplacer  la  trajectoire  (en  plan  vertical)  par  une 
courbe  simple,  telle  qu'une  parabole  du  second  degré,  dont  l'axe  serait  oblique  sur 
la  verticale. 

Une  courbe  de  cette  espèce  serait  entièrement  déterminée,  du  moment  que  l'on 
connaîtrait,  par  exemple,  la  portée,  l'angle  de  mire  et  l'angle  de  chute. 

La  Commission  de  Calais  a  reconnu  que  les  ordonnées  d'une  parabole  du  second 
degré,  obtenues  par  un  simple  tracé  graphique,  pour  une  trajectoire  d'une  1res 
grande  étendue  (9200'"),  diffèrent  fort  peu  de  celles  qu'on  trouve  par  deux 
procédés  plus  ou  moins  laborieux  (formule  tle  Piton-Rressant  et  méthode  de 
M.  Bashforth). 

L'auteur  envisage  plus  spécialement  le  lir  des  fusils  dont  la  portée  est  de  1200'", 
et,  dans  ce  cas,  il  est  intéressant  de  rechercher  l'approximation  que  peut  donner 
la  substitution  de  la  parabole  à  la  courbe  véritable. 

Le  problème  que  l'on  rencontre  le  plus  généralement  dans  la  pratique  est  celui 
de  la  détermination  d'une  parabole  passant  par  quatre  points,  savoir  :  deux  points 
de  la  trajectoire,  le  point  de  départ  et  le  point  d'arrivée. 

Perciii  [-^4.).  —  Note  sur  une  application  de  la  loi  de  probabilité 
du  tir.  (341-348,  I  lig.). 

Démonstration  de  la  règle  suivante  :  «  Lorsque  le  but  à  battre  se  compose  de  deux 
objectifs  distincts  de  même  largeur  et  qu'on  a  même  intérêt  à  détruire  (par 
exemple,  deux  embrasures  voisines  d'une  même  batterie,  deux  pièces  d'une  même 
section,  etc.),  le  maximum  de  l'effet  possible  ne  s'obtient  pas  en  visant  successi- 
vement chacun  des  deux  objectifs,  mais  en  visant  le  milieu  de  leur  intervalle,  s'il 
est  inférieur  ou  égal  .au  double  écart  quadratique  moyen  en  direction,  dans  le  cas 
contraire  un  point  compris  entre  le  milieu  et  un  des  deux  objectifs.  » 

L  chard  {-■4.).  —  Note  sur  un  appareil  destiné  à  tracer  des  courbes 
du  second  degré  d'un  mouvement  continu.  (49()-5oi  ,  8  iig-). 

L'ellipsographe  à  molettes  ou  le  compas  à  verge  et  à  trois  pointes  offrent  l'in- 
convénient que  le  trait  du  crayon  est  limité  ou  incertain,  et  que,  si  on  leur  adapte 
uu  tire-ligne,  ce  dernier  ne  conserve  pas  l'orientation  voulue  et  ne  peut  donner 
un  trait  continu.  L'ingénieuse  solution  trouvée  par  M.  Peaucellier  donne  la  solu- 
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tion  complète  avec  un  crayon;    mais  elle    ne  satisfait  plus   au   tracé  graphique  si 
l'on  substitue  un  tire-ligne  ou  porte-crayon. 

L'auteur  a  cherché  un  système  articulé  donnant  au  tire-ligne  l'orientation  con- 
venable pour  le  tracé  d'un  arc  d'ellipse,  d'hyperbole  ou  de  parabole.  La  solution 
qu'il  a  trouvée  parait  satisfaisante;  mais  il  esta  craindre  qu'elle  ne  soit  un  peu 
dispendieuse  dans  la  pratique. 

Tome  XVI;  avril-septembre   1880. 

Brongniart  [P-]-  —  Note  sur  l'exécutioti  du  tir  en  brèche  à  grande 
distance.  (2 1 8-9.3 1,  4  ^ig-)* 

L'auteur  rappelle  l'élude  intéressante  et  complète  publiée  par  M.  Deville  dans 
les  Tomes  XI  et  XII;  puis  il  se  propose  de  fixer  les  règles  ii  appliquer  pour  l'exé- 
cution du  tir  en  brèche  à  grande  distance,  eu  observant  les  prescriptions  régle- 
mentaires. 

11.    H. 


ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSEES  ('). 

Tome  XV;    i"''  semestre,    1878. 

Ce  Volume  ne  renferme  point  de  Mémoires  ayant  Irait  à  l'étude  des  Mathéma- 
tiques pures  ou  appliquées. 

Tome  XM  ;  1"  semestre,    1878. 

Lavoimie.  —  Notice  sur  les  principaux  systèmes  de  locomotives 
sans  feu.  (261-309,  i  pi-)- 

Plusieurs  articles,  publiés  depuis  l'année  iS^S,  ont  déjà  fait  connaître  aux  lec- 
teurs des  Annales  les  tramways  à  traction  par  locomotives  sans  feu  de  la  Nouvelle- 
Orléans. 

Kn  raison  de  l'intérêt  que  présente  l'application  des  machines  sans  feu  à  l'ex- 
ploitation des  tramways  dans  l'intérieur  des  villes  et  des  perfectionnements  qu'elles 
ont  reçus  dans  ces  dernières  années,  l'auteur  de  la  Notice  a  pensé  qu'il  y  aurait 
utilité  à  faire  connaître  une  étude  plus  complète  des  divers  types  de  machines  sans 
feu  construites  en  Amérique  et  en  France,  et  à  indiquer,  au  point  de  vue  théorique 
et  pratique,  la  valeur  du  système  et  des  applications  qu'il  comporte. 

L'effet  utile  des  machines  sans  feu  est  étudié  aux  titres  suivants  :  Poids  de  la  va- 
peur dépensée;  travail  de  la  vapeur  à  pleine  pression;  travail  de  la  vapeur 
avec  détente;  limite  de  parcours;  limites  de  pente  et  de  vitesse;  emploi  du  dé- 
tendeur. 


(')  Voir  Bulletin,  XI,  aôç),  et  II.,    io6. 
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Tome  XVII;   i*^^''  semestre,    1879. 
Clauenad,  —  Travaux  hydrauliques  de  Chei^bourg.  (aS-Sa,  i  pi.). 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  la  description  des  épuisements  entrepris  en  vue  de- 
là restauration  des  fondations  du  bâtiment  des  subsistances  de  la  marine  à  Cher- 
bourg. 

Les  conditions  pratiques  de  cet  épuisement  ont  été  déterminées  par  un  calcul, 
très  simple  d'ailleurs,  qui  se  trouve  vériflé,  d'une  manière  très  satisfaisante,  par 
l'expérience.  Toutefois,  l'étude  théorique  conduit  à  l'équation  différentielle 

«?'°-(0=/(0-?(0» 

qui  ne  parait   pas    susceptible   d'intégration  ;  a  désigne  une   constante,  t  le  temps, 
f{t)  le  niveau  extérieur,  variant  avec  la  mai'ée. 

Les  méthodes  graphiques  ont  avantageusement  servi  pour  la  discussion  de  cette 
question. 

Pelletreaii.    —  Barrages    cintrés   en   forme   de  voûte.    (198-218, 
I  pi.). 

Étude  des  conditions  d'établissement  d'un  barrage  cintré  vers  l'amont,  présen- 
tant l'aspect  d'une  portion  de  cylindre,  à  axe  vertical,  d'une  épaisseur  variable 
depuis  le  haut  jusqu'au  bas. 

Dupiij.  — Viaduc  de  l'Erdre.  (33i-363,  4  t'go  2  pi-)- 

Détails  relatifs  à  la  construction  du  viaduc  établi  pour  la  traversée  de  l'Erdre 
(ligne  de  Nantes  à  Ghâteaubriant)  et  composé  d'une  grande  travée  métallique  eu 
axe  de  gS  mètres  d'ouverture. 

Des  Tableaux  graphiques,  annexés  l\  ce  Mémoire,  indiquent  en  vraie  grandeur 
les  courbes  tracées  par  les  crayons  fixés  à  diverses  parties  du  viaduc  au  moment 
des  épreuves  réglementaires. 


Tome  X\  III  ;  a*"  semestre,    1879. 

Lalanne.   —   Evaluation    expéditive    des    terrassements.   (63-76", 
I  pi.). 

L'évaluation  exacte  des  terrassements  est  une  opération  assez  compliquée  et 
qu'il  y  a  intérêt  à  abréger.  L'auteur  de  ce  travail  a  fréquemment  fait  usage  de  di- 
verses méthodes  abréviatives  pour  des  projets  de  routes  ou  chemins,  soit  en 
France,  soit  à  l'étranger.  Les  formules  indiquées  mènent  rapidement  aux  évalua- 
lions  cherchées  et  les  résultats  qu'elles  fournissent  ne  diffèrent  pas  de  plus  de  S  à 
9  pour  Too  du  nombre  exact. 

Lalanne.  —  Méthode  graphique  pour  la  répartition  des  terrasse- 
ments. (77-100,  I  pi.). 

Moyen   d'atténuer    hi    longueur   ot    la    diflicultc    iriinc    des  opérations   de  calcul 
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les    plus    longues    et    les    plus   fastidieuses    que    comporte    la  redaclion    des   pro- 
jets. 

Du  Bojsl^P.).  —  Le  Rhône  et  les  invières  à  lit  affouillable.  [i^i- 
190,  I  pi.). 

L'auteur  commence  par  donner  des  indications  générales  sur  le  régime  du  Rhône, 
et  montre  comment  le  problème  de  l'aniélioration  des  hauts-fonds  le  conduit  à  étu- 
<lier  les  lois  du  transport  des  graviers  sous  l'action  des  eaux.  Il  recherche  ensuite 
comment  un  courant  façonne  le  fond  suivant  la  disposition  des  berges,  en  suppo- 
sant successivement  le  débit  constant  et  variable.  Enlin,  il  indique  les  confirma- 
tions de  cette  théorie  par  les  faits. 

Picard  {^•)-  —  Siin[)lifîcation  pratique  de  l'appareil  orthogonal 
eonvergent.  (339-370,  2  pi.). 

Cette  Note  se  compose  de  deux  Parties  : 

1°  Appareil  des  ponts  biais  d'une  faible  longueur  oti  d'une  grande  longueur. 

Principe  et  caractère  de  l'appareil  convergent  simplifié. 

Équations  des  lignes  de  lits,  de  leurs  transformées  et  de  leurs  projections  sur 
divers  plans.  Propriétés  focales  des  normales  aux  projections  des  lits  sur  des  plans 
parallèles  aux  génératrices. 

2°  Application  de  l'appareil  circulaire  convergent  au  pont  souterrain  des  Kœurs 
(arrondissement  de  Commercy). 

Choix  des  matériaux.  Taille  des  voussoirs  et  crémaillères.  Voussure  ou  corne  de 
vache.  Résultats  du  décintrement. 


Tome  XIX;   i'^"' semestre,   1880. 
Perrodil  [de).  —  Tarage  de  l'hydrodynaniomètre.  (11-28,    i  pi)- 

Cet  instrument,  nommé  aussi  dynamomètre  hydraulique,  peut  servir  au  jaugeage 
des  cours  d'eau  et  à  l'observation  des  lois  de  l'Hydraulique.  11  pourrait  encore  être 
employé  à  la  mesure  de  la  vitesse  du  vent. 

L'auteur  établit  une  comparaison  de  ce  nouvel  instrument  avec  le  moulinet  de 
Woltmann  et  le  tube  de  Pitot. 

Perrodil  [de).  —  Résistance  des  voûtes  et  des  arcs  métalliques. 
(218-232, 1  fig.). 

Résumé  destiné  à  faciliter  la  vulgarisation  de  la  théorie  exposée  par  l'auteur 
dans  une  partie  de  son  Ouvrage  sur  la  Résistance  des  Toutes  et  des  arcs  métal- 
liques . 

Détermination  graphique  et  analytique  de  la  résultante  relative  à  chaque  section 
normale,  lorsque  cette  résultante  est  connue  pour  la  section  à  la  clef. 

Changement  de  forme  de  la  fibre  moyenne  produit  par  l'application  des  forces 
extérieures. 

Durand-Claye  [A.).  —  Vérification  de  la  stabilité  des  voûtes  et  des 
arcs.  (4i6-44o,  3  pi.). 
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La  stabilité  des  voûtes  en  maçonnerie  ou  des  arcs  métalliques  est  ordinairement 
étudiée  par  voie  de  simple  vérification.  Dans  la  méthode  fjraphique  de  Méry,  on 
prend  arbitrairement  le  point  d'application  de  la  poussée  à  la  clef  et  le  point  d'ap- 
plication de  la  résultante  sur  un  joint.  La  courbe  des  pressions  se  trouve  ainsi 
déterminée  arbitrairement  et  ne  donne  aucune  idée  précise  sur  la  stabilité  de  la 
construction. 

C'est  cette  indéterminetion  que  l'auteur  du  Mémoire  a  essayé  de  faire  dispa- 
raître. 11  applique  ensuite  sa  méthode  à  la  vérification  de  la  stabilité  des  voûtes 
sphériques. 

BauTïi  [Ch.).  — Des  longueurs  virtuelles  d'un  tracé  de  cliemin  de 

fer.  (455-578). 

L'étude  du  tracé  d^'une  ligne  de  chemin  de  fer  entraîne,  en  général,  celle  de 
deux  ou  plusieurs  variantes  de  ce  tracé.  Toutes  ces  variantes  satisfont  à  certaines 
conditions  communes,  comme,  par  exemple,  de  passer  par  des  points  déterminés, 
de  desservir  des  villes  ou  des  communes  indiquées  à  l'avance.  Elles  diffèrent  les 
unes  des  autres  par  la  longueur,  par  le  profil  en  long,  les  rampes,  les  rayons  des 
courbes,  le  cube  des  terrassemeuts,  l'importance  des  ouvrages  d'art,  la  dépense  ki- 
lométrique, etc. 

Lorsqu'on  se  trouve  en  présence  de  plusieurs  variantes  d'un  même  tracé  de  che- 
min de  fer,  il  conviendrait  qu'on  ne  se  prononçât  sur  l'une  ou  sur  l'autre  variante 
qu'après  avoir  établi  la  longueur  horizontale  et  rectiligne  équivalente  de  chacune 
d'elles,  ou  encore  la  longueur  virtuelle. 

Les  principales  longueurs  virtuelles  d'une  ligne  peuvent  être  classées  ainsi,  rela- 
tivement aux  diverses  données  suivantes  : 

1°  Travail  mécanique  ou  résistance; 

3°  Dépenses  de  l'exploitation  ; 

3°  Dépenses  du  transport  pro]iremcnt  dit; 

4°  Frais  de  traction  ; 

5°  Prix  des  tarifs; 

6°  Vitesses. 

Ces  deux  dernières  ont  été  peu  étudiées  dans  le  passé. 

L'auteur  s'occupe  surtout  dans  la  présente  étude  de  la  longueur  virtuelle  rela- 
tive au  travail  mécanique,  à  égalité  de  vitesse. 

Le  Mémoire  renferme  l'exposé  et  la  discussion  comparative  des  méthodes  et  for- 
mules employées  dans  les  administrations  françaises  et  étrangères. 

H.  B. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN,  begriindet  von  A.  Clebsch  und  C.  Neumann, 
gegenwartig  herausgegeben  von  F.  Klein  und  A.  Mayer  (') 

Tome  XIV;   1871). 
Sturni  (R.),  Schroder  [E.)  et  Sohnche  [L.].  —  Hekmaajv  (iuAss- 

(')  Voir  Bulletin,  11!,,,  17.J.     - 
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MANJv;  sa  vie  et  ses  travaux  inatliéniali(|ues  et  physiques.  (i-4or). 
Avec  une  liste  complète  des  éciits  de  Grassinanii. 

Rodenherg  [C).  —  Sur  la  classification  des  surfaces  du  troisième 
ordre.  (46-100). 

Ce  Mémoire  donne  la  réponse  complète  à  cette  question  :  «  Quelles  sont  les 
espèces  de  surfaces  du  troisième  ordre  qui  aj)partiennent  au  même  pentaèdre?  Et, 
réciproquement,  quelles  sont  les  espèces  de  pentaèdres  (à  plans  réels  ou  imagi- 
naires, séparés  ou  coïncidents)  qui  sont  compatibles  avec  une  même  espèce  de 
surfaces?  »  On  rapporte  ici  à  la  même  espèce  toutes  les  surfaces  qui  peuvent  se 
transformer  les  unes  dans  les  autres  par  une  variation  continue  des  constantes,  1(^ 
pculaèdre  restant  le  même,  sans  que,  pendant  cette  opération,  il  se  produise  de 
nouvelles  singularités  (').  Si  les  plans  du  pentaèdre  (réels  ou  imaginaires  con- 
ju[jués)  sont  séparés,  l'équat'on  de  la  surface  prendra  la  forme 

.1"'        a  \        x\         r  î        x^ 

—  -t 5  H :  H 7.  -\ ;  =  o, 

v.\        ui        (X-        a;        a; 

.r,  -f-  .r,-|-  .fj  -,-  .^■^  -f-  x.^  ^  o, 
et  la  condition  pfnir  qu'il  y  ait  un   rnpud  est 

y,  -i-  K.^  -h  y.j  -H  K^  -H  Kj^  :=  O. 

On  obtient  toutes  les  espèces  qui  appartiennent  au  pentaèdre  en  faisant  varier  suc- 
cessivement les  coefficients  de  l'équation  et  en  ayant  égard  aux  cliangenients  qu'é- 
prouvent les  points  nodaux.  En  un  point  nodal,  la  déformation  de  la  surface  peut 
s'opérer  d'une  manière  semblable  à  celle  d'un  cône  qui  se  change  en  un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe  on  à  deux  nappes,  ou  le  point  nodal  passe  par  l'état  de  point 
hiplanaire.  Ce  dernier  passage  exige  une  étude  particulière  (§  3),  le  pentaèdre  pre- 
nant alors  une  forme  spéciale. 

Parmi  les  surfaces  à  pentaèdre  complètement  réel  se  trouvent  toutes  les  espèce?, 
sans  singularités,  de  plus  les  surfaces  à  nœuds  coniques  réels,  et  enfin  une  espèoo 
à  deux  nœuds  imaginaires  conjugués.  Dans  le  cas  des  pentaèdres  à  deux  plans  ima- 
ginaires conjugués,  il  manque  les  surfaces  à  vingt-sept  droites  réelles,  elc. 

Pour  tous  les  cas  où  les  plans  du  pentaèdre  coïncident  partiellement,  l'auteur 
développe,  par  une  méthode  de  passage  à  la  limite  (§  8),  les  formes  les  plus  simples 
de  l'équation  correspondante  de  la  surface,  de  manière  que,  finalement,  il  peut 
indiquer,  dans  un  Tableau  très  clairement  disposé,  quelles  espèces  de  surfaces  du 
troisième  ordre  appartiennent  a.  chaque  espèce  de  pentaèdre. 

Klein  {-F.)-  —  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  et 
la  résolution  des  équations  du  cinquième  degré,  (i  i  i-iya). 

Voir  Bulletin,  111,,  /|oS. 

ïVebcr  (//.).  —  Application  des  fonctions  thêta  de  deux  variables 


(')  ScuLAULi,  Philos.  Tiausuct.,   i863.  —  KmiN,  Math.  Annalen^  t.  VI. 
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à  la  théoiie  du  mouvement  d'un   corps   solide   dans   un  fluide. 
(ly.Vaoô). 

Les  équations  différentielles  dn  problème  ont  été  établies,  sons  une  forme  élé- 
gante, par  M.  Kirchhofï  {Journal  île  Crelle,  t.  71),  et  intégrées  pour  un  solide  de 
révolution,  dans  le  cas  où  n'agit  aucune  force  extérieure.  Clebsch,  dans  un  Mémoire 
publié  dans  les  Math.  Annalen,  t.  III,  a  développé,  à  l'aide  du  multiplicateur  de 
Jacobi,  des  cas  d'une  plus  grande  généralité,  dans  lesquels  le  problème  se  résout 
par  des  quadratures.  C'est  un  de  ces  cas  que  M.  Weber  a  traité  dans  le  présent 
travail,  où  il  a  réussi  à  obtenir  une  représentation  explicite  des  équations  du  niou- 
\ement  au  moyen  des  fonctions  thêta  de  deux  variables.  Les  considérations  qui 
conduisent  à  ce  résultat  sont  tout  à  fait  indépendantes  des  recherches  de  Clebsch. 

La  première  voie  par  laquelle  l'auteur  parvient  à  la  solution  du  problème  est 
une  voie  indirecte,  mais  très  courte  et  très  élégante.  Il  remarque  que,  parmi  les  quo- 
tients de  deux  fonctions  thêta,  on  peut,  de  plusieurs  manières,  en  choisir  qui  satis- 
fassent identiquement  aux  mêmes  conditions  que  les  coeflicients  de  transformation 
de  deux  systèmes  de  coordonnées  orthogonales.  Cette  remarque  est  importante 
aussi  pour  la  théorie  des  fonctions  thêta,  une  grande  partie  des  relations  qui 
régnent  entre  ces  fonctions  pouvant  se  ramener  aux  formules  habituelles  de  la 
transformation  des  coordonnées.  Si  l'on  considère  maintenant  les  arguments  des 
fonctions  thêta  comme  des  fonctions  linéaii-es  du  temps,  on  obtient  immédiatement 
les  intégrales  du  système  de  Kirchholl  qui  manqueraient  encore,  au  cas  où,  entre  les 
constantes  du  système  qui  entrent  dans  l'expression  de  la  force  vive,  il  existerait 
une  relation  déterminée,  et  où  le  corps  n'aurait  reçu  qu'une  vitesse  de  translation. 

Mais  l'auteur  suit  aussi,  en  second  lieu,  la  voie  directe,  en  effectuant  successi- 
vement l'intégration  du  système  au  moyen  des  intégrales  hyperelliptiques. 

Beck  (^.).  —  Sur  la  théorie  générale  des  courbes  et  des  surfaces. 
(  207-21  i). 

L'auteur  fait  voir  comment,  par  une  voie  purement  géométrique,  sans  recourir  .i 
la  théorie  des  polaires,  on  peut  déterminer  la  classe  d'une  courbe  d'ordre  «  à 
d  points  doubles  et  r  points  de  rebroussement.  Il  y  parvient  au  moyen  d'une  col- 
linéation  centrale  inûniment  petite.  Le  même  procédé  permet  de  déterminer,  dans 
l'espace,  la  classe  de  la  surface  et  le  nombre  des  tangentes  principales  qui  passent 
par  un  point  quelconque.  Enfin  l'auteur  fait  remarquer  que  les  tangentes  princi- 
pales qui  passent  par  un  point  C  ont  une  importance  pratique  en  Géométrie  des- 
criptive. Si  C  est  un  point  lumineux,  ces  tangentes  indiquent  les  points  de  la  sur- 
face auxquels  correspondent  les  points  de  rebroussement  de  l'ombre  portée  plane 
de  la  surface. 

Kronig  [J .).  —  Sur  les  fonctions  rationnelles  de  n  éléments  et 
sur  la  théorie  générale  des  courbes  algébriques.  (sia-aSo). 

§  1.  Substitutions  isomorphes.  — •  §  '2.  Fonctions  de  n  éléments  à  moins  de  n  va- 
leurs. —  §  3.  Fonctions  de  n  éléments  à  n  valeurs.  —  §  4.  Théorèmes  généraux  sur 
les  équations  algébriques.  ^  §  ô.  Adjonction  des  racines  d'une  fonction  auxiliaire. 
—  §  G.  Sur  la  résolution  algébrique  des  équations. 

Stolz  (O.).  —  Sur  les  valeurs  limites  des  quotients.   (28 1-240). 

f'oir  a   ce  sujet  :  Dit  ISois-Reymond ,  Sur   l'intégralion    et    la    difféi-enllalion   des 
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rclalions   iiilinitaires  {]\Jatli.  Annnleii,    t.  XIV,  p.  498)-  —  Slolz,  Sur  les  valeuis- 

limites  des  quotients  {Math.  Annalen,  t.  XV.  p.  556).  —  Du  Bois-Rejmond,   Sur 

f(x) 
le  théoième  lim/'(x)  =  lim • 

M.  Stolz  démonlre  le  théorème  suivant  :  a  Si  pour  la  fonction 

; ' —  ' 

où  II  désigne  une  constante  quelconque  différente  de  zéro,  il  existe,  lorsqu'on  l'ait 
a  la  limite  a:  =h-  qo  une  valeur  limite  h,  il  existera  aussi  pour  limx  =  -f-  00  une  va- 

leur  limite  du  quotient  '  1  et  cette  limite  sera  égale  à  h.  »    Les  conditions  de 

ce  théorème  sont  que/(ar)  et  (f{x)  soient  continues,  et  que  o{x).  à  partir  d'une 

valeur  finie  x  =^  j:„,  devienne  infinie  en  croissant  toujours  dans  le  même  sens. 

A  l'aide  de  ce  théorème,  on  détermine  à  quelles  conditions  on  peut,  de  l'existence 

f'{x) 
d  une  valeur  limite  pour    lim     .>(x\i  conc'ui'e  l'égalité 

lini  — ) — -  r=  lim     ,,       ' 

Z,{X)  '/(x; 

Ces  conditions  sont  définies  par  ce  théorème  : 

«  Si   la   fonction  uniforme /"(x;  est  continue  ii  partir  d'une  valeur  déterminée 

.«•  =.  j-|    pour   toutes   les  valeurs  de  x  >■  x,  ;  si,  de  plus,  la  dérivée /'(x)  est  une 

fonction  continue  ayant  pour  a:  :^  x.  une  valeur  limite  déterminée,  il  existera  aussi 

/(.r) 
une  valeur  limite  pour  la  fraction  ^-- — -■>  et  l'on  aura 

X 

lim  ^— ^^ — -  =  liin/'(.f)     pour  .r  =  oc  .  > 
Dans  la  démonstration  .  au  moyen  de  ce  théorème,  de  l'egalite 

il   faut  introduire  la  supposition  que  <j){x \  varie  constamment  dans  le  même  sens. 
M.  du  Bois-Reymond  montre  comment  le  théorème  en  question  peut  se  démontrer 
a  l'aide  du  Calcul  infinitaire,  fondé  par  lui. 

J'iià  de  Bruno  [F.]    —  Sur  la  partition  des  nombres.  (241-2475 
fr.). 

L'auteur  donne  une  nouvelle  solution  de  ce  problème  :  «  Déterminer  le  nombre 
des  solutions  en  nombres  entiers  de  l'équation 

«,  J|  -H  «.j .r^  -H . . . -t-  rt„  J^„  =  p, 

où  rl^,a.^,  . . .,  a^^  sont  des  nombres  donnés.  »  La  méthode  se  fonde  sur  une  nouvelle 
représentation  indépendante  pour  les  formes  établies  par  Brioschi  {Ânnali  di 
Matem.,  i"  série,  t.  VU). 


J  uir  l'iuLOiti,   I\oia-.  Ami.  de  Math.,   2"  série,  t.  XVI,  p.  iij. 
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Nolhej-  [M.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  thêta  de  quatre  argu- 
ments. (248-293). 

Dans  ce  Mémoire,  l'aiileur  résout  le  problème  de  représenter  sous  forme  implicite 
le  théorème  d'addition  relatif  aux  fonctions  S-  générales  de  quatre  arguments.  On 
connaît  jusqu'ici  le  théorème  pour  les  fonctions  S-  hypcrelliptiqucs,  d'après  Weier- 
strass  ('),  et  pour  les  fonctions  S-  générales  de  trois  arguments,  d'après  Weber  (  -). 
Il  s'agissait  maintenant  de  pousser  plus  loin  la  théorie  du  groupement  des  carac- 
téristiques des  diverses  fonctions  S,  qui,  dans  les  deux  cas  en  question,  a  conduit 
il  la  détermination  des  coetticients  dans  le  théorème. 

M.  Weber  a  rangé  les  caractéristiques 


(a): 


Il  -,        Il  -^ 

m .,    ni , 


où  les  symboles  it(,  ni)  prennent  les  seules  valeurs  o  ou  1,  en  systèmes  de  -,  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes  :  La  somme  de  3  ou  de  7  nombres  quelconques  du 
système  doit  être  paire,  chaque  nombre  et  chaque  somme  de  5  nomlires  doivent  être 
impairs.  On  doit  entendre  ici  par  somme  de  deux  caractéristiques  une  somme  donl 
les  éléments  sont  les  sommes  (mod.  2  )  des  éléments  correspondants  de  ces  carac- 

1  =  3 

léristiques,  et  («)  est  pair  ou  impair,  suivant  que    >    " i '» i  est  paire  ou  impaire. 

i  =^  i 
Ce  caractère  de  parité  ou  d'imparité  pour  la  somme  d'un  nombre  impair  quel- 
conque de  caractéristiques  est  maintenant  en    général   la  propriété   essentielle  di' 
tous  les  systèmes   de  caractéristiques.  L'auteur  forme  d'après  cela  le  système  —  •; 
et  le  système  —  8  de  caractéristiques  i)npaires  à  quatre  rangs 


qui  ont  exactement  les  mêmes  propriétés  que  les  systèmes  —  -  de  caractéristiques 
à  trois  rangs  dont  il  vient  d'être  question.  Pour  les  sommes  d'un  nomljre  impair 
de  caractéristiques,    il    n'existe  entre   deux  pareilles   sommes  qu'une  seule    rela- 

1  .11  ....      3JJ.6(  ,  , 

tion   de   groupement   essentielle;    on    arrive   ainsi   a systèmes,   chacun    d^' 

28  caractéristiques  impaires,  qui  sont  complètement  identiques  dans  leurs  groupe- 
ments avec  ceux  des  28  caractéristiques  impaires  à  trois  rangs  qui  existent  généra- 
lement. Parmi  les  systèmes  — 8  dont  nous  avons  parlé,  il  existe  255.64.36  systèmes, 
qui  se  décomposent  en  255  groupes,  de  36  classes  chacun,  et,  pour  exprimer  toutex 
les  caractéristiques,  il  a  suffi  de  connaître  fin  seul  système  — 8,  qui  exige  la  re- 
cherche d'une  racine  quelconque  de  chacune  des  trois  équations  des  degrés  255, 
36,  64,  et  la  résolution  d'une  équation  du  huitième  degré. 

En  se  fondant  sur  les  fonctions  S-  dont  les  indices  dépendent  de  ce  système  —  X, 
1(!  théorème  d'addititm  prend  maintenant  une  forme  très  simple.  On  obtient  le 
produit 

3■(,^-^_^,-H(v).^■(»  — .■)■ 


(')  KÔMGSBi^RGLR,  Journal  f.  Math.,  I.  LXIV. 

(')  Théorie  der  Abehchcii  l'unctioncn  voin  Gesçhleclil    !.  Rerlin,   iS^fi. 
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<'X|>rimé  linéairement  au  moyen  de  ili  produits  de  3-, 

avec  des  coeflicienls  de  la  forme 

B.S-,(„_^-,„).&^(i')  -f-  C.&.^(i'-4-iv).-9-.,(k), 

\^  et  C  ne  dépendant  que  de  w.  En  particularisant  w,  on  peut  aussi  réduii'c  tous  les 
16  eoeflicients  à  des  monômes,  ce  qui  complète  l'analogie  avec  les  théorèmes  déjà 
connus.  Pour  la  fonction  octuplement  périodique 

on  ne  peut  plus,  au  contraire,  obtenir  ces  expressions  monômes  pour  tous  les  coef- 
ficients du  numérateur  et  du  dénominateur,  si  l'on  veut  que  le  numérateur  des 
expressions  de  tous  les  2.Î6  indices  a  soit  le  même. 

Parmi  les  formules  particulières  que  fournit  la  théorie  générale,  il  faut  remar- 
quer spécialement  les  relations  entre  quatre  produits  de  thêta  d'arguments  zéro. 
Elles  font  voir,  par  exemple,  que  l'évanouissement  de  trois  fonctions  ,9-  paires  d'ar- 
guments zéro,  pour  lesquelles  la  somme  des  trois  caractéristiques  est  impaire, 
entraîne  déjà  l'évanouissement  de  sept  autres  semblables  fonctions,  et  par  suite 
est  suffisante  pour  que  les  fonctions  5  deviennent  hyperelllptiques  (' ). 

Krause  [RX  —  Sur  une  figure  de  la  Géométrie  analytique  de  l'es- 
pace, qui  correspond  au  connexe  de  second  ordre  et  de  première 
classe.  (294-322). 

Si  l'on  désigne  les  coordonnées  d'un  point  x  par  x^,  x^_,  x,.  x\,  celles  d'un  plan 
par  «,,  II.,,  u^,  u^ ,  si  de  plus  l'équation  f{x"',  a"  )  =  o  renferme  sous  forme  homo- 
gène X  au  m"^^  degré  et  u  au  «'*""",  l'ensemble  de  tous  les  points  et  de  tous  les 
plans  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  constitue  une  figure  que,  par 
analogie  avec  la  figure  plane  à  laquelle  Clebsch  (')  a  donné  le  nom  de  connexes, 
M.  Krause  a  nommée  connexe  dans  l'espace  de  /n'«™°  ordre  et  de  w''™»  classe. 

L'auteur  étudie  le  connexe  de  deuxième  ordre  et  de  première  classe,  et  dans  cette 
étude  il  répond  aux  questions  qui  ont  été  posées  par  les  recherches  de  Clebsch. 
A  chaque  point  x  correspond  ici  un  faisceau  de  plans,  dont  le  centre  est  dit  le 
point  correspondant  à  x;  a  chaque  plan  correspond  une  surface  du  second  ordre. 
U  détermine  les  points  qui  coïncident  avec  leurs  correspondants  et  les  lieux  des 
points  qui  correspondent  aux  points  d'une  droite  ou  d'un  plan.  U  résout  ensuite 
la  question  des  envelo.ppes  des  plans  dont  les  surfaces  correspondantes  du  connexe 
touchent  une  droite  ou  un  plan.  A  cela  se  rattache  la  détermination  de  l'enveloppe 
des  plans  dont  les  surfaces  correspondantes  du  connexe  sont  des  cônes,  et  de 
celle  du  lieu  des  sommets  de  ces  cônes.  Ces  deux  surfaces,  la  première  de  qua- 
trième classe,  la  seconde  de  quatrième  ordre,  sont  étudiées  en  détail.  L'auteur 
construit  ensuite  la  forme  appelée  par  Clebsch  le  connexe  conjugué,  et  enfin  il  traite 


(')  Extrait  du  Repertorium  der  Mathemutik. 
(  =  )  Math.  Annalen,  t.  VI. 
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de  la  coïncideitve  principale  {Hauptcoiiicicienz),  c'est-à-dire  de  la  (injure /"(r,  n)  =^o, 
K  ^=  o. 

Les  recherches  sur  la  coïncidence  principale  des  connexes  dans  l'espace  peuven! 
servir  de  base  à  l'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre. 
Les  formes  à  une  série  de  coordonnées  de  points  et  une  série  de  coordonnées  de 
lignes  conduisent  aux  équations  aux  difiercntielles  totales. 

Kantor  [S.].  —  Sur  la  géométrie  des  groupes  de  points  sur  le 
cercle  (323-33o). 

Lie  [S.).  —  Contributions  à  la  Lliéorie  des  surfaces  niinima.  — 
I,  PLeclierches  projectives  sur  les  surfaces  ininima  algébriques, 
(33i-4i6). 

Voir  Bulletin,  Ilh,   i86  et  1S9. 

Klein  [F.).  —  Sur  l'abaissement  des  équations  modulaires.  (417- 

427). 

Klein  [F.].  —  Sur  la  transformation  du  septième  ordre  des  fonc- 
tions elliptiques.  (428-471  )• 

Voir  Bulletin,  III.,  4 08. 

Burmester  {L.).  —  Sur  la  fixation  de  systèmes  plans  variables 
projectivement.  (472-497). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  établit  les  conditions  pour  qu'un  système  plan  va- 
riable, dont  les  phases  sont  des  systèmes  doués  de  l'alTinité  coHinéaire  ou  semblables, 
ait  sa  mobilité  restreinte  ou  annulée.  Les  résultats  et  les  moyens  de  déterminer  ce.s 
conditions  sont  exprimés  par  ce  théorème  fondamental  : 

n  Si  trois  points  d'un  système  plan  collinéairement  variable  sont  fixes,  toutes  les 
trajectoires  des  points  mobiles  du  système  sont  des  courbes  correspondantes  dans 
un  système  plan  collinéaire  et  qui  ont  les  trois  points  fixes  pour  points  corres- 
pondants à  eux-mêmes.  » 

L'auteur  résout  ensuite  linéairement,  dans  l'ordre  génétique,  les  problèmes  sui- 
vants :  «  Fixer,  sous  des  conditions  suflîsantes  données,  un  système  collinéaire- 
ment variable,  ou  semblablement  variable  par  affinité,  ou  semblablement  variable.  » 
Il  démontre  par  là  en  même  temps  les  propositions  suivantes  :  «  Un  système  plan, 
collinéairement  variable,  est  en  général  immobile,  1°  lorsque  trois  points  du  système 
sont  fixes  et  que  deux  points  sont  assujettis  à  rester  sur  deux  droites  fixes; 
■j°  lorsque  deux  points  sont  fixes  et  que  quatre  points  sont  assujettis  à  rester  sur 
quatre  droites  fixes;  3°  lorsqu'un  point  est  fixe  et  que  six  points  sont  assujettis 
à  rester  sur  six  droites  fixes;  4°  lorsque  huit  points  sont  assujettis  à  rester  sur  huit 
droites.  » 

Outre  les  relations  dualistiques  fixes,  l'auteur  étudie  les  cas  spéciaux  les  plus  divers 
pour  les  positions  particulières  des  droites  et  des  points,  ainsi  que  pour  le  système 
variant  par  affinité  ou  variant  par  similitude.  Pour  le  système  variable  par  aflinitr, 
le  problème  suivant  est  résolu  par  construction  : 

«   Six  points  d'un  système-plan  vaiiable  par  affinité    cUinl  donnés,  on   ilcniainlr 
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de    déterminer  une  phase  de  ce  système  dont  les  points   homologues  se  trouvent 
respectivement  sur  si\  droites  données.   » 

Pour  terminer  ce  Mémoire,  l'auteur  résout  ce  problème  plus  spécial,  proposé  par 
Newton  :  «  Étant  donnés  quatre  points  d'un  système  plan  semblablement  variable, 
déterminer  une  phase  de  ce  système  dont  les  points  homologues  soient  respecti- 
vement situés  sur  quatre  droites  données.  » 

Du  Bois-Rejniond  [P.).  —  Sur  l'inlégratiou  et  la  diflërentiatiou 
des  relations  infinitaires.  (498-006). 

T''oir  la  remarque  précédente,  relative  à  l'article  de  M.  Stolz. 

Konig  (</.).  —  Déinoiistratiou  du  llieorèine  de  multiplication  des 
déterminants.  (5oy-5o()  ). 

Lomniel  [E.].  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  de  Bessel.  (5io-53t>). 

I.  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre,  qui  s'intègrent  par 
les  fonctions  de  Bessel.  —  H.  Sur  les  intégrales  contenant  des  produits  de  deux 
fonctions  de  Bessel. 

Dans  la  première  Partie  du  Mémoire,  l'auteur  démontre  ce  théorème  :  «  1,'équa- 
tion  différentielle  linéaire  du  second  ordre 

'^  _  L 'Zr  _  r  -  z' l' V' -  i  —  ?^  _  1 /' t!  \  *■ 

où  y   et  -h  désignent  des  fonctions  de  z  tout  à  fait  arldtraires,  est  complètement 
vérifiée  par  l'intégrale 


y/^[Aj-'(ii 


De  ce  théorème,  on  déduit  une  suite  de  théorèmes  particuliers,  par  exemple  lors- 
qu'on suppose  çj  constant.  Ce  même  théorème  sert  aussi  à  établir  \\m  formule  d'une 
grande  généralité,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  développer  l'intégrale  du  produit 
de  deux  fonctions  de  Bessel. 

Gierster  [J.).  —  jNote  sur  les  équations  modulaires  dans  les  trans- 
formations composées.  (537-544)' 

Dans  son  Mémoire  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  (' ),  M.  F.  Klein 
a  établi  quelles  sont,  parmi  toutes  les  équations  de  transformation  entre  les  inva- 
riants J,  J'  qui  correspondent  à  des  degrés  de  transformation  égaux  à  des  nombres 
premiers,  toutes  celles  qui  sont  du  genre  p  =  o.  En  se  fondant  sur  les  méthodes 
employées  dans  ces  recherches,  M.  Gierster  détermine,  parmi  les  transformations  do 
degré  composé,  toutes  celles  pour  lesquelles  le  genre  est  p=.o,  et  donne  pour  ces 
transformations  les  équations  complètement  calculées,  savoir,  pour  les  degrés 
n  =  4,  6,  8,  9,  10,  12,  16,  18,  2.5. 


(')  Mat/t.  Jnn.,  t.  XIV.  Voir  Bull<-tiii,  111,  '119.  octobre  1879. 
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Tliaer  [A.).  —  Sur  la  possibilité  de  décomposer  une  ligne  plane 
du  troisième  ordre  en  trois  lignes  droites.  (545-536). 

Les  conditions  nécessaires  et  suflisantes  pour  la  décomposition  d'une  liffne  plane 
du  troisième  ordre  f{x^,  x ^,  x^)  =  o  en  trois  droites  sont 

T/(.r|.  )\,  Ji)  —  s  A  (.r,,  j.„ji)  =  o, 

^/■{j^fi^Js)  —  GA'(,rp.r„  r;)  =  o, 
y  désignant  un  point  quelconque  n'appartenant  pas  à  la  courbe. 

Brauninillil  [A.  v.).  —  Sur  les  enveloppes  des  lignes  géodésiques. 

(557-566). 

Jacobi,  dans  ses  Vorlesungen  uber  Dynamik  (p.  /jS),  a  le  premier  fait  remarquer 
que  les  lignes  géodésiques  partant  d'un  même  point  peuvent  avoir  une  enveloppe, 
et  qu'aux  points  de  contact  avec  cette  enveloppe  la  ligne  gcodésique  perd  sa  pro- 
priété d'être  la  ligne  la  plus  courte,  parce  qu'en  ces  points  la  variation  second»; 
s'évanouit;  il  indique  en  même  temps  que,  sur  les  surfaces  de  courbure  négative, 
il  n'existe  généralement  aucune  enveloppe.  L'auteur  du  présent  Mémoire  examine 
d'abord  comment  les  enveloppes  peuvent  exister  sur  une  surface  de  révolution,  et, 
en  particulier,  sur  une  surface  de  révolution  du  second  degré,  en  considérant  l'équa- 
tion des  li;3nes  géodésiques  sous  la  Corme 


•"  =  "'.1.  -Si-^- 


y^=.f'(^r)  étant  l'équation  de  la  courbe  méridienne,  çj  l'angle  de  rotation  du  plan 
méridien,  /■,,  le  rayon  du  cercle  parallèle  auquel  commence  la  ligne  géodésique. 
et  y  le  rayon  d'un  cercle  parallèle  tangeut  à  celte  ligne  dans  son  parcours.  La  quan- 
tité/•  est  le  paramètre  du  système  de  lignes  géodésiques  partant  du  point  (r,,  y  =  o}, 
et  l'enveloppe  de  ce  système  s'obtient  au  moyen  de  l'équation 


-/■■^ 


/r\/,-^/''- 


v/i /■'--  ■/■)' 

Les  valeurs  réelles  de  /•  tirées  de  cette  équation  déterminent,  conjointement  avec 
la  premièi-e,  un  point  de  l'enveloppe. 

L'auteur  discute  d'abord  les  solutions  sur  l'ellipsoide  allongé  et  sur  l'ellipsoidc 
aplati,  et  détermine  ensuite  la  forme  et  la  position  de  la  courbe  sur  l'hyperboloïde 
il  deux  nappes,  sur  le  cône  et  sur  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  à  l'aide  d'une  de- 
formation  de  la  surface.  Sur  les  hyperboloïdes,  il  ne  se  produit  d''enveIoppes 
qu'après  que  la  courbe  a  passé  par  un  point  infiniment  éloigné,  de  telle  sorte  que, 
dans  le  sens  qu'y  attache  Jacobi,  il  n'existe  pas  d'enveloppe  dans  la  partie  de  la 
ligne  géodésique  située  à  distance  finie. 

L'auteur  étudie  le  parabolo'ide,  en  le  faisant  résulter  de  l'ellipsoide  allongé;  l'en- 
veloppe se  change  alors  dans  le  cercle  parallèle  à  l'infini. 

Neumann  {F.).  —  Sur  une  nouvelle  propriété  des  Y'"^  de  Laplace, 
et  son  application   à  la  représentation  analytique  des  pliéno- 
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mènes  qui  sont  fonctions  de  la  longitude  et  de  la  latitude  géo- 
graphiques. (jôj-Sjô"). 

Cet  article  a  été  publie  la  piemière  fois  en  i838,  dans  les  Astronomische  Nach- 
ricliten,  de  Schumacher.  L'auteur  y  indique  la  méthode  qu'il  faut  suivre  pour 
qu'une  fonction  dont  on  a  obtenu  par  l'observation  certaines  valeurs  pour  des 
valeurs  déterminées  de  la  lon[;itude  et  de  la  latitude  puisse  être  représentée  par 
une  série  procédant  suivant  les  fonctions  Y'"'.  En  terminant,  l'auteur  montre  com- 
ment la  représentation,  contenue  dans  sa  méthode,  d'une  fonction  d'une  seule  va- 
riable au  moyen  des  fondions  sphériquos  conduit  immédiatement  h  la  formule 
donnée  par  Gauss  pour  le  calcul  approximatif  d'une  intégrale  ('). 

Ax.  H. 


SITZUNGSBERICHTE  der  Kaiserlichen  Akademu-:  dkr  ^^'IssE^scllAFTE^• 
zu  Wien.  —  Matheniatiscli-natinwisscnschaftliclie  Classe  {-). 

Tome  LXX\T  ;  juin-<lcceml)r('    iSjj. 

Finger  (/.).  —  Sur  l'inlluence  de  la  lotation  de  la  Tene  sur  les 
mouvements  progressifs  parallèlement  à  la  surface  spLéroïdale 
de  la  Terre  suivant  des  trajectoires  quelconques,  eu  particulier 
sur  les  courants  des  rivières  et  sur  les  vents.  (6^-io3). 

Hornstein  [C).  —  Sur  la  dépendance  probable  du  vent  et  des  pé- 
riodes des  taches  solaires.  (io4-ii6,  i  pi.). 

PeLz  (A.).  —  Sur  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  fon- 
damental de  Pohlke.  (i23-i38,  I  pi.). 

L'énoncé  de  ce  théorème  est  le  suivant  : 

a  Trois  droites  de  longueurs  quelconques,  menées  dans  un  plan  par  un  même 
point  et  faisant  entre  elles  des  angles  quelconques,  forment  une  projection  paral- 
lèle de  trois  segments  égaux  pris  sur  trois  axes  rectangulaires  à  partir  de  l'origine, 
à  la  condition  qu'une  seule  des  longueurs  ou  un  seul  des  angles  puisse  s'annuler.  » 

Igel  [B.].  —  Théorèmes  et  démonstrations  sur  la  théorie  des  ré- 
sultantes. (i45-i68). 

JT  inchlej-  [^Jit.).  —  Sur  une  relation  correspondante  aux  équa- 
tions diilérentielles  linéaires  du  second  ordre.  (173-178). 


(')  Comm.  Soc.  Reg.  Gdt.  récent.,   t.   IIL 
{■)  Voir  Bii/leti/i,  II.,  -îiS. 
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Jacobi  q  établi  {Mal/iein.  Werke,  t.  II,  p.  i3)  que  les  propriétés  des  fonction  G. 
qui  servent  de  numérateurs  et  de  dénominateurs  dans  les  expressions  des  fonctions 
elliptiques,  peuvent  se  déduire  immédiatement  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

^      dQ  __  d'Q 

à  laquelle  elles  satisfont.  On  peut  se  demander  s'il  n'existe  pas  des  transcendantes 
plus  compliquées  dont  l'étude  puisse  se  ramener  pareillement  à  celle  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  simple.  M.  Winckler  détermine,  pour  l'intéffrale  de 
l'équation  différentielle  linéaire  générale  du  second  ordre,  léquation  aux  dérivées 
partielles  correspondante. 

Loschmidt  (/.).  —  Sur  l'état  d'équilibre  thermique  d'un  système 
de  corps,  en  ayant  égard  à  la  pesanteur.  (  209-22.5 ).  • 

Puliij  (/.).  —  Un  radioinètre.  (226-230,  i  pi.). 

Griiss  (  G.).  —  Sur  l'orbite  de  la  j)]anète  Loreley  (m^  .  (  263-2;4  ;. 

Schuhmeister  [J.].  —  Expériences  sur  la  conductibilité  pour  la 
clialeur  du  coton,  de  la  laine  et  de  la  soie.  (  283-3o2  ). 

Seewald  [Ed.).  —  Calcul   simple  des  arcs  d'ellipse.  (365-372). 

Boltzmann  {L.).  —  Sur  la  relation  entre  le  second  tliéorème  fon- 
damental de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur  et  le  Calcul  des 
probabilités,  ainsi  que  les  théorèmes  sur  l'équilibre  de  la  chaleur. 
(373-435). 

I.  Le  nombre  des  forces  vives  est  un  nombre  discret.  —  M.  Les  forces  vives  se 
transforment  continuellement  les  unes  dans  les  autres.  —  111.  Considération  des 
molécules  gazeuses  polyatomiques  et  des  forces  extérieures.  —  IV.  Sur  les  condi- 
tions du  maximum  du  produit,  dégagé  d'exposants  de  puissances,  de  toutes  les  va- 
leurs de  la  fonction  déterminant  la  distribution  dans  l'état  actuel.  —  V.  Relation 
de  l'entropie  avec  la  quantité  que  l'auteur  a  designée  par  probabilité  de  la  rlistri- 
biition. 

Ciamiciaji  [G.).  —  Sur  les  spectres  des  éléments  chimiques  et  de 
leurs  combinaisons.  (499-517,  3  pi.). 

Exner  [K.].  —  Sur  les  anneaux  de  Fraunhofer,  les  bandes  de 
Quetelet  et  les  phénomènes  qui  s'y  rattachent.  (52a-55o,  2  pi.). 

Pfaundler  [L.)-  —  Sur  le  nombre  absolu  minimum  d'impulsions 
sonores  nécessaire  pour  la  production  d'un  son.  (561-572). 

Handmann  (/^.),  S.  J.  —  Rapport  sur  le  moteur  électromagné- 
liqtu'  d'Egger.  (573-634,    •  pi)- 


I 
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Schell[A.).  —  Le  baromètre  anéroïde  absolu.    (63.")-669,  2  pi.). 

Hnnn  [J .).  —  Sur  la  température  de  Vienne,  d'après  cent  années 
d'observations.  (685-736). 

Hocevar  {Fr.).  —  Sur  une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre.  (748-846). 

11  s'agit  de  l'équation 

\b  -h  />,x  -+■  b.,r  -f-  ^, z  —  x{a-t-  (i.x  -h  a,  y  -+-  «3  s  )J  -r- 
*■  '  Ojc 

H-  I  c  -H  c.  j:  -(-  Cj  r  -f-  Cj  z  —  J-  (  a  H-  a,  j:  -(-  «,  r  -h  '?.,  :}J  -— 

=    e  -h  e^x  -h  e^j  -t-  e^z  —  r  (  «  -H  «,  .r  -t-  a,  y  -\-  n^z), 

que  l'on    peut  considérer  comme  une  généralisation  de  l'équation  de  Jacobi.  En 
posant 

i       '^        t  t 

l'intégration   de   cette  équation    se  ramène  à  celle  du  système  d'équations  simul- 
tanées 

dt  du  dv  div 

at -\- a^ll -i- a^v -^  a^w  ht -i- b^u-^-...       et ->,-..■  eC-j-... 

Kantor  [S.).  —  I.  Sur  la  dépendance  de  n  droites  quelconques 
dans  le  plan.  (703-757).  —  II.  Sur  les  propriétés  du  triangle  et 
sur  deux  théorèmes  de  Steiner  qui  s'y  rattachent.  (758-767).  — 
III.  Sur  une  extension  de  théorèmes  connus  sur  le  triangle  aux 
polygones  complets  quelconques  de  ri  sommets  inscrits  à  une 
conique.  (768-773).  —  I^  .  Sur  le  tétragone  et  le  quadrilatère 
inscrits  au  cercle,  et  sur  le  quadrilatère  complet  en  général. 
(774-792). 

Lang  [F.  v.).  —  Grandeur  et  position  des  axes  d'élasticité  dans 
le  gypse.  (793-811). 

Boltzmann  {L.).  — :  Sur  quelques  problèmes  de  la  théorie  de  la 
réaction  élastique  et  sur  une  nouvelle  méthode  pour  observei- 
les  oscillations  au  moyen  d'une  lecture  dans  un  miroir,  sans 
charger  le  corps  oscillant  d'un  miroir  de  masse  sensible.  (^8iD- 

842). 

1.  Sur  la  théorie  de  la  réaction  élastique.  —  11.  Sur  la  méthode  de  lecture  par 
réilexioii  dans  de  très  petits  miroirs. 

buU.  des  Sciences  math.  i^  Série,  t.  IV.  (Octobre  i88o.)  R.  l6 
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Zelbr  (^.).  —  Sur  l'orbite  de  la  planète  (ic?)  Laurentia.  (84-5- 
85i). 

Pfaundler  {L.).  —  Sur  l'application  du  principe  de  Doppler  au 
mouvement  de  translation  des  molécules  de  gaz  lumineuses. 
(852-858). 

Weyr  [Ed.).  —  Détermination  des  surfaces  dont  des  portions 
quelconques  sont  projetées  de  deux  points  fixes  par  des  cônes 
dont  les  ouvertures  sont  dans  des  rapports  donnés.   (859-864). 

Hann  (/•).  —  Sur  la  pression  atmosphérique  à  Vienne,  avec  un 
Appendice  sur  la  température  à  Vienne.  (895-926). 

Slreinlz  {H.)  et  Stveintz  {Fr.).  —  Les  contre-courants  élec- 
triques des  tiges  de  fer  magnétisées  transversalement.  (946-962). 

Tome  LXXVII;  janvier-mai  1878. 

Macli  (£".),  Tiiinllrz  (O.)  et  Kogler  {€.).  —  Sur  la  vitesse  de 
propagation  des  ondes  des  étincelles.  ['j-6/\). 

TVenzel  i^Ed.).  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète  II  de 
l'année  1874-  (93-ïo8). 

Ettingshaasen  [^A.  v.).  —  Sur  les  expériences  électrodynamiques 
fondamentales  d'x\mpère.  (109-134-.  i  pl-)- 

Drascli  {H.).  —  Construction  des  tangentes  à  la  ligne  de  contact 
d'une  surface  de  révolution  avec  la  développable  circonscrite 
menée  par  un  de  ses  points,  [l'j^-i'èi,  i  pi.). 

Haherdilzl  {A.).  —  Sur  le  ton  variable  observé  par  Dvoïàk. 
(204-206). 

Pelz  {€.).  —  Compléments  ou  méthode  générale  pour  déterminer 
les  loyers  des  contours  des  surfaces  du  second  degré.   (259-288, 

I  pi.)"; 

Suite  d'un  Mémoire  publié  par  l'auteur  au  Tome  LXW  des  Sitztiiigsberichte. 

Macli  [E.).  —  Nou\ elles  expériences  pour  la  vérification  de  la 
théorie  de  Doppler  sur  la  variation  de  ton  et  de  couleur  produite 
parle  mouvement.  (293-3io). 
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Liznar  {J-}-  —  Sur  la  déclinaison  et  l'iiiclinaison  magnétiques  à 
Vienne,  de  1802  à  1871.  (3ii-333). 

Stefan  (</.).  —  Sur  la  dillusion  de  l'acide  carbonique  à  travers 
l'eau  et  l'alcool.  (37i-4o9). 

Slveintz  l^Fr.).  —  Sur  la  force  électiomotrice  des  métaux  dans  les 
solutions  aqueuses  de  leurs  sulfates,  nitrates  et  chlorures.  (4ïo- 
420). 

(rruss  (G.)  et  Biennann  (O.).  —  Sur  la  détermination  des  résis- 
tances de  conductiLililé  par  la  méthode  électrostatique.  (4^-^" 

470). 

Puschl  {€.).  —  Principes  de  la   théorie  actinique  de  la  chaleur. 

(471-500). 

Kostlivy  [Si.].  —  Marche  diurne  et  annuelle  de  la  température  à 
Port-Saïd  et  à  Suez.  (533-568). 

Kostlùy  [St.).  —  Moyennes  normales  de  cinq  jours,  en  degrés 
Réaumur,  pour  vingt-quatre  stations ,  rapportées  à  la  période 
des  vingt  années  1848-1867.  (  569-58o,  3  pi.). 

Sternech  [R.  f .).  —  Sur  les  propriétés  spéciales  de  certains  instru- 
ments astronomiques.  (58i-5gi). 

Haherditzl  (^.)-  —  Sur  la  rotation  acoustique  continue  et  ses 
relations  avec  le  principe  des  aires.  (641-646). 

Strasser  (P. -G.). —  Sur  la  température  moyennede  Kremsmùnster. 
(703-728). 

Wâclitev  [Fr.).  —  Sur  le  volume  relatif  des  atomes.  (729-745). 

Becka  [G.].  —  Sur  l'orbite  de  la  comète  II  de  l'année  1873.  (75i- 
761). 

Igel  (B,).  —  Sur  les  invariants  simultanés  dont  se  compose  la  ré- 
sultante de  trois  formes  quadratiques  ternaires.  (783-804). 

«  Depuis  la  découverte  de  Sylvester,  on   sait  que   la  résultante  de   trois  formes 
quadratiques  ternaires  se  compose  comme  il  suit  : 

(1)  i2R  =  i6.C,,— C|, 

C,.,  et  Cg  étant  des  combinants,  l'un  du  douzième,  l'autre  du  sixième  degré. 
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»  Cayley  et  Hemiite  ont  fait  connaître  la  Ibrmatioii  de  ces  combinants  {Journal 
de  Borchnrdc,  t.  57,  p.  iSg  et  3-i).  Pour  C,,.  ils  |)arviennent,  par  des  voies  différentes, 
au  même  invariant,  et  pour  C,,  à  des  invariants  différents.  Tous  deux  se  servent 
du  même  mode  de  démonstration,  reposant  sur  ce  principe  que  tout  invariant 
d'un  système  simultané  de  trois  formes  quadratiques  doit  se  changer  en  une  forme 
cubique  ternaire  de  même  nature,  si  l'on  veut  que  les  trois  formes  soient  les  dé- 
rivées de  celle-là.  Maintenant,  d'après  Aronhold,  le  discriminant  d'une  forme  cu- 
bique étant  formé  au  moyen  de  ses  invariants  fondamentaux  d'après  la  formule 

(2)  A=i=— f)4s\ 

il  ne  s'agit  plus,  en  vertu  du  principe  que  nous  venons  de  rappeler,  que  de  faire 
voir  que  (i)  se  change  en  (a),  si  l'on  introduit  à  la  place  des  trois  formes  les  dé- 
rivées d'une  forme  cubique.  Cayley  démontre  qu'il  eu  est  ainsi,  en  prenant  le  cas 
particulier  des  formes 

/,  =  x\  -H  -i/x.x.^, 
/!,  :=  .r  ;  -f-  2  / j:,  0.3 ,  _ 

calculant  pour  ces  formes  les  invariants  C,»  et  C,.,  et  arrivant  de  cette  manière  à 
la  relation  (i).  Mais  Cayley,  non  plus  qu'Hermite,  n'ayant  pas  suffisamment  mis  en 
lumière  la  véritable  nature  et  l'étroite  liaison  de  leurs  formations  d'invariants  avec 
les  cas  analogues  de  la  théorie  des  formes  cubiques  ternaires,  et  justiliant  leurs 
lois  de  formation  par  la  simple  démonstration  de  la  formule  (i),  il  m'a  semble 
jjréférable  de  suivre  la  marche  inverse  et  de  démontrer  l'exactitude  des  formations 
d'invariants  en  partant  de  leur  dépendance  avec  les  formations  analogues  dans  la 
théorie  des  formes  cubiques  ternaires,  pour  en  déduire  ensuite  la  relation  (i).   » 

Margules  [Max.).  —  Sut'  Ja  théorie  et  l'application  des  rotations 
électroiiiagiiétiques.  (  8o5-8 1 8  ) . 

Mach  [E.).  —  Sitr  Ja  marche  des  ondes  d'étincelles  dans  le  plan 
et  dans  l'espace.  (8iç)-838). 

Cianiiciaii  [G.].  —  Sm^  l'influence  de  la  pression  et  de  la  tempéra- 
ture sur  les  spectres  des  vapeurs  et  des  gaz.  (839-841)- 

Tome  LXXVIII;  juin-dccenihre   1878. 

Boltzmfum  [L-]-  —  Nouvelles  remarques  siu-  certains  problèmes 
de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  ['j-^6). 

I.  Sur  la  relation  entre  le  deuxième  théorème  fondamental  et  les  théorèmes  sui' 
la  probabilité  de  la  distribution  de  la  force  vive.  —  II.  Sur  l'équilibre  de  la  chaleur 
dans  un  gaz  pesanl. 

Hocevar    [Fr.).   —    Sur  l'intégration   d'un    système   d'équations 
simultanées.  (47-58). 

«   Lorsqu'on   veut  généraliser,  en  auf;ment;int  le   nombre  des  variables  indépen- 
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danlcs,  les  résultats  obtenus  par  l'intégration  d'une  équation  aux  différentielles 
ordinaires  du  premier  ordre,  on  parvient  soit  à  une  équation  aux  différentielles 
totales,  soit  h  une  équation  linéaire  aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre, 
ces  deux  sortes  d'équations  contenant  l'équation  primitive  comme  cas  particulier. 
Ainsi  l'équation  intégrée  par  Jacobi  au  Tome  24  du  Jinirnnl  de  Crelle  a  été  changée 
par  Hesse,  au  Tome  25  du  même  Journal,  en  une  équation  aux  différentielles  par- 
tielles, et  par  Radau,  au  Tome  LXVl  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie 
des  Sciences,  en  une  équation  aux  différentielles  totales. 

»  Le  ])résent  travail  part  de  l'équation  qui  a  été  intégrée  par  Minding  en  i863, 
dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Saint-Pétersbourg,  et  qui  iliffcre  de  celle  de 
Jacobi  en  ce  que,  au  lieu  de  fonctions  linéaires  des  variables,  elle  contient  des 
fonctions  homogènes  de  deux  degrés  différents.  Cette  é((uation  différentielle  a  été 
changée  en  une  équation  linéaii'C  aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 
dans  la  supposition  que  l'un  des  deux  degrés  des  fonctions  homogènes  est  égal  ii 
l'unité,  l'autre  restant  quelconque.  » 

Dilscheiner  {L.).  —  Sur  Je  mouvement  de  rélectricité  daii.s  l'es- 
pace et  sur  les  anneaux  de  JNobili.  [g'i-i  12). 

Pïibrcmi  [li.)  et  Handl  [^ÏL).  —  Sur  la  viscosité  spécifique  des 
lluides,  et  ses  rapports  avec  la  constitution  cliiinic]ue.  (ii3-i64, 
3  pi.). 

Kanlov  [S.].  —  Sur  le  pcntagramine  complet,  (ido-i^a).  —  Sur 
le  tétragone  complet  en  général  et  le  tétragone  complet  inscrit 
au  cercle  (suite).  (1^3-192).  —  Sur  une  espèce  de  droites  et  de 
points  remarquables  dans  les  polygones  complets  de  n  sommets 
inscrits  au  cercle.  (193-203).  —  La  géométrie  des  tangentes  dans 
l'hypocycloïde  de  Steiner.  (2o4-233). 

Cti'uss  (G.).  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète  V,  1874- 
(266-278). 

Puliij  (/.).  —  Sur  le  frottement  des  vapeurs.  (279-31 1,  i  pi-)- 

Kuiievtli  [Ad.).  —  Méthode  pratique  pour  la  résolution  numé- 
rique des  équations  indéterminées  du  second  degré  en  nombres 
rationnels.  (327-337).  —  Résolution  numérique  des  congruences 
du  second  degré  pour  chaque  module  simple.  (338-346)- 

Exner  [Fr.).  —  Sur  la  nature  de  la  polarisation  galvanique.  (347- 
390). 

Weyr  [Ein.).  —  Représentation  sur  utie  conique  d'une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre,  douée  dun  point  cuspidal.  (396- 
398). 
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Mach  {E.)  et  Gruss  [G.].  —  Etude  optique  des  ondes  d'étincelles. 

(467-480). 

Klemencic  (/.)•  —  Observations  sur  la  réaction  élastique  dans  le 
verre.  (481-499,   i  pi-)- 

Mach  {E.)  et  JVeltriihsky  [J.  v.).  —  Sur  les  formes  des  ondes 
d'étincelles.  (55i-56o). 

Exner  {Ft\)  et  Goldschmiedt  (G.).  —  Influence  de  la  tempéra- 
ture sur  la   conductibilité  galvanique   des    fluides.   (575-585, 

4pl.)- 

Lèche?'  {E.).  —  Détermination  expérimentale  de  la  chaleur  de 
combinaison  de  l'acide  carbonique  et  de  l'ammoniaque  dans  le 
carbaminate  d'ammoniaque.  (71  ï-728). 

Mach  {E.)  et  DoJihraua  [S.].  —  Sur  le  passage  violent  de  l'élec- 
tricité à  travers  le  verre. (  729-732). 

Boltzniann  [L.).  —  Sur  la  relation  des  phénomènes  de  diirusion 
avec  le  second  théorème  fondamental  de  la  Théorie  mécanique  de 
la  chaleur.  (733-763). 

Gegenbauer  [L.).  —  Sur  la  théorie  des  quadratures  mécaniques. 

(768-778). 

F(x)  étant  une  l'onction  développable  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  X,  on  se  propose  de  calculer  approximativement  la  valeur  de  l'intégrale 

*■  a 

au  moyen  des  valeurs  que  la  fonction  F(x)  prend  pour  les  n  valeurs  de  l'argumoia 
.r  =  a;,,  ar,,,  ...,  x^.  Les  r  quantités  x,,  Xj,  ...,  x^  sont  données;  les  autres  Jf^+i' 
x,.^j,  ...,  x,j  doivent  être  déterminées  de  manière  que  l'erreur  commise  en  faisant 
usage  de  la  formule  d'approximation  obtenue  s'annule  pour  des  fonctions  F(jr) 
du  degré  le  plus  élevé  possible.  Tel  est  le  problème  traité  dans  cette  Note. 

Margules  [Max.].  —  Remarque  sur  les  formules  fondamentales 
d'électrodynamique  de  Stefan.  (779-788). 

Kantor  [S.].  — •  Sur  la  dépendance  de  Ji  droites  quelconques  dans 
ie  plan.  I  (suite).  (789-796).  —  Sur  le  pentagramine  complet 
et  certaines  séries  de  courbes  ([ui   s'y  rapportent.    II   (suite). 

(797-825). 
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Ciamician  (G.).  —  Sur  riiiHuciice  de  la  densité  et  de  la  teiii[jéra- 
ture  sur  les  spectres  des  vapeurs  et  des  gaz.  (867-890,  5  pi-)- 

TVejj'  (^Eni.).  —  Représentation  sur  une  conique  d'une  courbe 
gauche  de  quatrième  ordre  avec  un  point  double.  (891-895). 

Kantor  [S.).  —  Formules  métriques  relafives  au  faisceau  de  co- 
niques à  quati'e  poinls  fondamentaux  l'éels.  (905-915). 

Holetscliek  [J •)•  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète  M  de 
l'année  1874-  (916-934)- 

Klemencic  (/.).  —  Contribution  à  la  connaissance  du  iïottement 
intérieur  dans  le  fer.  (935-942). 

Stefan  [J.].  —  Sur  la  dilïusion  des  lluides.  (957-975). 

Zelbr  [K.).  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète  III  de 
l'année  1877.  (976-984). 

Lang  [J^.  V.).  —  Nouvelles  observations  sur  les  colonnes  d'aii' 
résonnantes.  (988-999,  1  pi-)- 

Kûhnert  [Fr.).  —  Sur  l'orbite  de  la  planète  1^153")  Hilda.  (ioi3- 
1042  ). 

Peschha  {G.).  —  Démonstration  élémentaire  du  théorème  fonda- 
mental de  l'axonométrie  de  Pohlke.  (io43-io55,  i  pi.). 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  desSciences(  '  ). 
Tome  XCI;   1880,  'j."  semestre. 

Ps»  I;   5  juillet. 

Lœwj.  —  Étude  de  la  variation  de  la  ligne  de  visée,  faite  au 
grand  cercle  méridien  de  l'Observatoire  de  Paris,  construit  par 
M.  Eichens,  au  moyen  d'un  nouvel  appareil.  (6). 

(')  Voir  Bulletin,  IV,,  Sg. 
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Janssen.  —  Sur  la  photographie  de  la  chroinosphère.  (12). 

VillarceaiL  (i  .)•  —  '^^^  l'intégration  des  écpiations  linéaires  au 
moyen  des  sinus  des  ordres  supérieurs.  (i3). 

Janiiii.  —  Sur  les  conséquences  de  l'expérience  de  MM.  Lontin  et 
de  Fonvielle.  (i4)-  * 

Chevreul.  —  Sur  la  vision  des  couleurs.  (16). 

Le  Clerc  et  de  Bernardieres .  —  Détermination  de  la  différence 
de  longitude  entre  Paris  et  Bonn.  (36). 

Escaiy.  —  Sur  quelques  remarques  relatives  à  l'équation  de  Lamé. 

(4o). 

Turquan  [L.].  —  Intégration  d'un  nombre  quelconque  d'équations 
simultanées  entre  un  même  nombre  de  fonctions  de  deux  va- 
riables indépendantes  et  leurs  dérivées  partielles  du  premiei" 
ordre.  (43). 

Tlialén  (Ji-.).  —  Sur  les  raies  brillantes  spectrales  du  métal  scan- 
dium.  (45). 

Trouvé  (G.).  —  Perfectionnements  apportés  aux  bobines  du  genre 
Siemens.  (48). 

N°2;   12  juillet. 

Tisserand  et  Bigourdan.  —  Observations  de  la  comète  b  1880 
(Schseberle),  faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  Eléments  de  la 
comète  b  1880;  par  M.  Bigourdan.  (  71). 

Faje.  —  Sur  le  pendule.  (70). 

Pépin  (le  P.).  —  Nouveaux  théorèmes  sur  l'équation  ax'^-^bj''=^z- . 
(100). 

Ces  théorèmes  ont  pour  objet  des  cas  fort  étendus,  où  l'équation  précédente  est 
impossible  en  nombres  entiers,  tandis  que  l'équation  quadratique  correspondante 
admet  une  infinité  de  solutions.  Chacun  d'eus  comprend  une  série  indéfinie  d'équa- 
tions de  la  forme  indiquée,  ayant  un  coefficient  commun,  et  dont  l'autre  coefficient 
est  successivement  égalé  à  tous  les  nombres  premiers  renfermés  dans  une  même 
forme  quadratique. 

Escarj.  —  Sur  quelques  remarques  relatives  à  l'équation  de  Lamé. 

(102). 
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GuK'i  (  (r.).  —  Nouvelle  méthode  pour  délerminer  la  longueur  du 
pendule  simple.  (io5). 

Fùy  {C.).  —  Méthode  synthétique  rapide  pour   établir  les  for- 
mules fondameutal  es  relatives  aux  changements  d'état.  (io6). 

Croohes.  —  Sur  la  constitution  de  la  matière  et  l'état  ultra-gazeux. 

(108). 

Laurent  [L.].  —  Sur  les  lampes  monochromatiques.  (112). 

Adev.  —  Efiets  téléphoniques  résultant  du  choc  des  corps  ma- 
gnétiques, (i  i^)- 

N«  3;    19  juillet. 

Bi^oiirdan  (G.).  —  Ephéméride  de  la  comète  b  1880  (Schœberle). 

(i53). 

Dedehitid  [H-]-  —  Réponse  à  une  remarque  de  M.  Sylvester,  con- 
cernant les   Leçons   sur  la   théorie  des   nombres   de  Dirichlet. 

(i54). 

Tacchini.   —   Sur   la    cause    des    spectres    fugitifs    observés    par 
M.  Trouvelot  sur  le  limbe  solaire.  (i56). 

Mascart.  —  Sur  l'électricité  atmosphérique.  (i58). 

J Gilbert  (/.).  —  Sur  les  courants  alternatifs  et  la  forme  électro- 
motrice de  l'arc  électrique.  (i6i). 

Tf^ite  [A.).  —  Sur  un  nouveau  thermomètre  à  air.  (164 )• 

IS«  4.5  26  juillet. 

f^illarceau  (  Y.).  —  Note  sur  la  théorie  des  sinus  des  ordres  supé- 
rieurs. (190). 

Farhas  {</.).  —  Sur  la  théorie  des  sinus  des  ordres  supérieurs. 

(209). 

Appell.   —   Sur   la   transformation   des    équations    dilférenli elles 
linéaires.  (211). 

Si  — ;— -  -\-  a  — -i  .  .  .H-  a„y  =  n  est  une  équation  fliirùrciilielle  linéairL'  donl 
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.>,,?'2,  ...,,>'„  constituent  un  système  fondamental  d'intégrales,  on  peut  former 
l'équation  différenlielle  linéaire  qui  admet  pour  intégrale  la  fonction  z,  définie  par 
l'équation 

^  /        dj,  d'"i  y,  dr^  d'"i  r,  ^r„  d'"nv^  \ 

\    ^'  dx  dx"'i     "  ^^   dx  dx"'i  '  "'    dx  dx"'n  )  ' 

oùy  est  une  fonctioti  algébrique  entière  des  fonctions  y,,  >%,,  ...,j'„  et  de  leurs 
dérivées  ayant  pour  coelïicients  des  fonctions  données  de  x.  M.  Appell  applique  à 
quelques  cas  simples  cette  transformation. 

Picard  [E.].  —  Sur  une  propriété  des  fonctions  et  des  courbes 
algébriques.  (2i4). 

Existe-t-il  d'autres  courbes  algébriques  que  celles  du  genre  o  ou  i,  dont  les 
coordonnées  soient  susceptibles  de  s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes  d'un 
paramètre  à  discontinuités  exclusivement  polaires?  Telle  est  la  question  que  s(î 
pose  l'auteur  :  il  démontre  que  la  réponse  est  négative  dans  le  cas  des  courbes 
hyperelliptiques. 

Lodin.  —  Sur  les  causes  d'altération  intérieure  des  chaudières  à 
vapeur.  (217). 

Mai  Lin  {^•)-  —  Sur  une  méthode  d'autocolliniation  directe  des 
objectifs  et  son  application  à  la  mesure  des  indices  de  réfraction 
des  verres  qui  les  composent.  (219). 

Martin  {^■)-  —  Sur  l'emploi  du  sphéromètre.  (221). 

Lemstrbni  [S.).  — Sur  les  causes  du  magnétisme  terrestre.  (223). 

Qérard-Lescuyer .  —  Sur  un  paradoxe  électrodynamique.  (226). 


N°  55   2  août. 

Farhas  (/.).  —  Sur  la  théorie  des  sinus  des  ordres  supérieurs. 

(278). 

Hautefeiiille  et  Chappuis  (>/•)•  —  Recherches  sur  l'effluve  élec- 
trique. (281). 

Arsonval  [A.  d').  —  Recherches  sur  les  piles.  (284)- 

Dufet  (//.).  —  Sur  les  propriétés  optiques  des  mélanges  de  sels 
isomorphes.  (286). 
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N"  6;  9  août. 

Tacchini  [P-]-  —  Résultats  des  observations  de  taches  et  facules 
solaires  pendant  les  deux  premiers  trimestres  de  i88o.  (3i6). 

Brioschi.  —  Sur  une  classe  d'équations  linéaires  du  second  ordre. 

(3,7). 

Cette  classe  d'équations  contient,  entre  autres,  l'équation  de  Lamé,  celles  de; 
M.  Hermite  et  de  M.  Gyldén,  celles  enfin  étudiées  par  l'auteur  dans  deux  articles 
publiés  dans  les  yinnali  di  Matematica  (t.  IX,  X). 

On  les  obtient  comme  il  suit  : 

étant  une  équation  différentielle  linéaire,  dont^,,^'j  sont  deux  solutions  particu- 
lières, si  l'on  pose.7-,.r,  =  ~,  on  a 

._   -CZiJT)  _  —  -CZ(jc) 

où  C  est  une  constante  et  où 

—-—dx. 

Soit  maintenant  ç(x)  =  4jr'  —  g^x — g^  et  e  une  racine  quelconque  de  l'équa- 
tion j;(x)=:o,  on  fera 


2  \  y         X  —  e  J 
çi,  V.  et  y3  désignant  trois  indéterminées. 

Righi.  —  Expériences  sur  la  décharge  dans  les  gaz  raréfiés.  (3 19). 
Neyreneiif.  —  Sur  quelques  propriétés  des  flammes.  (Sai). 

N°  7;   16  août. 

ylppell.  —  Sur  quelques  formules  relatives  aux  fonctions  hyper- 
géométriques  de  deux  variables.  (364)- 

Suite  des  Communications  insérées  dans  ies  Comptes  rendut  (t.  XC,  p.  296,  7.3 1, 
9").  L'auteur  donne  une  suite  de  formules  analogues  à  celles  que  Gauss  (/FierAe, 
III  Bd,  p.  28,  220,  ...)  a  données  pour  les  fonctions  hypergéométriques  d'une 
seule  variable. 

Pépin  (le  P.).   —   Sur  quelques  tentatives  de  démonstration  du 
théorème  de  Fermât.  (366). 

Cotte  Note  est  relative  à   la  Coaimunicatioii    du    i4  juin   1880;   elle   rappelle  le 
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jugement  porté    il    y   a  longtemps  par  Libri  (Journal  de  Crelle,  t.  9),  sur  les  dé- 
monstrations ayant  la  même  base  que  celle  qui  fait  l'objet  de  cette  Communication. 

Thollon  {L.).  —  Observation  faite  sur  un  groupe  de  raies  dans  le 
spectre  solaire.  (368). 

Crafts  {J.).  —  Sur  la  cause  des  variations  des  points  fixes  dans  les 
thermomètres.  (3^0  ). 

N«  S;  23  août. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites  à 
l'Observatoire  de  Greenvvicb  (  transmises  par  l'Astronome  Royal, 
M.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  deuxième 
trimestre  de  l'année  i88o.  (402). 

Quel.  —  Le  Soleil  induirait  sensiblement  la  Terre,  alors  même 
que  son  pouvoir  magnétique  serait  simplement  égal  à  celui  de 
notre  globe.  Induction  de  la  Lune  par  la  Terre  et  variation 
diurne  lunaire  des  boussoles  teiTestres.  (409). 

Picard  {P-)-  —  Note  relative  au  mouvement  alternatif  d'une  ma- 
chine magnéto-électrique  actionnée  par  le  coinçant  d'une  ma- 
chine dynamo- électrique.  (4i')' 

Crafts  («/.)•  —  Sur  les  variations  du  coefficient  de  dilatation  du 
verre.  (4i3). 

N°  9;  30  août. 

uéniagat  [E.).  —  Sur  la  dilatation  et  la  compressibilité  des  gaz 
sous  de  fortes  pressions  (428). 

Tholloii  [L.).  —  Observation  d'une  protubérance  solaire  le  3o  août 
1880.  (432). 

N°  40-,  6  septembre. 

Steplian.  —  Planète  (sn),  découverte  par  M.  Coggia,  à  l'Obser- 
vatoire de  Marseille,  le  3o  août  1880.  (459). 

Tacchiin  (P.).  —  Obser\atious  des  protubérances,  des  facules  cl 


I 
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tles  taches  solaires  pentlaiit  le  premier  semestre  de  l'aiinée  1880 
(466). 

Jouhert   (/.).  —   Sur  la   loi   des   machines  maguélo- électriques. 

(468).  ' 

Pernet  {J.)-  —  Sur  les  variations  des  points  fixes  dans  le  thermo- 
mètre à  mercure  et  sur  le  moyen  d'en  tenir  compte  dans  l'éva- 
luation des  températures. 

N"  11:,   13  septembre. 

Bigourdan  (G-.).  —  Observations  de  la  comète  Faye  et  de  la  co- 
mète h    1880    ( Scliseberle ) ,    faites    à    l'Observatoire   de  Paris. 

(483). 

Cru/s  (L.).  —  Sur  le  mouvement  orbital  probable  de  quelques 
svstèmes  binaires  du  ciel  austral.  (485). 

Cvuls  [L.).  —  Recherches  spectroscopiques  sur  quelques  étoiles 
non  encore  étudiées.  (486). 

Thollon  {L.).  —  Sur  quelques  phénomènes  solaires  observés  à 
Nice.  (487). 

Jouhert  (</.).  —  Sur  la  loi  des  machines  électromagnétiques. 
(5o3). 

>"  12^  20  septembre. 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  nouvelle  planète  Coggia  (21?), 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (016). 

Govi  [G.]-  —  Sur  une  nouvelle  expéricjice  destinée  à  montrer  le 
sens  de  la  rotation  imprimée  pai-  les  corps  à  la  lumière  polarisée. 

(017). 

Thollon  [L.].  —  Etude  sur  les  raies  telluri(|ues  du  spectre  solaire. 
(aao). 

N°  13;   27  septembre. 

Perriei-  [L.].  —  Manomètre  à  tension  de  vapeur  pour  analyser  les 
liquides  et  mesurer  les  pressions.  (538). 
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Qilbert  (Ph.).  —  Sur  une  propriété  de  la  fonclion  de  Poisson  et 
sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  (54i)- 

Soient  .r,,  x.,  ....  J^„,  Pu  P-,^  ■■■•  Pn-  2"    variables   quelconques   entre  lesquelles 
existent  ni  équations 

F,  ^o,     F,=  o,      ....     F„,=  o. 


d'oii  l'on  tire  les  valeurs  de  rn  quantités  p^.  p^.  . 
la  forme 

/;,=  ;,(j:„  .r, ,  x„.  p^^^ 

Désignons  par  A  le  déterminant  fonctionnel 


yj,„  en  fonction  des  autres,  sous 


dV, 

ÔF^ 
dp 

dp. 

r)F, 
dp. 

dF, 
dp. 

dF, 
àpr,, 

àF^ 

dF 

otpar  AJ^.  le  mineur  de  ce  déterminant  résultant  de  la  suppression  des  colonnes 
de  rang  /•  et  ^  et  des  lignes  de  rang  /  et  k.  On  a,  pour  deux  indices  quelconques 
/  et  k  pris  dans  la  suite  1,2,  . . .,  771,  l'égalité 


{Pi-  y.  PK-yk)  =  ^-^  S  a;-kf,.  fj. 


où  le  symbole  {<p,  <p)  désigne  la  fonction  de  Poisson,  formée  avec  deux  fonctions  9, 

■p  des  2«   variables,  et  X  une  somme  qui  s'étend  à  toutes  les  combinaisons  deux 

r,  5 
a  deux  des  indices  r,  s  pris  dans  la  suite  i,  2,  ...,/«. 

Dans  une  Communication  postérieure,  RI.  Gilbert  expose  le  parti  qu'on  peut  tirer 
de  cette  égiilité  pour  l'exposition  de  la  méthode  qu"a  donnée  Jacobi  pour  l'inté- 
gration d'une  équation  difFérentielle  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Farkas.  —  Sur  la  théorie  des  sinus  des  ordres  supérieurs.  (545). 


Govi.  —  Sur  l'inventeur  des  lunettes  binoculaires.  (547^ 


J.  T. 
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JOURNAL  Fi'n  die  reixk  uxn  angewandte  MvxuEMATrK.  herausgegeben  von 

C.-W.   BORCHARDT. 

Tome  LXXXVII;   1879. 

Tioldt  (G.-G.).  —  Mémoire  sur  les  équalions  résolubles  algéhri- 
quemeut.  (i-25). 

I.  Des  équations  dont  le  (lejjré  y.  est  un  nombre  premier. 

Après  avoir  démontré  trois  théorèmes  sur  les  racines  de  ces  équations,  l'auteur 
fait  voir  que  l'expression 

s=  -^{^u-i-  c.-'x, -j-  cr^r^-h..  .H-  «"'''"'' ■r|^_,)''. 

où  a  est  une  racine  quelconque  de  l'équation  y/ —  1  =  o  et  x,,  r,,  . .  .,  x  _,  sont 
les  racines  de  l'équation  proposée,  n'admet  que  y.  —  1  valeurs  pour  toutes  les  va- 
leurs dont  les  radicaux  sont  susceptibles.  Ces  valeurs  sont,  par  conséquent,  racines 
d'une  équation  du  degré  //  —  i  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 
des  quantités  qui  entrent  dans  l'équation  projiosée.  D'ailleurs,  on  voit  aisément  que 
chacune  des  /x  —  i  valeurs  en  question  s'exprime  rationnellement  par  une  quel- 
conque d'entre  elles  et  que  s  est  racine  d'une  équation  abélienne  dont  le  degré  est 
y.  —  I  ou  un  diviseur  de  /x  —  1. 

II.  Des  équations  dont  le  degré  est  «.'//'j  a'.^  . . .//'.",  les  nombres  //,  /*,,  «.,,  . . . ,  y.^^ 
étant  premiers  et  différents  entre  eux. 

III.  Des  équations  dont  le  degré  est  y.",  y.  étant  un  nombre  premier. 

IV.  Résumé  simple  :  a  Toutes  les  fois  qu'une  équation  irréductible  du  degré  y" 
est  résoluble  algébriquement,  elle  peut  ou  être  décomposée  en  //''  équations,  cha- 
cune du  degré  y."''',  dont  les  coefficients  sont  respectivement  des  fonctions  ration- 
nelles d'une  même  racine  d'une  équation  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
rationnelles  des  quantités  données  qui  entrent  dans  l'équation  proposée,  ou,  si  cela 
n'a  pas  lieu,  l'équation  proposée  peut  être  décomposée  en  y  équations,  chacune  du 
degré  y"'',  dont  les  coefficients  sont  respectivement  des  fonctions  rationnelles  d'une 
même  racine  d'une  équation  du  degré  y.  dont  les   coefficients   sont  des   fonctions 

rationnelles  d'une  racine  d'une  équation  du  degré  — ,  dont  les  coefficients  sont 

//  —  I 

des  fonctions  rationnelles  des  quantités  données  qui  entrent  dans  l'équation  pro- 
posée. Dans  ce  dernier  cas,  on  peut  représenter  les  racines  sous  la  forme 


où  «„  désigne  une  fonction  rationnelle  des  quantités  données  qui  entrent  dans 
l'équation  proposée,  et  où  /•,,  /•.,  .  . .,  r,^n_^  sont  racines  d'une  équation  du  degré 
//" —  I  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  données 
qui  entrent  dans  l'équation  proposée.   » 

Thomne  (/.).  —  Sur  les  iouctious  qui  sont  représentées  par  des 
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séries  dv  la  forme 


q'    q'  H-  I    p"   q"  +  I 

(q6-73). 

La  recherche  de  fonctions  définies  par  des  postulats  quelconques  analytiques  tend 
à  gagner  des  représentations  explicites  ou  h  dévelopi)er  les  propriétés  qu'on  appelh? 
iliscontinuités  et  périodicité  des  fonctions.  Une  telle  recherche  n'atteint  un  ternie 
(entièrement  satisfaisant  que  quand  elle  réussit  à  établir  un  système  de  propriétés 
([ui  définissent  complètement  la  fonction  sans  supposer  qu'il  soit  possible  de  la  re- 
|)résenter.  C'est  ce  qui  a  eu  lieu  dans  plusieurs  cas  avec  un  plein  succès  depuis  la 
découverte  de  la  méthode  de  Cauchy,  et,  si  une  telle  définition,  par  des  disconti- 
nuités et  par  la  jiériodicité,  a  été  suffisante,  elle  a  eu  l'effet  d'éciaircir  amplement 
l'essentiel  des  fonctions  considéi'ées,  d'ouvrir  des  points  de  vue  dominants  pour  les 
représentations,  s'il  y  en  avait,  et  d'augmenter,  dans  beaucoup  de  cas,  l'effectif  des 
formules.  J 

C'est  d'après  cette  méthode  que  M.  Thonine  aborde  la  recherche  de  la  série  qu'il  y 

désigne  par  la  lettre  F.  Après  un  résumé  des  propriétés  qui  servent  à  définir  les 
fonctions  à  rechercher  (  n"  1),  il  montre  (n°  2)  que  la  fonction  tellement  défini' 
satisfait  à  une  formule  de  récursion  de  second  ordre  à   coefficients  complètement  J 

déterminés.  Mais,  comme  les  intégrales  de  cette  formule  récurrente  possèdent  aussi  1 

les  propriétés  demandées,  l'existence  de  la  fonction,  (|ui  dépend  d'une  manière 
linéaire  et  homogène  de  deux  fonctions  périodiques  arbitraires,  se  trouve  être  dé-  . 

montrée  par  là.  Dans  le  n°  3,  l'auteur  effectue  l'intégration  de  la  formule  récurrente  I 

au  moyen  des  séries  F  et  gagne  des  représentations  pour  chacune  des  douze  branches  * 

définies  dans  une  proposition  précédente.  Cependaiit  ces  représentations  ne  sont 
pas  toujours  convergentes  et  ne  peuvent  donc  être  employées  en  tous  cas;  aussi 
les  n°°  4,  5,  6  donnent-ils  pour  chaque  branche  dix  représentations  différentes,  en 
somme  cent  vingt  séries,  dont  soixante-quatre  sont  convergentes  pour  toutes  les 
valeurs  de  la  variable  //,  tandis  que  les  paramètres  sont  tenus  à  satisfaire  différentes 
conditions.  Selon  leur  caractère  à  l'infini,  les  branches  se  divisent  en  deux  classes, 
nommées  positive  et  négative.  Le  n°  7  montre  la  connexion  qui  existe  entre  les 
branches  d'une  même  classe,  et  le  n°  8  celle  qui  existe  entre  des  branches  de  classes 
différentes.  Le  n°  9  a  pour  objet  la  recherche  des  valeurs  de  la  série  F  lorsque 
quelques-uns  des  paramètres  tendent  à  croître  au-dessus  de  toute  limite  :  les  va- 
leurs asymptotiques  d'une  fonction  étant  des  propriétés  les  plus  importantes,  l'au- 
teur en  établit  un  grand  nombre  dans  ce  numéro.  Une  méthode  très  analogue  à 
celle  appliquée  par  Riemann  à  la  recherche  des  séries  de  Gauss  conduit  (n°  10)  au 
théorème  général  que  «  trois  séries  F,  dont  les  paramètres  ne  diffèrent  que  de 
nombres  entiers,  sont  liées  par  une  relation  linéaire  homogène  à  coefficients  ra- 
tionnels »,  et  le  n°  11  développe  quelques-unes  de  ces  relations.  Si  les  différences 
des  paramètres  sont  des  nombres  entiers  indéterminés,  il  n'est  pas,  en  général,  pos- 
sible de  représenter  les  coefficients  explicitement.  Toutefois,  le  n°  12  est  consacre 
il  un  cas  où  ces  coefficients  sont  fournis  par  les  réduites  d'une  fraction  continue 
qui,  sous  certaines  conditions,  représente  le  quotient  de  deux  séries  F.  Enfin  le 
n"  13  fait  voir  comment  la  série  F  se  prête  à  être  mise  sous  la  foriue  d'intégrales 
définies. 

Ainsi   les  séries  F  présentent  un    (larallélisme  frappant  avec  les  fonctions  repré- 
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sentées   par   les   séries  de  Gauss  et  traitées  d'après   tes  méthodes  de  Kiemann,  ot 
encore  avec  celles  déliiiios  par  la  série  de  Heine,  recherchées  par  M.  Tliomae. 

Cayley  {^•)-  —  Sur  les  fonctions  j-  doubles,  ['•^-'èi). 

Le  Mémoire  se  rapporte  à  l'équation  dilTérentielle 

r/.r  fiv 


yj[a-x)[b-x){c-x)[d-x)       ^^a -j){â -j  )[c  ~j){d -j)      • 

et  en  développe  l'intégrale  sous  une  l'orme  propre  à  servir  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions 9-  doubles. 

Cajlej  {yi-)-  —  Sur  un  ibéorènie  relatif"  aux  covariauts.  (82-83  1. 

Hernies.  —  Réduction   à   des  équations  linéaires  du  problème  de 
la  division  du  cercle  (pour  des  nombres  premiers  de  la  forme 

9.'"-f- 1).  (84-1 13). 

Le  IMémoire  enseigne  à  trouver  directement,  et  sans  trop  de  travail,  certains 
nombres  dont  on  a  besoin  pour  effectuer  la  division  du  cercle  en  n  parties  égales, 
où  H  :=  i"'-\-  I,  /«  =  2r^.  Les  résultats  obtenus  par  l'auteur  ne  se  prêtent  ])as  à  être 
vérifiés  immédiatement  par  les  formules  connues  pour  les  petits  nombres  u,  parce 
que,  dans  ces  cas,  il  faut  les  modifier  préalablement.  L'analogie  des  polygones  régu- 
liers pour  //  =^  o,  I,  5  n'a  donc  pu  rien  l'aire  deviner  pour  les  nombres  «  =  ib~  el 
65537,  et  il  est  probable  que  cette  circonstance  a  empêché  les  géomètres  de  décou- 
vrir les  formules  inconnues  jusqu'à  présent  dans  une  théorie  qui  a  été  approfondie 
par  beaucoup  d'auteurs. 

Kiepert  [L.].  —  Résolution  des  équations  du   cinquième  degré. 
(i  i4-i33). 

Voici  les  résultats  obtenus  par  !\I.  Kiopeit  : 
Soit  proposée  l'équation 

.r^-4-  A.r<  -+-  R.r'-f-  C.r=-(-  D.r  -f-  F.  =  o. 
Posons 


et  déterminons  les  inconnues  u  et  <•  de  manière  à  faire  évanouir  les  coel'ficieuts  de 
z*  et  :;'  dans  l'équation  du  degré  5  pour  z.  Cela  conduit  aux  équations 

(  2  A'  -  5  B  )  «■=  -t-  (  4  A'  —  1 3  AR  -+- 1 5  C  )  «  -h  (  2  A^  —  8  A- B  -H  T  o  AC  -i-  3  R=  —  I  o D  )  =  .) , 
.')<•  —  -  Au  —  X'-i-?.  H. 

On  obtiendra  cette  équation  pour  z 

5"-+-  5  Iz-  —  ryfiïz-t-n^^o, 
où 

5/=  —  C(«'-(- A^/°--J-B«  -r^  C)-(-D(4M--i-  3A«^  2  B)  —  E(5«  h- 2  A)  —  ioc% 
5w  =  — D(«*-i-  A?/'-f-  Bfr-i-CH-T-Dj-f-E(5fr-)-4A?i-— 3B«-h2C)-h5i'*-mo/i'. 
«  =  —  E  (  u^  -+-  A  fi"  -r  Bu'  —  C  ir-r-  D  ii-t-  F.  '  —  v^  —  5lv--i-  5  nn>. 

Bull,  des  Sciences  inatltém.  2°  Série,  t.  IV.  (Novembre  1880.)  R  .  I  "" 


'Jf^  SKCGNIM^:   PARTI  H. 

Après  avoir  clierrhé  ime  valeur  a  de  l'équatio»  ijiiadrnlirjiie 

(  /*  —  Irnn  -^  m^)  y.'  -k-  {\\  P  -{-  lir —  2  in' n)  v.  — ■  l~P  it  -^  64  /"/"'  -H  mir  =  o, 

ralculoiis 

±  1 2 ^2  =^  / a-  -H-  3  /«  K  —  71, 

±    A     ^^  P  [(  ///  —  7«"- )  a  -I-  ;«H  ] , 

/?■    =  dr  /■■' (  /'  a°  -+-  1 1  //n  a.  -4-  6'(  ?«'  —  2-  l/i), 

el   cherchons,    au   moyen   de    l'invaiiaiit  absolu    J  =  — ,  la  grandeur   e    "'     (q    de 

A 

Jacobi).  Déterminons/ et  /).(/•  =  o,  i,  2,  3,  'j  )  à  l'aide  des  équations 


T>    r  /~N7  /  /  /  1-  t>    /•  V7  '         N"/i    '-16'.+ Il 

B= A=  y  (-1)'-/.  '-  . 


Posant 


'?  r, 


Les  racines  de  l'équation  générale  du  ciuquième  degré  seront 
'  ^^ '"-H  A  «'' -t-  B  « '--I-  C  M  -h  U  -H  (c^ —  f  j  (  3  «^-+-  2  A  «  -t-  B  _)  -t-  (c^ —  c/ 


(r  =  o,  1,2,3,  'i). 


Cette  résolution,  tout  intéressante  qu'elle  soit,  dépend  encore  de  la  i-ésolution  d'uno 
équation  quadratique  en  a  et  ne  satisfait  donc  pas  encore,  à  cet  égard,  aux  condi- 
tions posées  par  M.  Kronecker. 

Cajlej  {yJ •)■  —  Sur  les  fonctions  ^  triples.  (i34-i38). 

Schwarz  [H.-A.).  —  Sur  les  équations  algébriques  à  deux  va- 
riables qui  sont  susceptibles  de  se  changer  en  elles-mêmes  an 
moyen  d'une  intinité  de  transformations  rationnelles  et  unifor- 
mément invertibles.  (i 39-145). 

Le  Mémoire  a  pour  objet  ce  théorème  :  «  Si  une  équation  algébrique  irréductible, 
à  deux  variables,  jouit  de  la  propriété  de  se  changer  en  elle-même  jiar  un  fais- 
ceau de  transformations  rationnelles  et  uniformément  invertibles,  le  nombre  des 
fonctions  intégrales  qui  sont  indépendantes  les  unes  des  auti-es,  qui  restent  partout 
linies  el  qui  se- ramifient  de  la  même  manière  que  les  fonctions  algébriques  qui 
appartiennent,  d'après  les  définitions  de  Riemann,  à  la  même  classe  que  l'équation 
considérée,  sera  ou  zéro  ou  l'unité.  »  On  tire  de  ce  Ihéorème,  entre  autres,  la  pro- 
position   suivante  :   «  Si   de.ux   courbe.;  algcbrirpies    ont    une    relation,    l'uni'    avec 
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l'iiiilie.  ifllt'  qu'il  soit  possilile.  d'iiiie  infinité  de  manières,  d'établir  onlre  les 
points  des  deux  courbes  «ne  correspondance  mutuelle  et  uniforme  au  moyen 
(féquations  algébriques,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'une  et  de 
l'autre  sont  ou  fonctions  rationnelles  ou  fonctions  elliptiques  uniformes  d'un  para- 
mètre. » 

Schwarz  i^H.-A.).  —  Sur  quelques  surfaces  miiiiina  non  algé- 
briques qui  contiennent  un  faisceau  tie  courbes  algébriques. 
(146-160). 

Le  Mémoire  fait  suite  à  deux  autres  du  même  auleui-  et  publii'S  au  Tome  80  du 
Journal.  11  s'agit  ici  du  pi'oblcme  de  déterminer  toutes  les  surfaces  minima  qui 
contiennent  un  faisceau  de  courbes  algébriques.  Ce  n'est  qu'une  partie  de  la  solu- 
tion de  la  question  générale  que  développe  M.  Sclnvarz.  Cependant  sou  analyse  est 
assez  générale  pour  qu'il  soit  possible  d'en  tirer  toutes  les  surfaces  mininia  jouis- 
sant de  la  propriété  demandée  et  que  l'on  connaît  .jus(|u'a  présent. 

Cajley  i^yi.).  —  Sur  le  tétraédro'ide  comme  cas  particulier  Je  la 
surface  à  seize  points  nodaux  du  quatrième  ordre.  (161-164). 

M.  Cayley  développe  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surface; 
kumniérienne  à  seize  points  nodaux  se  réduise  à  un  tétraédro'ide  (c'est-à-dire  sur- 
face changeable,  par  une  transformation  projeclive,  en  une  surface  des  ondes  de 
Fresnel),  condition  qui  fait  voir  que,  pour  cette  surface  particulière,  les  seize  plans 
singuliers  se  partagent  en  quatre  systèmes  chacun  de  quatre  plans,  tels  que  les 
quatre  plans  d'un  même  système  se  coupent  dans  un  seul  point.  L'auteur  s'est 
occupé  du  même  problème  dans  un  autre  Mémoire,  publié  au  Tome  G5  du  Journal, 
sans  s'apercevoir  alors  du  simple  résultat  qu'il  vient  de  trouver  maintenant  :  c'était 
qu'il  ne  possédait  pas  encore  la  forme  simplifiée  de  l'équation  de  la  surface  com- 
muniquée par  lui  au  Tome  73  du  Journal. 

Cayley  (-4^.).  —  Algorithme  pour  les  caractéristiques  des  fonc- 
tions i-  triples.  (i6j-i6c)). 

Borchardt   [C.-TT'.).  —  Addition  au  Mémoire  précédent.    (169- 

171). 

Baltzer  [R.).  —  Observation  sur  un  théorème  de  Fermât.  (172). 

Fermât  a  cru  que,  m  étant  une  puissance  de  2,  2"'-t-i  serait  un  nombre  premier; 
toutefois  il  s'exprime  sur  cet  objet  avec  précaution  [OKuvres,  p.  i6a^.  «  Mais  je  vous 
avoue  tout  net  (car  par  avance  je  vous  avertis  que,  comme  je  ne  suis  pas  capable 
de  m'attribuer  plus  qrte  je  ne  sais,  je  dis  avec  la  même  franchise  ce  que  je  ne  sais 
pas)  que  je  n'ai  pu  encore  démontrer  l'exclusion  de  tous  les  diviseurs  en  cette 
belle  proposition  que  je  vous  avais  envoyée,  et  que  vous  m'avez  conlirmée  touchant 
les  nombres  3,  .5,  7,  2.57,  fi.T.îS^,  etc.;  car,  bien  que  je  réduise  l'exclusion  à  la  plupart 
des  nombres,  et  (pie  j'aie  même  des  raisons  probables  pour  le  reste,  je  n'ai  pu  en- 
core démontrer  nécessairement  la  vérité  de  cette  proposition.   » 

Kojiigsberger  {L.).  —  Sur  l'extension  du  principe  de  transfor- 
mation de  Jacobi.  [ly'^-if^g  i. 
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Le  principe  employé  par  Jacobi  pour  transformer  une  diflerentielle  elliptique  (!<' 
première  espèce  en  une  autre  de  même  nature  semblait  être  susceptible  d'être  étendu 
aux  transcendantes  ultérieures,  car  Jacobi  lui-même  avait  engagé  Richelot  à  re- 
chercher des  substitutions  quadratiques  qui  transforment  une  intégrale  hyperel- 
liptique  en  une  somme  de  deux  intégrales  de  même  nature.  AI.  Konigsi)erger, 
reprenant  la  question  générale  d'un  plus  haut  point  de  vue,  démontre  que  la 
transformation  générale,  prise  dans  le  sens  défini  par  Jacobi,  n'est  possible  que 
pour  les  intégrales  elliptiques  et  pour  les  intégrales  hyperelliptiques  de  premier 
ordre,  les  solutions  du  polynôme  B.{z)  étant  arbitraires.  Une  Communication 
faite  à  l'auteur  de  la  part  de  M.  Weierstrass  mentionne  que  ce  géomètre  avait,  lui 
aussi,  prouvé  d'une  manière  différente  l'impossibilité  de  la  transformation  pour 
Jes  cas  de  /j>  2,  où  p  est  l'ordre  de  la  transformation. 

Cayley  {^•)-  —  Sur  les  foiiclioiis  -^  ti'iples.  (190-198)." 

Kiepert  [L.).  —  Stir  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques.  (199-316). 

Jacobi  a  énoncé  (t.  III,  p.  3o8)  le  théorème  que  «  le  multiplicateur  M  qui  se  pré- 
sente à  l'occasion  de  la  transformation  du  degré  n,  n  étant  premier,  satisfait  à  une 
équation  du  degré  «  -H  i,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  /_ 

et  que,  M,  M',  ^I",  ....  M("'  étant  les  racines  de  cette  équation,  il  existe  -(//-t-i) 

relations  linéaires  entre  les  quantités  \J M,  y/  .n',  y'iVI",...  \/M^"'  «.  Jacobi  tient  ce  théo. 
rème  pour  un  des  plus  imjiortants  de  toute  la  théorie  de  la  transformation,  et  en 
effet  les  recherches  de  M.  Kiepert  montrent  que  l'emploi  du  multiplicateur  M,  ou 
bien  d'une  quantité  jouissant  de  la  même  propriété  que  M,  simplifie  de  beaucoup  le 
problème,  sans  cela  si  compliqué,  de  la  transformation.  Cette  nouvelle  grandeur, 
appelée/",  se  définit  par  l'équation 


■(t)'(^)-'(=^ 


où  les  lettres  du  second   membre  s'expliquent  dans   la   théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques de  M.  Weierstrass. 

^  1.  Déduction  des  grandeurs  /'.  —  §  '2.  Représentation  de  ./"comme  quotient  de 
deux  séries  développées  suivant  les  puissances  de  h.  —  §  3.  Représentation  des 
autres  racines  de  l'équation  de  transformation.  —  §  4.  On  établit  les  relations  de 
Jacobi.  —  §  5.  On  établit  l'équation  de  transformation. 

Sjlvestev  {J.-J.j.  —  jNote  sur  une  propriéttî  des  équations  dont 
toutes  les  racines  sont  réelles.  (217-2191. 

«  Soient  y  une  forme  binaire  qui  a  toutes  ses  racines  léelles  et  u  un  de  ses  cova- 
riants  du  second  degré;  dans  les  coefficients,  ^  sera  d'un  signe  invariable,  c'est- 
ii-dire  si  toutes  les  racines  de  /  sont  réelles,  toutes  les  racines  de  tous  les  quadri- 
covariants  (c'est-à-dire  des  covaviants  du  second   degré)  de   /'  sont  imaM.iuaires.   » 

Souilinri.  —    Observation   relative   à    l'article   de  M.    Sonrander 
(t.  8tj  lie  ce  Journal  )..(  220-221). 
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y  home  [L.-TV.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  équations  clil- 
lérentielles  linéaires  f suite;  voir  l.  83  de  ce  Journal).  (222- 
349}. 

Si  l'on  développe,  pour  deux  points  du  i)lau  de  coiislruclion.  deux  systèmes 
d'iiitejjrales  linéairement  indépendantes,  et  qu'on  poursuive,  tout  le  lon[;  d'unn 
ligne,  l'un  des  deux  systèmes  jusque  dans  le  domaine  de  tiéveloppement  de  l'autre, 
alors  chaque  intégrale  du  premier  système  se  changera  en  une  fonction  homogèue 
et  linéaire,  à  coeilicients  constants,  des  intégrales  du  second  système.  Déterminer 
CCS  coefficients  constants,  voilà  le  problème  traite  par  M.  'J'homé  dans  ce  nouveau 
Mémoire. 

Sup])osons  qu'on  ait  trouvé  l'expression  linéaire  et  à  coefficients  constants  d'une 
intégrale  par  un  système  d'intégrales  linéairement  indépendantes;  dilTerentions 
cette  é(iiiation  autant  de  l'ois  qu'il  en  résulte  un  système  d'équations  linéaires  dont 
le  nombre  égale  le  nombre  des  coefficients  inconnus  :  les  inconnues  s'ubtiendront 
par  la  résolution  de  ce  système.  Si  une  intégrale,  développée  dans  le  voisinage  d'un 
point  a,  est  à  exprimer  par  un  système  d'intégrales  développées  dans  le  voisinage 
du  point  b,  ce  procédé  peut  être  mis  en  usage,  pourvu  qu'on  puisse  faire  passer  par 
le  point  ^  une  circonférence  qui  renferme  a,  et  en  dehors  de  laquelle  se  trouvent  tous 
les  autres  points  singuliers  de  l'équation  différentielle.  A  cet  effet,  M.  Tlionié  tire 
profil  d'une  substitution  x=:R(|')  rationnelle  et  de  premier  degré,  laquelle  re- 
présente ce  cercle  d'une  manière  conforme  sur  le  cercle  situé  dans  le  plan  des  ? 
et  décrit  autour  du  point  ^  =  o  comme  centre  avec  l'unité  comme  rayon,  de  façon 
a  l'aire  correspondre  le  point  x  =  a  au  point  |  ^=  o,  le  point  x  ^  b  au  point  Ç=  i . 
Alors  l'équation  différentielle  qui  dépend  de  ç  a  tous  ses  points  singuliers,  excepte 
ç  =0  et  5  =  1,  situés  à  l'extérieur  de  la  circonférence  décrite  autour  de  5^0 
omme  centre  avec  l'unité  comme  rayon.  Les  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable  dans  les  développements  des  intégrales  seront  donc  conver- 
gentes, au  moins  à  l'intérieur  de  celte  circonférence.  Quand  x  ^^  6,  et  partant  ç  ^  1, 
serait  non  singulier,  elles  le  seraient  encore  au  delà  de  ce  cercle.  Ce  qu'il  faut 
signaler  de  remarquable,  c'est  le  cas  où  l'indice  caractéristique  est  nul  près  de 
.1-  =^  «2  et  .r  =  è,  par  suite  aussi  près  de  |  =  0  et  |  =  1 .  Dans  ce  cas,  les  constante-, 
cherchées  s'obtiennent  par  des  séries  ordonnées  suivant  des  puissances  à  exposants 
positifs  et  entiers,  et  convergentes  à  l'intérieur  du  cercle  avec  le  rayon  i,  à  savoir 
par  les  valeurs  de  ces  séries  pour  1=1.  Pour  prouver  que  ces  séries  sont  encore 
convergentes  pour  |  ^  i  et  qu'elles  représentent  aussi  les  constantes  cherchées,  l'au- 
teur a  recours  à  la  série  de  Fourier,  et  sa  recherche  s'élend  aussi  sur  le  cas  où  la  fonc- 
tion à  représenter  possède,  dans  le  voisinage  d'une  valeur,  une  infinité  de  maxima 
et  de  minima.  La  représentation  des  intégrales  le  porte  à  établir  et  à  démontrer 
le  théorème  suivant,  qui  est  fondamental  pour  les  équations  différentielles  homo- 
gènes linéaires  à  coefficients  rationnels  :  «  Si  l'équation  différentielle  possède  dans 
le  voisinage  de  .c  :=  a  une  intégrale  de  la  forme 

[x  —  ay  ;  y,  -i-  9;,  log(x  _«)-,-..  .-i-  j,^  [log(j,-  — «)]'/-'  ; , 

où  0  est  uniforme  et  continu  pour  le  domaine  de  ce  point,  abstraction  faite  di- 
.t  =^  a  ),  ou  peut,  en  fixant  les  nombres  (j  et  b.  déduire  de  l'équation  différentielle 
originaire  une  autre  à  coefficients  rationnels  et  ayant  l'unité  pour  coefficient  de  la 
dérivée  la  plus  élevée,  équation  à  laquelle  satisfait  {x  —  a  f'-^.;  ce  qui  s'achève,  sans 
({u'on  sache  rien  sur  les  valeurs  des  fonctions  [  c  —  «)'  f,  par  des  opérations  qui  se 
présentent  en  différentiant  des  fonctions  rationnelles.   » 
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Le  probédé  développé  par  raiiteiir  pour  déterminer  les  relations  qui  stiLsisteiii 
entre  les  intégrales  d'une  équation  différentielle  linéaire  est  enfin  appliqué  à  l'équa- 
tion différentielle  de  la  série  liypergéoniétrique,  et  le  Mémoire  se  termine  par  une 
discussion  complète  des  relations  linéaires  entre  ses  intégrales. 

Biehlev.  —  Sur  une  classe  d'équations  algébriques  dont  toutes  les 
racines  sont  réelles.  f35o-353).  E.   Lampe. 


A  MAGYAR  TUDOMANYOS  AKADEiMIA  (  '  ). 

L'idée  de  la  fondation  d'une  Académie  hongroise  date  du  dernier 
quart  du  xviii"  siècle.  Elle  fut  étnise  pour  la  première  lois  par 
Georg  Beseneyi,  garde  du  corps  royal  à  la  cour  de  Marie-Thérèse, 
et  poursuivie  par  Nicolaus  Révay,  le  fondateur  de  la  philologie 
hongroise.  Le  Reichstag  de  1790-91  vota  une  loi  spéciale  (1791, 
in  janvier]. 

Mais  la  mise  à  exécution  de  ce  projet  était  réservée  au  Reichstag 
de  1823.  Il  est  probable,  toutefois,  que  l'idée  n'aurait  pas  abouti  à 
un  résultat  pratique  sans  l'intervention  du  jeune  comte  Stefan 
Szécsényi,  qui  mit  une  année  entière  de  ses  revenus  (looooo''")  à 
la  disposition  du  nouvel  établissement,  en  ajoutant  qu'il  avait  assez 
d'amis  pour  prendre  soin  de  lui  pendant  un  an. 

Les  articles  de  loi  ordonnant  la  fondation  de  l'Académie  reçurent 
leur  effet  en  novembre  1827.  Le  Comité  institué,  sous  la  présidence 
de  l'archiduc  palatin  Joseph,  pour  diriger  les  travaux  préparatoires, 
s'occupa  activement  de  sa  tâche,  et  le  17  novembre  i83o  l'Aca- 
démie Hongroise  fut  constituée  avec  une  dotation  de  près  de 
yjo  ooo''". 

La  destination  spéciale  de  l'Académie  Hongroise  est  surtout  le 
perfectionnement  de  la  langue  magyare,  et  depuis  sa  fondation  elle 
a  tourné  vers  ce  but  la  meilleure  partie  de  ses  elïbrts.  A  cette 
époque,  la  langue  de  l'administration,  de  la  législation,  de  l'ensei- 
gnement public  était  encore  le  latin. 

A  l'origine,  l'Académie  se  composait  tlesix  classes,  sous  les  titres 


'  \   L  Académie  Hongroise  des  Sciences. 
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suivants  :  Linguistique,  Esthétique,  Pliilosopliie,  Histoire,  Juris- 
prudence, Sciences  mathématiques  et  naturelles.  Eu  i834,  l'Aca- 
démie publia  un  Dictionnaire  philosophique  et  un  Dictionnaire 
mathématique  ( Terminologie  ) . 

Par  des  souscriptions  volontaires,  on  réunit,  eu  1857,  une 
somme  de  aaSo  ooo*^*^,  avec  laquelle  fut  hàti  le  palais  de  l'Académie 
Hongroise,  sous  la  direction  de  l'architecte  berlinois  A.  Stieller. 

Après  le  rétablissement  de  la  Constitution  hongroise,  en  186^, 
les  Statuts  de  l'Académie  furent  revisés.  La  réorganisation  défini- 
tive eut  lieu  en  1869. 

Les  Membres  de  l'Académie  sont  divisés  en  trois  classes,  savoir  : 

[a)  Classe  de  la  Philologie  et  des  Beaux- Arts,  comprenant  six 
membres  honoraires  et  douze  ordinaires  5 

[b)  Classe  des  Sciences  philosophiques,  historiques  et  sociales; 
neuf  membres  honoraires  et  vingt-quatre  ordinaires  5 

[c)  Classe  des  Sciences  mathématiques  et  naturelles j  neuf 
membres  honoraires  et  vingt-quatre  ordinaires. 

A  ces  classes  sont  subordonnées  diverses  Commissions  perma- 
nentes ,  dans  lesquelles  peuvent  aussi  être  admises  des  personnes 
autres  que  les  membres  de  l'Académie.  Les  travaux  de  ces  Commis- 
sions paraissent  dans  des  publications  séparées.  Ces  Commissions 
sont  : 

(1)  Commission  philologique; 

(  2  )  Commission  historique  ; 

(3)  Commission  archéologi'pic; 

^4)  Commission  de  Statistique  et  d  Economie  nationale; 

(5)  Commission  des  Sciences  mathématiques  et  naturelles,  dont 
les  travaux  paraissent  dans  les  iMathemalihni  (^s  termêszettudo- 
mdnyi  hozleinénjeh  (Communications  de  Mathématiques  (^t  de 
Sciences  naturelles)  ;  depuis  1861  jusqu'à  ce  jour,  il  a  paru  seize 
Volumes  in-8°,  contenant  principalement  des  travaux  d'Histoire 
naturelle; 

(6)  Enfin  la  Coiumissiou  de  publication,  qui  n'est  subordonnée 
à  aucune  classe,  mais  qui  dépend  d(;  l'Académie  tout  entière. 

Les  publications  périodiques  régulières  de  l'Académie  sont  : 
(a)  Evhonyvek  (Annuaire),  in-4";  le  Tome  I  a  paru  en  i833: 
le   Tome  X\l  est  actuellement  sous  presse.   Ces  Annuaires  con- 
tiennent des  Mémoires  étendus  de  chacune  des  trois  classes  ;  les 
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travaux  malliématiques  qui  ont  paru  dans  ce  Recueil  datent  des 
premières  années  de  la  publication. 

(j3)  ÉrleJiezések  (Mémoires),  in- 8",  en  Volumes  composés 
chacun  de  fascicules  détachés  et  paginés  séparément.  Chaque  classe 
publie  isolément  ses  travaux,  de  sorte  qu'il  paraît  trois  séries  sé- 
parées (ï Ertekezèseli.  Ce  Recueil  a  c<jminencé  en  1867. 

(y)  Értesito  (Bulletin),  in-8".  Il  en  a  paru,  de  i84o  à  1860, 
dix-neuf  Volumes.  De  1861  à  1866,  le  Recueil  a  été  publié  en  trois 
séries  séparées,  correspondant  aux  trois  classes  de  l'Académie. 
Depuis  1867,  ce  Bulletin  contient  de  courts  extraits  des  lectures 
faites  et  des  comptes  rendus  des  événements  académiques. 

(0)  Enfin  les  Commissions  indiquées  sous  les  numéros  de  (1^ 
à  (5)  publient  leurs  travaux  dans  Yewv?,  Kozleménjek  (Commu- 
nications). 

Les  travaux  matbématiques  de  l'Académie  hongroise  paraissent 
depuis  la  réorganisation,  c'est-à-dire  depuis  i86j,  sous  le  titre  sui- 
vant, indiqué  en  ((3)  : 

Ertehezèseh  a  mathematikai  tudom'anyok  korébol  kiadja  a 
Magyar  Tudoinanyos  ^kadcnda  a  III  osztdly  vendeletéboi 
szerkeszti Sik^oios,Y.¥  oszlàlytitkdv  S-adreL  (Mémoires  de  Sciences 
mathématiques  publiés  par  la  troisième  classe,  par  Joseph  Szabo, 
secrétaire  de  cette  classe  5  in-8°). 

Chaque  V  olume  se  compose  de  fascicules  détachés  et  paginés  sé- 
parément. 

Tome  1;   1867-1871   (17  feuilles  {-j  (' i- 

1.  Szily  Kalindn.  —  Sur  la  forme  générale  des  équatious  de  la 
théorie  mécanique  de  la  chaleur.  1867.  (20  p.). 

2.  Hunyady  Jeno  (-).  —  Le  pôle  et  les  polaires;  le  principe  des 
polaires  réciproques.  1867.  (3o  p.). 


('  )  En  langue  magyare,  les  lettres  «,  /',  <-/,  e,  f,  i:;,  h.  i,  y',  A,  /,  w,  ii.  o.  o,  [>,  r,  C,  ii,  i'i 
se  prononcent  comme  en  allemand;  v,  z,  comme  en  français;  es  =:  es  =^  Cc/i  français; 
czzzzts  français;  s  =.  ch  français;  y  ^^  i  faible;  iij  =^  s;ii  français  dans  signe.  Les 
voyelles  accentuées  sont  longues. 

Les  prénoms  se  placent  après  le  nom  i)atroiiyiiii(|ne. 

(')  Eugène. 
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3.  y^ész  Jdnos  Arinin  (  '  ).  —  Sur  les  prêts  d'assurances  (nouvelle 
espèce  d'assurances  sur  la  vie).  1867.  (20  p.). 

4.  Kruspév  Islvân  (-).  —  L'emploi  modifié  du  comparateur  de 
Schwerd.  1869.  (i3  p.,  i  pi.). 

0.  T^ész  Jânos  Aniiin.  —  Les  plus  courtes  dislances  sur  le  cône 
circulaire.  1869.  (9  p.,  4  pi-)- 

6.  Tôth  Agoston  (•').  —  lia  mesure  européenne  internationale 
du  degré  de  méridien  et  les  travaux  géodésiques  qui  s'y  rap- 
portent. 1870.  (48  p.,  I  carte). 

7.  Kruspér  Istvdn.  —  Le  mèti-e  prototype  de  Paris.  1871 .  (i3  p.). 

8.  Konig  Gyulu  (  '•  ).  —  Sur  l'application  des  fonctions  elliptiques 
k  la  théorie  des  équations  de  degré  supérieur.  1871 .  (34  p-)- 

9.  Murinann  Agost.  —  Les  éléments  de  la  planète  Europa,  d'après 
les  dix  premières  oppositions  observées.  1871.  (36  p.). 

10.  Szily  Kàhndn.  —  Le  principe  d'Hamilton  et  le  second  théo- 
rème fondamental  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.  1871. 
(8  p.). 

11.  Toth  Agoston.  —  L'état  actuel  de  la  Cartographie  (tracé  des 
Cartes  terrestres),  tel  qu'il  était  représenté  à  l'Exposition  d'An- 
vers. 1871.  (26  p.). 

Tome  II:  1872-1873  (i3  feuilles  l). 

1.  Murmann  Agost.  —  Mémoire  sur  la  planète  Freia.  1871. 
(61  p.). 

12.  Kruspér  IsU'àii.  — Sur  les  comparateurs.  1873.  (19  p.,  i  pi.). 

IL  Kruspér  Istud-/i.  —  La  comparaison  des  règles  divisées  pour  la 
mesure  des  longueurs  dans  un  fluide.  1873.  (9  p.). 

4.  Fést  J^ihnôs  (■').  —  Les  moyens  de  transport  et  les  lignes  de 
commerce.  1873.  (45  p.). 

C'  Jean  Armiii.     -     Etienne.     ')  Aiigusle.     '     Jules.  (*)  Guillaume. 
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5.  Murmhnn  Asiost.  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  grande 
comète  de  1861.  1873.(65  p.). 

6.  Kruspér  Istvâii.  —  L'étalon  métrique  des  Archives  de  Paris. 
Î873.  (pp.)- 

Tome  III;  1874  (20  feuilles). 

1.  Vész  Jânos  Arinin.  —  Contributions  à  la  théorie  des  séries 
récurrentes.  1874-  ('^P-)- 

2.  Koiikoly  Mihlôs  (  '  ).  —  La  description  de  l'Observatoire  astro- 
nomique d'0-Gyalla,  et  les  observations  faites  dans  cet  établis- 
sement des  taches  solaires,  avec  quelques  observations  spectro- 
scopiques  fragmentaires  dans  l'année  1872-1873.  1874.  (67  p., 
3pl.). 

3.  Koiidor  Gusztdv.  —  Eloge  de  John  Herschel,  membre  étrangei- 
de  l'Académie.  i874.  (i4  P-)- 

4.  Eotv'os  Lorcmd  (baron).  —  L'intensité  des  vibrations,  en 
ayant  égard  au  mouvement  de  la  source  de  vibration  et  de  l'ob- 
servateur. 1874.  (23  p.). 

5.  Réthy  Mor   (-).   —    Sur    la    théorie   de   la  dilfraction.    1874. 

(ï9P-)- 

(i.  Martin  Lajos  (^).  —  Surfaces  hélicoïdales  mécaniques.  1874. 
(92  p.).  —  Théorie  du  ventilateur  horizontal.  1874.  (56  p.,  lig- 
dans  le  texte). 

7.  Réthy  Mor.  —  Sur  la  théorie  des  intégrales  dans  une  aire  ré- 
ductibles à  des  intégrales  sur  le  contour.  1874-  (20  p.). 

8.  Galgôczj  Karoly  (M.  ■ —  Eloge  du  membre  étranger  Anton 
Vâllas.  1874.  (i5  p.). 

Tome  IV;  1875-1876  (16  feuilles  |). 

1.  Sclialhof  Lipôt  (■»).  —  Détermination  définitive  de  l'orbite  de 
la  comète  IV  1870.  1870.  (32  p.). 

(')  Nicolas.  (-)  Miunice.       )  Louis.  (  ■*  )  Charles.  (')  Léopold. 
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2.  Schulhof  Lipôt.  —  Détermination  définitive  de  l'orbite  de  la 
eomète  II,  1871.  iSjS.  (82  p.). 

3.  Szily  Kdlmdii.  —  Le  deuxième  tliéorème  fondamental  de  la 
théorie    mécanique  de  la   chaleur,  déduit   du  premier.    iSjS. 

(i5p.). 

4.  Konholy  Miklôs.  —  Ses  observations  astronomiques  pendant 
les  années  1874  e-t  1875.  1876.  (4ï  p.,  3  pi.). 

5.  Kojiholj  MiJxlôs.  —  Observations  de  taches  solaires  à  l'Obser- 
vatoire d'0-Gyalla.  1876.  (5i  p.,  I  pi.). 

6.  HuJiyadj  Jeno.  —  Sur  les  diverses  formes  des  équations  de 
condition  de  six  points  situés  sur  une  conique.  1876.  (28  p.). 

7.  Réthj  Mûr.  —  La  Trigonométrie  plane  de  l'espace  homogène 
à  trois  dimensions,  dit  non  euclidien.  1876.  (25  p.). 

8.  R(khy  3Iôr.  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  propellères  et  péri- 
pellères.  1876.  (49  p)- 

9.  Fést  Vilinôs.  —  A  la  mémoire  du  chevalier  Franz  von  Ternes, 
membre  de  l'Académie.  1876.  (12  p.). 

Tome  V;  1876-1877  (16  feuilles  jj. 

1 .  Kondor  Gusztdv.  —  Notice  sur  Nagy  Kâroly,  membre  ordinaire 
de  l'Académie.  1876'.  (24  p.). 

2.  KeJiessj  Albert.  —  Données  sur  l'hydrographie  de  nos  rivières. 
1877-  (9P-7  4pl.)- 

3.  Hoitsj  Pdl  (').  —  Observations  d'étoiles  dans  la  ligne  est- 
ouest.  1877.  (58  p.,  I  tableau). 

4.  Hunyadj  Jeno.  —  Sur  les  diiférentes  formes  des  équations  de 
condition  entre  six  points  situés  sur  une  section  conique  (suite 
du  Mémoire  6,  du  Tome  IV).  1877.  (20  p.). 

o.  Hunjadj  Jeno.  —  Le  problème  d'Apollonius  sur  la  surface  de 
la  sphère.  1877.  (16  p.). 

C;  Paul. 
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6.  Grubkr  Lajos.  —  Sur  le  mouvement  de  l'eloile  double  i^ri 
Cassiopée.  1877.  (J9P-)- 

7.  Martin  Lajos.  —  Application  du  Calcul  des  variations  au 
développement  de  l'équation  de  la  surface  jiropellère.  1877. 
(3op.). 

8.  Konkolj  MiHôs.  —  L'éclipsé  totale  de  Lune  du  27  février  1877, 
et  l'observation  du  spectre  de  la  comète  I  (Borelly)  de  1877,  à 
l'Observatoire  d'0-Gyalla.  1877.  (7  p.)- 

9.  Konkolf  Mihlôs.  —  Les  taches  du  Soleil  et  la  l'orme  de  la  sur- 
face solaire  pendant  l'année  1876.  1877.  (4'  P-i  3  pi.). 

10.  KoJiko/j''  Mihlvs.  —  Le  spectre  de  i/\o  étoiles  filantes,  observé 
à  l'Observatoire  d'0-Gyalla,  en  1876.  1877.  (34  p.). 

Tome  VI;   1877- 1878  (i5  feuilles  |). 

1  et  2.  Koiikolj'  Mihlôs.  —  Observations  d'étoiles  filantes  sur  le 
territoire  du  royaume  de  Hongrie,  l""*^  Partie  :  1871  à  1878. 
(35  p.).  — IP  Partie  :  1874  à  1876.  (39  p.).   1877. 

3.  Grvuher  Lajos  et  Kurlânder  Igncicz.  —  Détermination  défini- 
tive de  l'orbite  de  la  comète  V  (Borelly)  de  1874.  1878.  (21  p.). 

4.  Schenzl  Guido.  —  Détermination  de  l'inclinaison  à  Budapest 
et  dans  le  sud-ouest  de  la  Hongrie.  1878.  (aa  p.,  r  carte). 

o.   Griiher  Lajos.  —  Sur  les  étoiles  filantes  du  mois  de  novembre. 

1877.  (36  p.). 

6.  Kruspér  Istvân.  —  Nouveau  système  de  balance,  1878.  (20  p., 
I  pi.). 

7.  Hunyadj  Jeno. — Notice  nécrologique  sur  J.-V.  Poncelet.  1 878. 

(i5p.). 

8.  Konkolj  Miidôs.  —  Observations  d'étoiles  filantes  sur  le  terii- 
toire  du  royaume  de  Hongrie.  HP  Partie  :  1877.  ^878.  (9  p.). 

9.  Konkolj  illiklâs.  —  Les  taches  solaires  et  l'aspect  de  la  surface 
du  Soleil  en  1877.   1878.  (35  p.). 
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10.  KonhoLy  Mililôs.  —  Le  passage  do  Mercure  sur  le  disque  du 

Soleil,    observé   à  l'Observatoire  d'O-Gyalla,  le   6  mai    1878. 

(7  p.)- 

Tome  VU;  1879-1880. 

1.  Konkoly  Miklôs.  —  Observation  de  la  surface  de  Mars  à  l'Ob- 
servatoire d'O-Gyalla,  après  l'opposition  de  1877.  1879.  (8  p., 
i  pi.). 

2.  KonJxoIy  lUiJilos.  —  Mesure  du  spectre  des  étoiles  fixes,  et 
méthode  pour  observer  ces  spectres.  1879.  (6  p.). 

3.  Konkolj  jMihlôs.  —  Observations  d'étoiles  filantes  sur  le  terri- 
toire du  royaume  de  Hongrie.  W  ^  Partie  :  1878.  1879.  (i  i  p.). 

4.  Konkoly  Miklôs.  —  Observations  de  la  surface  du  Soleil  eu 

1878,  à  l'Observatoire  d'O-Gyalla.  1879.  (22  p.). 

5.  Hunjadj  Jeno.  ■ —  Sur  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré. 

1879.  (3(")  p.). 

6.  Hunjady  Jeno.  —  Les  critériums  de  Môbius  dans  la  théorie 
des  sections  coniques.  1879.  (10  p.). 

7.  Konkoly  Miklôs.  —  Observations  spectroscopiques  à  l'Obser- 
vatoire d'O-Gyalla  : 

[a)  Le  spectre  de  la  comète  de  Brorsen-, 
[h)  Spectres  d'étoiles  filantes  5 
(c)    Spectre  de  la  comète  de  Palisa; 

[ci]  Spectre  des  éclipses  de  Lune,  et  son  observation  astrono- 
mique le  i2-i3  août  1878. 


8.  TVeinek  Ladislas.  —  Influence  de  la  réfraction  des  instruments 
dans  le  dessin   photographique  d'un  passage  de  Vénus.   i88o. 

(22  p.). 

9.  Suppan  Vilmôs.  —  Les  surfaces  cylindriques   et  coniques  en 
projection  oblique.  i88o.  (i4  p-,  2  pi.). 
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10.  Kojieh  Alexander.  —  Nécrologie  de  Vincent  Wcningei-, 
membre  correspondant  de  l'Académie.  1880.  (i4p.)- 

11.  Konkolj  Mihlôs.  —  Observations  d'étoiles  filantes  sur  le  ter- 
ritoire du  royaume  de  Hongrie,  en  1879.  1880.  (18  p.). 

12.  Konkoly  iSIildôs.  —  Points  radiants  des  étoiles  filantes,  dé- 
duits des  observations  faites  en  Hongrie,  de  1871  à  1878.  1880. 

(27  p.). 

13.  Koiikoly  Mihlos.  —  Observations  des  taclies  solaires  à  l'Ob- 
servatoire d'0-Gyalla,  en  1879.  1880.  (2^  p.,  i  pi.).  . 

\A.  KonTxolr  Mihlôs.  —  Contributions  à  la  pliysique  des  planètes 
Jupiter  et  Mars  dans  l'année  1879.  (28  p.). 

15.  Réthj  3Iôr.  —  Réfraction  et  réflexion  de  la  lumière  aux 
limites  d'un  corps  transparent  homogène  et  isotrope,  avec  la 
généralisation  et  l'extension  de  la  métliode  de  Neumann.  1880, 
(20  p.). 

16.  Réthj  Môr.  —  Explication  de  la  rotation  d'une  vibration 
lumineuse  polarisée  à  travers  un  réseau  d'inflexion.  1880.  (17  p.). 

17.  Szily  Kdlindn.  —  Sur  la  loi  de  la  pression  de  la  vapeur  sa- 
turée. 1880,  (8  p.). 

18.  Hunj  ndj  Jeno.  —  Détermination  des  courbes  et  des  surfaces 
du  second  degré.  1880.  (3o  p.). 

19.  HunycuJy  Jeno.  —  Tliéoièmes  sur  les  déterminants  dont  les 
éléments  sont  composés  au  moyen  de  ceux  des  systèmes  adjoints. 

1880.  (27P,).  Fu.    ScHMIDT. 


ARCHIV  DEu  Mathematik  uxd  Physik;  gegriindet  von  .I.-A.  Giiuneht,  fort- 
geselzt  von  R.  Hoppe  (  '  ). 

Tome  LXV;  iS8(.. 

Qrunert  [J  .-A.].  —  Sur  la  méthode  de  JNewton  pour  la  description 

(')  Voir  Bulletin,  1V„  114. 
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d'une  conique  passant  par  quatre  points  donnés  et  touchant  une 
droite  donne'e  de  position.  (i-r8^. 

Mémoire  posthunip.  du  ri)ndateur  de  YArchiv. 

L'auteur  appelle  rattentioii  sur  la  belle  coustrucliou  donnée  dans  les  Principia,  I, 
sect.  V,  prop.  XXIll. 

Husinan.  —   Sur    les    distributions    équipotenti elles   des   masses. 
(i9-56\ 

«  Si  l'on  suppose  des  forces  agissant  suivant  la  loi  de  la  gravitation  de  IN'ewton. 
une  masse  splicrique  dont  la  densité  est  une  fonction  du  rayon  seulement  a,  par 
rapport  à  un  point  extérieur,  le  même  potentiel  qu'aurait  son  centre  si  toute  la 
masse  y  était  condensée. 

»  On  peut  donc  substituer  une  distribution  de  la  masse  à  une  autre  sans  changer 
son  action  sur  des  points  extérieurs  à  la  sphère;  on  dit  alors  que  ces  deux  distri- 
butions sont  éqiiîpoteiitieUes  relativement  à  ces  ])oints.  11  est  possible,  d'après  cela, 
«le  remplacer  un  corps  quelconque,  dans  son  action  sur  des  points  extérieurs,  par 
un  nombre  illiniilé  d'autres  distributions  de  la  masse.  On  n'a,  pour  cela,  qu'à  le 
décomposer  en  éléments  itifiiiiraent  petits,  à  décrire  autour  de  ces  éléments  des 
sphères  de  rayons  arbitraires  et  à  distribuer  la  masse  de  chaque  clément  dans  tonte 
la  sphère  cori-espondante,  de  manière  que  la  densité  de  celle-ci  soit  une  fonction 
du  rayon.  Les  sphères  dans  l'espace  peuvent  eni|)iéter  les  unes  sur  les  autres;  on 
supposera  alors,  aux  points  communs,  la  densité  égale  à  la  somme  des  densités  des 
sphères  auxquelles  ils  appartiennent.  On  peut  ensuite  opérer  inversement  par  con- 
centration. » 

L'auteur  étudie  ces  transpositions  équi potentielles  de  masses  pour  diverses  figures 
du  corps  attirant  :  points  massifs  isolés,  courbes  massives,  distribution  des  masses 
sur  une  surface,  dans  un  solide  ;  corps  et  courbes  équipotentiels  (la  droite,  le 
cercle),  etc. 

Hoppe  [R-)-  —  Potentiel  du  triangle  spliérique.  (07-64)- 

On  partage  le  triangle  en  trois  triangles  ayant  pour  sommet  commun  l'inter- 
section de  la  sphère  avec  le  diamètre  mené  du  point  attiré,  et  considérant  comme 
négatif  un  de  ces  triangles  partiels  lorsque  ce  sommet  est  hors  du  triangle  donné. 
La  question  se  ramène  alors  à  calculer  le  potentiel  d'un  triangle  partiel.  Le  ré- 
sultat dépend  des  intégrales  elliptiques. 

Hoppe  [R.].  —  Eléments  de  la  théorie  des  déterminants.  (60-72). 

L'auteur  part  de  ce  point  de  vue  que  les  propriétés  générales  et  importantes  qui 
résultent  de  la  théorie  des  déterminants  constituent  la  structui-e  intime  de  ces 
expressions,  et  ne  doivent  pas  être  masquées  par  des  calculs  de  détail.  11  faut 
éviter  toute  décomposition  inutile,  et  l'auteur  fait  voir  que  l'emploi  des  déter- 
minants mineurs  n'est  nécessaire  pour  la  démonstration  d'aucun  théorème  élé- 
mentaire. 

Ameseâev  [Ad.].  —  La  surface  réglée  dix  quatrième  degré  avec 
deux  droites  doubles.  (73-109). 
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*  - 

Lisowshi.  —  Détermination  directe  de  l'intégrale  1     log  sina:-<7a'. 

(l  lO-I  II). 

Meissel.  —  Propriété  remarquable  de  l'intégrale  de  l'éffuation 

dy  . 

-^  =  +  y/  >"'  —  cos  2  X. 
dx 

(lli). 

Hain  (Em.).  —  Nouvelle  manière  d'établir  l'équation  de  la  tan- 
gente au  cercle.  (112). 

TP'interherg.  —  Sur  l'attraction  des  points  matériels,  au  point  de 
vue  particulier  des  déviations  du  fil  à  plomb,  (i  i3-i6o). 

Jerâbek  (  TV.).  —  Sur  le  lieu  géométrique  du  centre  de  collinéation 

entre  une  surface  non  réglée  du  second  ordre  et  un  système  de 

surfaces  sphériques.  (161 -170). 

I 

Appell  (P.).  —  Développement  en  série  entière  de  {i-\-axY. 
(171-170;  fr.). 

Hoppe  [R.).  —  Le  secteur  sphérique  excentrique.  (176-187). 

«  Si  par  un  point  quelconque  de  l'intéiieur  d'une  sphère  on  mène  trois  plans  à 
volonté,  ces  plans  partageront  le  volume  de  la  sphère  en  huit  secteurs  dont  il  faut 
calculer  les  volumes.  »  M.  Hoppe  reprend  ce  problème,  résolu  pour  la  première  fois 
par  Crelle  ;  il  en  a  simplifié  la  solution  et  en  tire  des  conséquences  pratiques. 

Dostor  [G.).  —  Relations  entre  les  lignes  trigouométriques  des 
angles  d'un  triangle  (♦).  (188-192-,  fr.). 

Dostor  {G.).  —  Extension  du  théorème  d'Hippocrate,  et  déter- 
mination du  centre  de  gravité  de  ses  lunules.  (ipS-aoS:  fr.). 

Dostor  (G.).  —  Détermination  algébrique  très  simple  du  centre  de 
gravité  du  trapèze  et  du  centre  de  gravité  du  tronc  de  pyramide 
à  base  quelconque.  (204-207;  fr.). 

Stj^eissler  (/.).  —  Sur  l'Axonométrie  orthogonale.  (208-21 1  ). 


(•)  Rectiligne. 
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Lovonz    [N.    von).    —    x\ddiliou    au   problème    sur    le    triangle, 
t.  LXIII,  p.  3oo.  (2 12-2  1 5). 

Voir  Bulletin,  \\\,   120. 

Jerdhek  (  fV.).  —  Remarque  sur  la  ]Nole  intitulée  :  «  Contrilnitioii 
à  l'ellipse  »,  t.  LXIII,  p.  443-  (21J-218). 

Voir  Bulletin,  IV,,  \iï. 

Noeg^eratli  [E.].  —  Sur  le  centre  de  gravité  du  (juadrilatère. 
(218-221). 

Jolmen  (P.)-  —  Centre  de  gravité  du  quadrilatère.  (221). 

Kapte)  Il  (  TF.y  —  Tliéorème  de  Géométrie  plane.  (  221-223  \  fr.). 

Israël  [C).  —  Sur  les  cas  théoriquement  possibles  de  la  détermi- 
nation de  la  hauteur  du  pôle.  (225-238). 

«  I.a  détermination  astronomique  et  la  détermination  mathématique  de  la  hau- 
teur du  pAle  sont  deux  prohlcnies  très  différents.  Souvent  une  méthode  qui  n'olïre 
aucune  difficulté  au  mathématicien  en  offre  de  presque  insurmontables  à  l'astro- 
nome. Dans  tous  les  cas,  on  est  forcé  de  convenir  que,  lorsqu'il  s'agit  d'un  procédé 
rationnel,  la  solution  mathématique  doit  précéder  la  solution  astronomique,  (^ar 
ce  n'est  qu'après  avoir  établi  toutes  les  méthodes  possibles  [ce  qui  ne  peut  se  faire 
évidemment  que  par  la  voie  mathématique)  que  l'on  peut  convenablement  poser 
et  décider  la  question  de  savoir  lesquelles  de  ces  méthodes  peuvent  s'adapter  aux 
usages  astronomiques  et  lesquelles  y  sont  impropres.  L'objet  du  présent  travail 
est  de  donner  une  telle  exposition  systématique  du  problème  de  la  hauteur  du 
pôle.  » 

A.  Méthodes  où  l'on  suppose  connues  la  déclinaison  et  la  position  du  plan  mé- 
ridien. —  B.  Méthodes  fondées  sur  la  connaissance  de  la  déclinaison.  —  C.  Mé- 
thodes fondées  sur  la  connaissance  de  la  position  du  méridien.  —  D.  Méthodes 
indépendantes  de  la  connaissance  de  la  déclinaison  et  du  méridien. 

Anieseder  [Ad.].  —  Sur  les  surfaces  réglées  rationnelles  du  qua- 
trième degré.  (239-286). 

Dans  le  premier  paragraphe  de  ce  travail,  l'auteur  traite,  d'une  manière  assez 
abrégée,  la  surface  réglée  générale  du  quatrième  degré,  n'ayant  pas  pu  être  ren- 
seigné sur  ce  que  l'on,  connaît  déjà  sur  cette  surface,  ni  se  procurer,  en  particulier, 
le  Mémoire  de  Cremona  sur  ce  sujet  :  Sulle  superficie  gohhe  di  quarto  grado  (  M^m. 
delV  Ace.  di  Bologna,   1868). 

11  a  pris  pour  point  de  départ  de  ses  recherches  le  mode  de  génération  de  la 
surface  au  moyen  de  deux  systèmes  projectifs  de  plans  tangents  de  deuxième  classe, 
celui  qui  se  prête  le  mieux  à  ce  but. 

II  démontre,  entre  autres  choses,  qu'il  existe  sur  la  surface  réglée  une  infinité 
de  coniques  dont  les  plans  enveloppent  une  surface  dévéloppable  générale  de  troi- 
sième classe;  cette  propriété  lui  sert  à  passer  à  l'étude  de  la  surface  réglée  du 
q^iatrième  degré  à  droite  directrice  simple;  il  montre  en  même  temps  que,  lorsqu'une 
Bull,  des  Sciences  math.,  1^  Série,  t.  IV.  (Décembre  18S0.)  R  •  lo 
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conique  iiisciilo  à  la  surface  dc[;érièi"c  en  deux  droites,  il  en  est  de  même  aussi 
pour  toutes  les  autres,  et  toutes  ont  pour  une  de  leurs  droites  constituantes  cette 
même  directrice  simple. 

II  s'occupe  ensuite  de  la  description  d'une  surface  plus  intéressante,  la  surface 
réglée  réciproque  à  droite  triple.  Dans  le  dernier  para[;raplie.  il  expose  les  pro- 
priétés distinctives  de  ces  deux  surfaces,  à  droite  simple  et  à  droite  triple. 

Hoppe  [R-]-  —  Sur  la  détermination  des  courbes  au  moyen  de  la 
relation  entre  l'angle  de  contingence  et  l'angle  de  torsion.  (287- 
3o5). 

§  1.  Calcul  de  la  courbe  an  moyen  d'une  solution  de  son  équation  différentielle. — 
§  "2.  Éléments  réels.  —  §  3.  Courbes  correspondant  aux  cas  simples  de  l'équation 
spécifique.  —  §  4.  Séries  d'équations  spécifiques  résolubles.  —  §  ô.  Emploi  d'autres 
courbes  accompafjnantes. 

Spitzer  [S.].  —  jNote  sur  les  équations  dilîérentielles  linéaires. 
(3o6'-32o). 

§  1.  Ramener  l'équation  j"-)- Xii'-j-  X^  •)■  =  o  h  la  forme 
(.)■'-!-  Lj-)'-f-  M  (j>''-4-  L.r)  =  o. 
§  '2.  Intégration  de  l'équation  .r-r"'=  xj'-+-  [j.y.  —  §  3.  Intégration  de  l'équation 


^)-^"-^(|-h4'"^4^-^""- 


Spitzer  [S.].  —  Construction  de  quelques  équations  dilîérentielles 
linéaires  d'ordre  supérieur.  (32  1-328). 

Ligowshi.  —  Détermination  de  la  somme  2a''.  (329-334)- 

Haiissner  (^•).  —  Problèmes  de  construction.  (334-336). 

1.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois  hauteurs.  —  2.  Construire  un 
quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  connaissant  les  quatre  côtés.  —  3.  Démonstra- 
tion des  théorèmes  les  plus  importants  sur  le  pantographe. 

Hempel  [^i-)-  —  Sur  l'état  de  température  de  la  Terre.  (337-36'2). 
Bessel  [Fr.).  —  Triangles  spliériques  rationnels.  (363-372). 

Triangles  dont  les  angles  et  les  côtés  ont  leurs  sinus  et  leurs  cosinus  exprimés 
par  des  nombres  rationnels. 

Hoppe  {R.).  —  Sur  les  courbes   à   triple  courbure  et  leurs  pa- 
rallèles. (373-384). 

Ilerz  [N.].  —  Quelques  propriétés  des  fliisceaux  de  sphères  et  des 
groupes  de  sphères.  (385-393). 
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Siebel  {A.).  —  Recherches  sur  les  équations  algébriques.   (394- 

Suite  du  Mémoire  publié  t.  LXI,  p,  12-2.  Voir  DtcUetin,  II^,  G. 

VU.  Détermination   des  racines  réelles,  où  le  V{x)  du  §  2  est  de  la  forme  h^  *. 

Sidcrshy  {D.).  —  iVouvel  ellipsographe.  (420-422). 

Hoppe  [R-]-  —  Remarques  touchant  le  dénouement  d'un  nœud 
dans  la  quatrième  dimension.  (423-426). 

Ligowshy.  —  Réduction  de  l'équation  complète  du  quatrième  degré 
à  une  équation  réciproque  du  second  degré.  (426-429). 

Meissel.  —  Résolution  d'une  classe  de  problèmes  de  Trigonométrie 
sphérique.  (429-433). 

Farhas  [J-).  —  La  somme  des  puissances  semblables  des  racines 
d'une  équation  algébrique  en  fonction  des  coefiîcients  de  celte 
équation,  et  récipi'oquement.  (433-43>")). 

Farhas  (J.).  —  Pression  verticale  moyenne  du  pendule  symétrique 
sur  son  axe.  (435-438). 

Hernies.  —  Type  de  calcul  pour  le  développement  d'une  racine 
carrée  en  fraction  continue.  (438-443)- 

Ilain  [Em.).  —  Sur  la  loi   d'amincissement  des  colonnes.   (443- 

445). 

Stoll.  —  Sur  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère.  (445-44^0- 

Engleit  [F.).  —  Le  nombre  S„  des  intersections  des  diagonales 
d'un  polygone  de  ii  côtés,  qui  tombent  à  l'intérieur  de  ce  poly- 
gone. (446-447). 

Kapteyn  {TF.).  —  jNduvelle  démonstration.  (448). 

Si  l'on  a,  quel  que  soit  p,  l'égalité 

(7,,-t-  <7,  si  II  :,  -1-  (7,  sin  2p  H-.  .  .-h  fi^^  sin  "f  =  '>, 
tous  les  coefficients  a  sont  éfjaux  a.  zéro. 
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NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiqies,  rédigées  par  MM.  Gerono  et  Cii. 
BnissE  (').  —  -x"  série. 

Tome  XIX;  1880,  ■?!'  semestre. 

D'Ocagne  (M.).  —  Applications  de  Géométrie  cinématique  plane. 

(289-303). 

Continuation  el  fin  de  l'article  public  dans  le  môme  Volume  et  dont  nous  avons 
Iirécédemnient  rendu  compte  (voir  Bulletin,  IVj,  i53).  Les  sujets  traites  dans  ce 
dernier  Article  sont  les  suivants  :  Sur  les  courbes  classiques  du   troisième   ordre. 

—  Sur   la    spirale  d'Archiniède.  —  Sur   les  caustiques.  —  Sur  les    anamorphoses, 

—  Sur  les  podaires. 

D'Ocag/ie  [M.].  —  Démonstrations  de  tliéorèmes  énoncés  dans  les 
Nouvelles  Annales.  (3o4-3o7). 

Ces  théorèmes  de  Géométrie  se  rapportent  à  la  question  proposée  à  l'admission 
à  l'École  Polytechnique  en  1878. 

Candeze.  —  Sur  une  règle  de  M.  Laguerre.  (3oj-3i  1). 

Il  s'agit  de  la  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  d'une  équation  supérievircs 
à  un  nombre^donné.  Comparaison  des  résultats  que  donne  la  règle  de  M.  Laguerre 
avec  ceux  qu'on  obtient  au  moyen  de  la  règle  de  Budan  ou  de  Fourier. 

Biehier  [CJi.].  —  Sur  les  équations  linéaires.  (3i  i-33i,  356-362). 

Ces  deux  Articles  contiennent  une  application  des  déterminants  à  la  résolution 
d'un  système  d'équations  linéaires.  L'auteur  a  divisé  son  travail  de  la  manière  sui- 
vante :  L  Le  nombre  des  inconnues  est  égal  à  celui  des  équations.  11.  Le  nombre 
des  équations  surpasse  celui  des  inconnues.  111.  Le  nombre  des  inconnues  surpasse 
celui  des  équations.  IV.  Application  de  la  théorie  des  équations  linéaires  aux  fonc- 
tions homogènes  du  second  degré. 

Un  abonné.  —  Remarque  sur  la  composition  de  Mathématiques 
proposée  en  1879  pour  l'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 
(331-332). 

Propriétés  des  coniques. 

Cokuespondance.  —  M.  Biehier  :  «  A  propos  d'un  Article  de  lui 
Sur  un  procédé  d'climinaiion.  »  (33 2-334 )• 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Normale  supérieure  (1880).  — 
Enoncés  des  compositions.  (334-335). 


(•)  Voir  nullrtlii,  IV,,  i/|G. 
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Questions  retiuées,  au  Coacours  c;ém':r\l  de  1879  et  de  1880,  es 
Mathématiques  spéciales.  (336). 

Un  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Composition 
luatliématique  pour  l'admission  a  Ff^cole  Polytechnique  en  1880. 
Exposition  soiuraaire  d'une  solution  géométrique.  (337-34o). 

Problème  relatif  à  l'hyperbole  éqiiilatère. 

Leroux  {^•)-  —  Sur  les  trajectoires  d'un  point  matériel  soumis  à 
l'action  d'une  force  centrale.  (34o-347)- 

M.  Legoux  étudie  le  cas  d'une  attraction  proportionnelle  à  la  //''"«>  puissance  du 
rayon  vecteur.  Sans  intégrer  l'équation  diflerentiellc  de  la  trajoctoire.  il  montre 
comment  on  peut,  au  moyen  de  cette  équation,  indiquer  la  forme  générale  de  la 
courbe,  trouver  ses  sommets,  le  sens  de  sa  concavité,  ses  asymptotes  et  son  rayon 
de  courbure.  L'Article  se  termine  par  l'examen  de  cas  particuliers. 

Laguerre.  —  Sur  les  coniques  qui  passent  par  trois  points  et  ont 
un  double  contact  avec  un  cercle  donné.  (347-35o). 

Solution  physique,  pour  ainsi  dire,  du  problème  proposé,  suivie  d'une  vérilication 
analytique.  Voir  du  même  auteur  une  Note  «  sur  la  Géométrie  de  direction  », 
communiquée  à  la  Société  mathématique,  le  \  juin  1880. 

SainL-Geriiiain  [A.  de).  —  Des  courlics  algébriques  qui  ont  plu- 
sieurs axes  de  symétrie.  (35o-355). 

Recherche  d'une  forme  caractéristique  de  l'équation  des  courbes  algébriques  qui 
admettent  un  nombre  donné  //  d'axes  de  syni'jtrie.  Détermination  des  foyers  de 
ces  courbes. 

Dustov  (G.).  —  Formules  de  réduction  trigonométrique.  (362- 
367). 

Démonstration  de  vingt  formules,  déduites  essentiellement  du  théorème  que  voici 
et  par  lequel  débute  l'Article  :  «  Dans  toute  relation  qui  a  lieu  entre  les  trois  angles 
A,  B,  C  d'un  triangle,  on  peut  remplacer  ces  angles  :  1°  par  les  compléments  de 
leurs  moitiés:  2°  parles  suppléments  de  leurs  doubles  ». 

TV^eill.  —  Théorèmes  sur  la  parabole.  (367-378,  W'x-^'ôo). 

Cette  étude,  fort  intéressante,  comprend  douze  théorèmes  relatifs  aux  propriétés 
d'un  triangle  qui  se  déplace  en  restant  inscrit  à  une  conique  et  circonscrit  à  une 
parabole.  C'est  un  chapitre  des  travaux  de  l'auleur  sur  les  polygones  inscrits  et 
circonscrits  à  deux  coniques.  Elle  se  termine  par  cette  propriété,  très  simple  et 
digne  d'attention  :  «  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en  restant  inscrit  dans  une  pa-^ 
rabote,  et  circonscrit  à  une  parabole  ayant  même  axe  que  la  première  et  de  para- 
mètre quadruple,  la  somme  des  carrés  des  cotés  du  triangle  reste  constante.  » 

Co-Ncocus  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  (1880).  —  Enon- 
cés des  compositions.  (379-380). 
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CorrkspojVuawce. —  M.  H.  Laurent  :  <(  Sur  une  propriété  des  poly- 
nômes de  M.  Lagucrre.  »  (38o-382). 

PiBLicATiONS  RÉcEJNTEs.  —  1.  Eléments  de  la  théorie  des  détermi- 
nants, par  P.  Mansion  ;  3'^  édition  -,  Mons,  Paris,  i  880. —  2.  Trois 
Lettres  inédites  de  Jean  P""  Bernoulli  à  Léonard  Euler-  Stock- 
holm, 1880,  —  3.  Huygens  et  Roberv  al  •,  documents  nouveaux, 
par  C.  Henry;  Leyde,  1880.  —  4.  Etudes  nouvelles  des  lignes 
et  surfaces  du  second  degré,  par  Emile  Sourander;  Helsingtors, 
1879.  (382-3S4). 

Rcsal  [Id.].  —  Théorie  élémentaire  des  braehistochroiies.  (385- 
3.97)- 

Reprenant  une  question  précédemment  traitée  dans  le  même  Recueil  d'une  f.içoii 
sommaire,  i'éminent  auteur  de  cet  article  s'est  proposé  d'établir  la  théorie  des  bra- 
chistochrones  sans  faire  usage  du  calcul  des  variations  et  en  s'appuyaut  sur  des 
considérations  analogues  à  celles  qu'a  employées  Jean  Bernoulli.  Après  avoir  tout 
d'abord  établi  quelques  théorèmes  fondamentaux,  il  arrive  à  donner  les  équations 
jjénérales  des  brachislochrones  en  coordonnées  rectangulaires  lorsque  le  mobile 
n'est  pas  assujetti  à  rester  sur  une  surface.  Il  examine  ensuite  le  cas  où  le-mobile 
est  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  fonction  de  la  distance  au  centre,  puis 
enfin  l'hypothèse  d'un  mobile  assujetti  à  rester  sur  une  surface.  Pour  cette  dernière 
partie,  on  peut  consulter  aussi  une  Thèse  de  M.  Roger,  insérée  au  Tome  XIII  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (  i''''  série  ). 

Lucas  [Ed.).  — Sur  un  théorèintî  de  ^L  Chasles  concernant  les 
coniques  homofocales.  (397-401). 

Le  théorème  en  question  se  rapporte  à  un  cercle  variable  passant  par  deux 
points  fixes  d'une  conique.  M.  Lucas  en  déduit  plusieurs  formules  et  propri-tés  nou- 
velles. 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  trois  coniques  confocales  deux  à  deux.  (4oi- 
4o3). 

L'auteur  démontre  ce  théorème  :  «  Si  trois  coni(jues  sont  deux  à  deux  bilangcntes 
à  un  mémo  cercle,  leurs  cordes  communes  concourent  trois  à  trois  en  un  même 
point.  .1 

Chejilx-Bej  (du  Caire).  —  Solution  des  exercices  sur  le  tétraèdre 
proposés  par  M.  Genty .  (  4o3-4  1  1  ) • 

Ce  sont  des  propriétés  intéressantes  du  tétraèdre  dont  les  arêtes  opposées  sont 
égales  et  qu'on  peut  appeler  tétraèdre  «  isoscèle  ■■. 

Morel-Blafic.  — Solution  de  (juestions  proposées  par  ^L  IL  Eaure. 

(  4 1  i  "4  2 1  ) . 
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11  s'ujjfit  de  quesUons  loiicliaiit  les  surfaces  du  second  ordre  et  se  rapportanl  à  la 
théorie  des  indices,  publiée  par  M.  Faiire  dans  les  Nouvelles  Annales. 

Qovi  [G.  ).  ~  Sur  (juclques  Lettres  inédites  de  Layraiigc,  publiées 
par  IM.  Baltliasar  Boiicompagni.  (421-428). 

Cet  article,  traduit  par  M.  Aristide  Marre,  reproduit  une  Notice  lue  à  l'Académie 
des  Sciences  de  Naplcs  le  5  juin  1880.  Il  concerne,  entre  autres,  oAze  Lettres  auto- 
gi'aphes  de  Lagrange,  dont  les  originaux  se  trouvent  dans  les  ai'cliives  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg.  Cette  correspontlance.  très  digne  d'intérêt 
au  point  de  vue  scientifique  et  historique,  est  adressée  à  Euler,  à  Laplace,  ii  Canter- 
zani,  à  M.  de  la  Garde,  etc.  Il  est  également  question,  dans  la  Notice,  d'uue  Lettre 
de  Gauss  à  Sophie  Germain. 

CoRRESPOKDAwcE.  —  M.  Dewulf  :  «  Sur  le  tracé  des  tangentes  aux 
ovales  de  Descartes.  »  (428-429). 

Publications  kécentes.  —  1.  Questions  de  Géométrie  élémentaire, 
par  Desljoves^  3*^  édition;  Paris,  1880.  — 2.  Traité  élémentaire 
d'Algèbre,  par  A.  Boset;  Bruxelles,  Paris,  1880.  —  3.  Il  Car- 
teggio  di  Sofia  Germain  e  Carlo  Federico  Gauss;  ^ota  di  A. 
Genocclii;  Torino,  1880.  (429-430). 

luiiKjucnibeique  {E.).  —  Solution  de  la  questioil  1297.  (4'^f- 
43.). 

Décomposition  du  quadruple  et  du  carré  de  '\ii^-^  277°  en  une  somme  de  deux 
cubes. 

Rochetti  (1/.).  —  Solution  de  la  question  1313.  (43i)- 

p  étant  donné,  l'aire  que />-</  soit  une  somme  de  «  cubes. 

Questions  proposées  :  1344  à  1347.  (432). 

Amignes  [E.).  —  Recherches  sur  deux  modes  de  transformation 
des  figures  solides.  (433-44^,  ^'èi-^Qi). 

Suite  et  fin  de  l'étude  antérieurement  publiée  dans  le  même  Recueil  [\o\t Bulle~ 
tin,  IV5,  70).  A  cette  occasion,  nous  renouvellerons  une  critique  déjà  formulée  en 
d'autres  occasions  :  il  est  profondément  regrettable  que  la  suite  d'une  étude  dont  la 
publication  est  entreprise  en  décembre  1879  ne  paraisse  qu'en  octobre  1880;  c'est 
vouloir  rendre  illisibles  les  articles  les  plus  dignes  d'intérêt.  Ici,  l'auteur  énonce  et 
démontre  un  certain  nombre  de  propriétés  curieuses,  notamment  sur  la  quartique 
de  Sleiner. 

Voir  aussi,  de  M.  Amigues,  ses  Recherches  sur  les  transformations  du  second 
ordre  dans  les  figures  planes  [Nouvelles  Annales,  1877  ). 

Moret-Blanc. —  Solution  de  questions  proposées  par  TNJ.  Moreau, 

(430-454). 
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Il  s'ai'it  de  trois  développements  en  séries,  s'appliquant  aux  fonctions  circulaires 
et  aux  l'onclions  F. 

Henry  (C.).  —  Remarque  sur  un  article  des  Nouvelles  annales. 

(4.54-45.')). 

A  propos  de  la  somme  des  puissances  semblables  des  x  premiers  nombres, 
I\l.  Henry  attire,  avec  juste  raison,  l'attention  sur  les  formules  de  M.  Ed.  Lucas  con- 
tenues daiisses  «  Recherches  sur  l'analyse  indéterminée  ». 

Lionnet.  —  jNote  relative  aux  intersections  intérieures  des  cliaEro- 


nales  d'un  polygone  convexe.  (456'-457 


ô"- 


L'auteur  établit  que  le  nombre  de  ces  intersections  est  égal  à  celui  des  combinai- 
sons des  sommets  quatre  à  quatre. 

PcijLicATTOKs  RÉCENTES.  —  1.  OEuvrcs  complètes  de  Laplace,  pu- 
bliées par  les  Secrétaires  perpétuels  de  l'Acadéniie  des  Sciences^ 
t.  1\  ;  Paris,  1880.  —  ^1.  Cours  de  Calcul  infinitésimal,  par 
J.  iloûel  ;  t.  111,  2^  fascicule^  Paris,  1880. —  3.  Stir  l'origine 
de  quelques  notations  mathématiques,  par  C.  Henry  5  Paris,  1880. 
(457). 

Sondât.  —  Solution  de  la  question  1296.  (458-459)- 

Sur  les  solutions  de  l'équation  Aa;^+  B_>-^-t-  Cc'=  o. 

Roclielti  [J^I')-  —  Solution  delà  question  1312.  (459-460). 

Transformation  d'un  produit  en  une  somme  de  trois  cubes. 

Fauqueinhcrgue  'yE .) .  —  Solution  de  la  question  1320.  (460-461). 

Lieu  géométrique  relatif  au  cercle. 

Mo r et- Blanc.  —  Solution  de  la  question  132i.  (461-462). 

Sur  les  solutions  de  certaines  équations  biquadratiques  indétei'miuées. 

Morei-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1326.  (462-464). 

Problème  relatif  au  triangle. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1327.  (464-467). 

Résolution  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  les  bissectrices  des  deux  angles 
aigus. 

Arnaud  {F. -M.).  —  Solution  de  la  question  1329.  (467-468). 

Exercice  sur  la  série  deFibonacci. 
RobagUa.  —  Solution  de  la  question  1332.  (468-470). 

Propriétés  de  la  parab<dc. 
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Droz  {yf-)-  —  Solution  de  la  question  1334.  (470-472). 

Sur  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle. 

Llssencon  (J.  ).  —  Solution  tli'  la  question  1339.  (472-473). 

»  Trouver  un  nombre  qui  soit,  ainsi  que  son  bicarré,  la  somme  des  carres  de  deux 
entiers  consécutifs.   » 

Faille  [J.-M.].  —  Solution  de  la  question  1340.  (473-475)- 

Problème  sur  les  aires,  relatif  au  triangle. 

Bressan  [Ed.).  —  Solution  de  la  question  1341.  (475-479)- 

Normales  abaissées  d'un  point  donné  à  une  conique  ou  à  une  surface  du  second 
ordre. 

IJtifaur.  —  Solution  de  la  question  1342.  (479). 

Propriété  de  deux  normales  à  une  parabole. 

QuESTio>s  puoposÉEs  :  13iS  à  1351.  (480). 

Biehler  [Ch.).  —  Théorie  des  points  singuliers  dans  les  eoui'bes 
algébriques.  (492-007). 

L'auteur,  dans  cette  étude,  suppose  le  point  singulier  w  l'origine  et  coupe  la 
courbe  jiar  la  droite  y  =  ).x.  Supprimant  le  l'acteur  xf  dans  l'équation  aux  ab- 
scisses qui  en  résulte,  il  obtient  une  relation 

»„(>•) -^-  ^?p+.(^)-i-  •  •  •  -i-  •^"''''?«.(  >  .'  =  O- 

m  étant  le  degré  de  la  courbe.  C'est  de   l'examen  de  cette  dernière  équation  que 
découlent  les  résultats  obtenus. 

Larmes.  ■ — ■  Solutiou  des  queslioiis  de  Malliéiualiques  éléuieutaires 
proposées  au  Concours  général  de  1879.  (  5o8-5i3}. 

1°  Sur  un  quadrilatère  circonscriptible  à  deux  cercles. 
2°  Sur  un  système  de  deux  équations. 

Leinehugel  (-/*-/•)•  ■ —  Solution  des  c[uestions  proposées  au  Concoiiis 
d'admission  à  l'Ecole  spéciale  militaire  en  1879.  (5i'^-5i7j. 

1°  Sur  un  cylindre  et  un  cône  droits  ayant  même  volume  et  môme  surfac(^ 
2°  Résolution  d'un  trian  jle  dont  la  base  égale  la  hauteur. 

Henry  (C.).  —    Généralisation    d'un   théorème  d'Arithmétique. 
(  5  I  7-5 1 8  j . 

Le  théorème  que  I\I.  Henry  généralise  est  celui-ci  :  «  Le  carré  d'un  nombre  im- 
pair est  la  différence  de  deux  nombres  triangulaires  premiers  entre  eux.  » 

Co]\cotus    u'ad:mission    a   l'Ecole    ^oumale    sLPÉiiii:ur.E    (1879). 
—   Enoncé  de  la  composition  de  Mathématiques.  (  5  1 8-5 19  1. 

/iu/L  des  Sciences  math.,  'i^  Série,  t.  I\'.  (Décembre  1860.  R.  lO. 
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Pi  lîLicATroivs  lîf.r.EWTKS.  --  I.  BiillcUilio  di  J^ibliografia  c  di  slon'a 
didle  Scienzc  niat(;maticlie  c  lisiclu',  da  B.  Boncompagnl-,  t.  XII; 
Roma,  «879.  —  2.  American  Journal  of  Watlieinatics  ;  editoi- 
in  cliic'f,  .l.-J.  Sylvester;  Cani])ridge,  Aow-York,  Pliiladclpliia, 
Londoii,  Paris,  Berlin;  mars  1879.  —  3.  Ménioiie  sur  les  résidus 
des  puissances  n  et  sur  la  résolution  de  l'équation  a"H- j  "  =  -" 
en  iiondjres  entiers,  par  A.  Lelébure  ;  Paris,  1880.   (5i9-524)- 

Pisnni  (F.).  —  Solution  de  la  question  1318.  (524-^)26). 

«   Trouver  un  nombre  I\  =  .r=-|- (.r    t- i)'^  =.7'^H- (.T -t- i)°-V  (^ -f- 2  )'--.    » 

Dioz  (-/•)•  —  Solution  de  la  question  1333.  (526-527  ). 

lùiveloppe  se  rapportant  à  la  spirale  logarillimiquc. 

Oc?:sTio]Ns  PROPOSÉES  :  1352,  i3o3.  (527-028). 

31ale)j-  [L.].  —  Sur  l'évaluation  de  certains  voliiin(\s.  (  529-55  1). 

Cette  Note  est  relative  à  diverses  expressions  du  vohime  coin|U'is  entre  une  surface 
et  deux  plans  parallèles,  quand  l'aire  interceptée  ])ar  la  surface  sur  un  plan  paral- 
lèle variable  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  degré  m  de  la  distance  d'un 
point  fixe  à  ce  plan  variable. 

L'auteur  étudie  d'abord  les  cas  où  w=  2,  m  ^=  3,  ])uis  il  montre  qu'on  ])eut  faire 
des  transformations  analogues,  quel  que  soit  jh.  11  éclaircit  les  considérations  pré- 
sentées par  quelques  applications..  Il  démontre  enlin  la  proposition  suivante  :  «  Si 
l'on  coupe  une  surface  réglée  par  un  plan  déterminant  une  section  fermée,  l'aire  de 
cette  section  est  une  fonction  rationnelle  du  second  degré  de  la  distance  du  plan 
sécant  à  un  point  lixe  de  l'espace.   » 

Cowcotus  d'admissiozs  a  l'Ecoli.  Ceintuale  di;s  AiiTS  i:t  iMaacfac- 
TUUES  (  [879).  —  Première  et  deuxième  s(;ssions  :  Enoncés  des 
compositions.  (55 1-556 V 

jMorcl-Blaiic.  —  Solution  de  la  question  Î330.  (556-557). 

Sur  uu  système  de  droites  oivcloppant  une  conique;  lieu  géométrique. 

FdiuiucinhrrgHc.  • —  Solution  de  la  cjuestion  J3il).  (557-558). 

Sur  des  parallelogiammes  construits  sur  les  côtés  d'un  triangle  comme  diagonales. 

('oiuiESPOiNnAiNCE.  —  M.  S.  Realis  :  c  Sur  une  propriété  de  certaines 
é(juations  irréductibles,  dont  la  découverte,  attribuée  à  A.-J.-H. 
\  incent,  appartient  à  Legendre.  »  (558-562  1. 

Biiiiioci!  Ai'iiiK.        I)ii;i('s.si()ii   liistoritpie  sur  les  (piant  it(''s  nc'-gal  i\  es, 
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à  propos  de  la  Théorie  des  (|uaiilitt's  négatives  de  M.  de  Campou  ; 
Paris,  iHyt);  par  ^I.  (reorges  Dostor.  (  562-565  ). 

Qlestioks  proposées  :  13oi,  13oo.  (565-566). 


Siip])lémenl. 

Tissol  (-:/.).  —  Mémoire  sur  la  représentation  des  surfaces  et  les 
projections  des  Cartes  géograpliiques.  (4o  pages). 

("o  Supplément,  que  nous  avions  annoncé  (voir  Iltilletin,  IV,,  6G),  contient  la  lin 
(lu  remarquable  Mémoire  de  INI.  Tissot,  qui  avait  commencé  i»  paraître  clans  les 
Aouvetles  annales  en  1878,  puis  en  1879. 

Le  Cliapilre  lll  se  termine  par  lexamcn  des  projections  apliylactiqucs  et  des  pro- 
jections centrales. 

I.e  Chapitre  IV  et  dernier  comprend:  1°  Résultats  numériques  relatifs  aux  Cartes 
<le  portions  du  globe  moindres  qu'un  hémisphère;  2°  Choix  d'un  mode  de  projec- 
tion. 

L'ensemble  du  Mémoire  de  M.  Tissot  l'orme,  à  la  fois  au  point  de  vue  théorique 
aussi  bien  qu'au  point  de  vue  des  applications,  un  véritable  Traité,  rationnel  et 
excellemmentordonné,  sur  la  question  des  projeclions  des  Cartes  géographiques.  Il 
contient  une  classification  aussi  omplèle  que  possible  des  procédés  en  usage  et  une 
judicieuse  discussion  des  avantages  et  des  inconvénients  que  présente  chacun  d'eux. 

A.  L. 


JOURNAL  DE  Mathématiques  pures  et  APPLiQrÉES,  fondé  par  J.  Lrouvn.i.E  et 
continué  par  IL  Resal.  -    3'"  si  rie  ('). 

'J'ome  VL  —  Année  1880. 

Jlennile.  —  Sur  une  formule  d'Euler.  (5-i8). 

M.  Hermite  étudie  et  généralise  une  remarque  d'Fuler.  qu'une  Lettre  de  M.  Fuss 
a  fait  connaître  aux  lecteurs  du  Bulletin  (2"=  série,  t.  III,  p.  22G);  elle  consiste  en 
ce  que  la  substitution 

^',_^//-^_  y  I  — /.^ 
X  =  

rend  rationnelle  la  différentielle 


(')   Voir  nulteliii.  IIL,   01 '|. 


ïG8  '  SlîCOiNDE    PAUTIE. 

Un  calcul  direct  montre  d'abord  que,  si  la  fonction  /{x'^)  jouit  do  lu  propriété 


f^^'-^=--^{^} 


la  substitution 


s/A. 

'-^  2Hx'- 

-1-  »; 

xs/Z 

c 

./■' 

x'  ;  d.r 

rend  rationnelle  la  diflerentielle 


La  méthode  de  décomposition  en  éléments  simples  conduit  à  ce  même  résultat 
et  à  d'autres  analogues.  La  condition  précédente,  appliquée  à  l'intégrale 


I 


f{x')(]x 


y/  I  —  X-  ^  [  I  —  A'x-  j 
qui  devient 

/!•(?) '/s 

par  la  substitution  .T:=sn|',  est  remplacée  par  la  condition  F(|-^-^K')  =  —  F'C?)- 
Si,  généralement,  on  considère  des  ('onctions  doublement  périodiques  F(|),  F,(|), 
F,( ç)  satisfaisant  aux  conditions  respectives 

Fi;f  +  2K)=F(*),  F(|-i-/K';=-F(?); 

F.(?+K  +  /K')=-F,(£),     F.(ç'-^K-.K')--F.(|), 

F,(?  -^  K)  =  -  T,(J),  F,(  ç'  +  2  .'K'  )  =  +  F,(  I), 

les  quantités  D:  logsn  ç.  D;  logcn^,  Dr  logdn|  joueront  respectivement  le  rôle  d'élé- 
ments simples  par  rapport  à  ces  fonctions,  et  l'on  trouvera  les  formules  de  décom- 
position par  le  procédé  habituel;  en  prenant  successivement  pour  p  la  valeur 
d'un  de  ces  éléments  simples,  on  arrive  à  la  conclusion  suivante  :  soient  les  fonctions 

y(x'),/',  (x'),/^(  j:')  jouissant  respectivement  des  propriétés 


les  diUérentielles 

.f{.x--)flx  L{x'-)dx  Mx'-)<lx 


^[i  —  j:*)(,i  —  k-x'-)        }/{i  —  x-){i  —  /i'-x')        \'[i  —  x-){i  —  /i'x') 
seront  rendues  rationnelles  par  les  substitutions 


\     I  —  X-  j(<  —  /  -  J  ■  I  X  J  I  —  Â'-j:'^  X  \l  I  —  u'- 

J>  =  — ^ — — >  />>  =  ,  >       J>  —  :  • 

''■'  y'  I  —  u;-  ^i  —  h'x' 

<Sainl-(^cr/nai/i     .7.   de).    —  Sur   le  parallclograninie  de   Wall. 
(19-26). 
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Calcul  de  la  déviation  de  l'extrémité  de  la  tige.  —  Démonstration  simple  des 
règles  de  RI.  TcheijycheflT. 

André  [D.].  —  Intégration,  sous  forme  finie,  de  trois  espèces 
d'équations  difFérentielles  linéaires  à  coefficients  variables.  (27- 
48). 

Soit  une  équation  diflerentielle  linéaire  d'ordre  w  entre  la  fonction  Y  et  la  va- 
riable indépendante  jr;  désignons  par  YoiYo  ,Yq  ,  ...  les  valeurs  pour  x  =  o  de  Y 
et  de  ses  dérivées;  que  l'on  prenne  les  dérivées  d'un  ordre  suffisamment  élevé  des 
deux  membres,  et  que  l'on  fasse  x  =;  o  dans  le  résultat,  ou  arrivera  à  une  équation 

dont  le  premier  membre  sera  la  somme  des  quantités  Y„    ,  Yq        , multipliées 

par  des  fonctions  de  11;  et  cette  équation  subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  n 
supérieures  à  un  certain  nombre  v;  l'auteur  la  désigne  sous  le  nom  adéquation 
dérivée.  Les  équations  différentielles  linéaires  dont  il  s'occupe  sont  telles  que  leur 
équation  dérivée  (dite  régulière)  soit  de  la  forme 

K,  F(«)Vo'"  +  K.  F(«  -  .)Y',"-"  +. .  .  +  K*  F(«  -  k)\'r'''  =  O' 

F(«)  étant  une  fonction  quelconque  de  n,  et  les  quantités  K  et  A-  des  constantes. 
Les  trois  espèces  étudiées  par  M.  André  sont  caractérisées  par  les  égalités 


F('0  = 


n\J\n)'         ^    '        n\J\n) 

(n  -h  s)  {  Il  -I-  s  -+-  ]).  ..(«-!-  .f  -T-  t—  l) 


où  c  est  un  entier  supérieur  à  zéro,  s  est  un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif, 
ety(«)  un  polynôme  entier  par  rapport  à  /i  et  à  des  exponentielles  de  la  forme  a". 
La  méthode  d'intégration  consiste  à  développer  l'intégrale  suivant  la  série  de 
Maclaurin;  naturellement  les  quantités  Y^,  Yy  ,  Y q~  jouent  le  rôle  de  constantes 
arbitraires.  On  commence  par  calculer,  au  moyen  de  ces  quantités,  les  valeurs  de 
Yq"  ,  ...,Yq'';  posant  ensuite 

F(n)\o     =c„, 
l'équation  dérivée  donne 

Ko  <■„  +  K,  »•„_,  -H . . .  +  K^.  (•„_,.  =  o, 

qui  montre  que  f,,  est  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite.  Si 
l'on  sait  sommer  la  série  de  Maclaurin,  en  se  fondant  sur  les  propriétés  des  suites 
récurrentes,  on  aura  l'intégrale  sous  forme  finie.  Les  types  étudiés  par  M.  André 
correspondent  aux  cas  où  l'on  sait  faire  celte  sommation,  soit  d'après  des  résultats 
antérieurement  acquis,  soit  d'après  les  propres  recherches  de  l'auteur. 

Les  équations  du  premier  type  admettent  une  intégrale  composée  uniquement 
de  fohctions  algébriques  rationnelles.  Dans  les  intégrales  des  équations  du  deuxième 
et  du  troisième  type  entrent  en  outre  respectivement  des  exponentielles  de  la  forme  a" 
et  des  logarithmes  de  la  forme  log(i  —  ajc)' 

Besal.  —  ^ote  sur  les  diflércntes  brandies   de  la  Cinématique. 

(49-jo). 
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Zolotareff'.  —  Sur  la  théorie  des  nombres  complexes.  (ji-j3; 
129-143). 

L'auteur  fait  la  théorie  des  nombres  de  la  forme 

b^,  l\,  . . .  ^„_|  étant  des  nombres  entiers  ordinaires  et  x^  une  racine  d'une  équation 
irréductible  de  degré  //,  à  coefficients  entiers.  Cette  théorie,  pour  le  cas  des  équa- 
tions binômes,  a  été,  comme  on  sait,  constituée  par  M.  Kummer;  M.  Zolotarefl' 
retrouve,  comme  cas  particulier  de  son  analyse,  les  résultats  de  M.  Kummer. 

Resal.  —  Sur  l'iVstrononiie  nautique.  (85-88). 

Boussinesq  (</•)•  —  Sur  la  manière  de  présenter  la  tliéorie  des  po- 
tentiels d'attraetion  dans  l'hypothèse,  généralement  admise,  de 
la  diseontinuilé  de  la  matière.  (89-98). 

Lnguerre.  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  de  e''  '""'j  F  (a.) 
désignant  un  polynôme  entier.  (99-110). 

Posant 

où  (x'^^''^')  dési(Tne  une  série  de  puissances  entières  de  x,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  et  commençant  par  un  terme  en  x^"+',  M.  Laguerre  commence 
par  montrer  que  f„{x)  satisfait  à  l'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre 

où  0„  et  H„  désignent  des  polynômes  de  degrés w  —  1  et  2[m  —  i),  m  étant  le  degré 
de  F(a,-);  une  autre  solution  de  cette  équation  est  ç„(.r)e""'' *■*'';  c'est  cette  der- 
nière propriété  qui  le  conduit  à  une  méthode  pour  la  détermination  du  coefficient 
de  53„  et /„,  méthode  qu'il  applique  au  cas  où  F(j.)  est  du  second  degré. 

Scliwarz.  —  Essai  d'une  démonstration  d'un  théorème  de  Géo- 
métrie, rédigé  sur  l'invitation  de  M.    Charles  Hermite.   (iii- 

ii4). 

Les  coordonnées  d'une  courbe  plane  de  degré  n  qui  a  précisément 

{n  —i)[n  —  o) 
2 

points  doubles  différents  s'expriment  rationnellement  par  un  paramèlre  et  par  une 
racine  carrée  d'une  fonction  entière  du  cinquième  ou  du  si.vième  degré  de  ce  para- 
mètre. 

Resal.  —  Sur  les  propriétés  d'tine  courbe  qui  roule  sur  une  di  oite. 

(11.J-128). 
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Délermiiier  la  forme  duiie  courbe  telle  que,  si  elle  roule  sur  une  droite,  un 
point  relativement  fixe  de  son  plan  décrive  une  courbe  donnée  par  son  équation 
diflerentielle. 

iMnxi/noi'Uch  {TV.  de).  —  Conditions  pour  que  les  constantes 
arbitraires  d'une  expression  générale  soient  distinctes.  (167- 
,76). 

«  Afin  que  les  constantes  arbitraires  <7,,  <?,.  ...,  a„.  d'une  expression  F  soient 
distinctes,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  n'existe  entre  les  lonctions 

<)V        ÙV  ô^ 

-—  1     -r-»      •••» 

aucune  relation    linéaire  homogène   à  coefficients  constants   (indépendants  de  x^, 
x^,  . . .,  jr„,  mais  pouvant  dépendre  de  «,,  a,,  . . .,  rt„,). 

»  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que,  parmi  les  dérivées  partielles  de  F  par  rapport 
aux  variables  indépendantes  x^,  x^,  •••'^n  ^^  ^°"*  '^'^  ordres  ne  surpassent  pas 
(^jn  —  i),  il  se  trouve  au  moins  un  seul  système  de  m  fonctions  entre  lesquelles  il 
n'existe  aucune  relation  où  a^.  a.^,  ...,  a^  ne  figurent  pas  explicitement.  » 

Boussiiiesq .  —  Sur  les  problèmes  des  températures  stationnaires, 
de  la  torsion  et  de  l'écoulement  bien  continu  dans  les  C3lindres 
ou  les  tuyaux  dont  la  section  normale  est  un  rectangle  à  côtés 
courbes  ou  est  comprise  entre  deux  lignes  fermées.  (177-186). 

David.  — ■  Sur  la  transformation  des  fonctions  0.  (187-214)- 

L'auteur  s'occupe  de  la  transformation  des  fonctions  intermédiaires  du  premier 
ordre;  ces  fonctions  sexprimant  au  moyen  des  fonctions  0,  pour  lesquelles  la 
théorie  de  la  transformation  est  faite,  la  question  se  trouve  résolue,  théoriquement 
du  moins;  toutefois,  son  étude  directe  conduit  à  des  formules  remarquables  par 
leur  symétrie  et  leur  généralité;  dans  le  courant  de  ses  recherches,  l'auteur  a  été 
conduit  à  donner  la  somme  de  la  série 

>=<!-'   ,.,,„*f.,„|î! 

p  =  0 

dans  le  cas  où,  p  et  q  étant  premiers  entre  eux,  les  nombres  m  et  y^y  sont  de  même 
parité. 

Léauté.  —  Sur  l'établissement  des  formules  données  par  M.  Resal 
pour  représenter  le  mouvement  d'une  courbe  funiculaire  plane. 
(  2i5-234)- 

Après  avoir  établi  ces  équations  {Traité  de  Mécanique  générale,  t.  I,  p.  32 1), 
M.  Resal  les  applique  au  cas  du  mouvement  lent  d'une  corde  dont  un  point  est  fixe; 
toutefois,  M.  Resal  n'a  voulu  traiter  que  le  cas  où  la  corde  est  très  voisine  de  la 
ligne  droite  et  a  négligé  d'indiquer  explicitement  cette  restriction.  M.  Léauté  aborde 
le  |u-obli''Mie  duiis  toute  sa  gi'iiéralilc,  aliii  d'.'tablir  les  o([u;iti(>iis  des  petites  oscil- 
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lations  d'une  corde  inextensible  dans  l'espace;  les  l'ormiiles  auxquelles  il  parvient 
sfi  réduisent  à  celles  de  M.  Resal  dans  le  cas  de  la  courbe  plane. 

Méraj  [Ch.).  — •  Démonstration  générale  de  l'existence  des  inté- 
grales des  équations  aux  dérivées  partielles.  (aSj-aCSG). 

Considérons  un  système  d'équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre. 
Exprimant  immédiatement  quelques  dérivées  premières  des  fonctions  inconnues  en 
fonction  composée  de  ces  fonctions  inconnues,  d'autres  dérivées  premières  de  ces 
fonctions  et  des  variables  indépendantes,  on  distinguera  d'abord  celles  des  variables 
(dites  principales)  par  rapport  auxquelles  sont  prises  les  dérivées  qui  figurent  dans 
les  premiers  membres  de  celles  {^A\ies  paramétriques)  qui  sont  étrangères  à  la 
formation  de  ces  dérivées;  une  variable  peut  d'ailleurs  être  à  la  fois  principale  pour 
quelque  fonction  et  paramétrique  pour  quelque  autre;  on  distinguera  de  même 
les  dérivées  paramétriques,  prises  uniquement  par  rapport  à  des  variables  para- 
métriques, des  dérivées  principales  qui  intéressent  au  moins  quelque  variable  prin- 
cipale, en  sorte  que  les  équations  considérées  expriment  les  dérivées  principales 
premières  des  fonctions  inconnues  en  fonctions  composées  des  variables  indépen- 
dantes, de  ces  mêmes  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées  paramétriques  pre- 
mières; imaginant  ensuite  les  équations  rangées  dans  les  compartiments  d'un  Tableau 
divisé  en  cases  en  nombre  égal  au  produit  du  nombre  de  fonctions  inconnues  par  celui 
des  variables  indépendantes,  de  façon  que  les  cases  d'une  même  colonne  contiennent 
toutes  les  équations  dont  les  premiers  membres  sont  les  dérivées  d'une  même 
fonction  inconnue  et  celles  d'une  même  ligne  toutes  les  équations  où  les  dérivées 
sont  prises  par  rapport  à  une  même  variable,  et  supposant  que  les  seconds  membres 
des  équations  d'une  colonne  quelconque  ne  contiennent  aucune  dérivée  de  toute 
fonction  inconnue  dont  quelque  variable  principale  serait  paramétrique  pour  la 
fonction  dont  les  équations  considérées  expriment  les  dérivées  principales,  le 
système  d'équations  différentielles  satisfaisant  à  cette  condition  est  dit  système  im- 
médiat par  M.  Méray. 

Les  intégrales  d'un  tel  système,  conçues  comme  holotropes  dans  les  limites  des 
valeurs  des  variables  où  elles  peuvent  exister,  sont  dites  ordinaires  lorsque,  pour 
les  valeurs  correspondantes  des  variables  desdites  intégrales  et  de  leurs  dérivées 
paramétriques  premières,  les  seconds  membres  des  équations  différentielles  de- 
viennent toutes  fonctions  holotropes  de  ces  trois  sortes  de  quantités,  considérées 
un  instant  comme  autant  de  variables  indépendantes. 

Dans  une  dérivée  principale  d'ordre  «,  le  genre  est  défini  par  le  nombre  de  dif- 
férentiations  principales  qui  concourent  à  leur  formation. 

Ces  définitions  posées,  on  voit  facilement  que,  quand  un  système  immédiat  pos- 
sède quelque  groupe  d'intégrales  ordinaires,  leurs  dérivées  principales  d'ordre  // 
et  de  genre  v  sont  indéfiniment  exprimables  en  fonctions  composées  liolotropes  des 
variables,  des  intégrales  considérées  elles-mêmes,  de  leurs  dérivées  (quelconques) 
d'ordre  inférieur  à  «  et  de  leurs  dérivées  d'ordre  «,  mais  de  genres  inférieurs  à  v; 
plus  particulièrement,  elles  s'expriment,  sans  distinction  de  genres,  en  fonctions 
composées  holotropes  des  variables  indépendantes,  des  intégrales  elles-mêmes  et 
de  leurs  dérivées  paramétriques  d'ordres  égaux  ou  inférieurs  à  «;  si  maintenant  x^, 
■}\,  z,,  ...  sont  des  valeurs  particulières  attribuées  aux  variables  indépendantes  x, 
J,z,  ...  dans  les  limites  d'holotropie  d'un  groupe  donné  d'intégrales  ordinaires 
du  système  immédiat,  si  l'on  coiinaii  seulement  les  valeurs  que  prennent  ces  in- 
tégrales et  leurs  dérivées  paramétri(iues  de  tous  ordres  pour  x  :=  x,,  j  ^j  „, 
^=2(„  ...,  on  pourra  calculer  les  valeurs  correspondantes  de  leurs  dérivées  priu- 
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cipales  de  tous  ordres,  et  par  suite  construire  les  développements  de  ces  inté- 
grales en  séries  entières  par  rapport  à  x — ^oi^ — Xoi  ^  —  -«^o»  •  •  •  5  ^^  môme,  si 
l'on  appelle  détermination  initiale  d'une  intégrale  cette  fonction  des  variables  pa- 
ramétriques à  laquelle  elle  se  réduit  quand  ses  variables  principales  prennent  leurs 
valeurs  initiales,  il  est  clair  qu'on  pourra  former  les  développements  d'un  groupe 
d'intégrales  dont  on  connaît  seulement  les  déterminations  initiales. 

Si  maintenant  on  effectue  les  calculs  précédents  en  partant  d'un  groupe  de  fonc- 
tions arbitrairement  choisies  en  même  nombre  que  les  fonctions  inconnues  du 
système  immédiat  et  ne  dépendant  respectivement  que  des  variables  paramétriques 
de  ces  dernières,  sans  savoir  si  ces  fonctions  arbitraires  sont  les  déterminations 
initiales  de  quelque  groupe  d'intégrales  ordinaires,  il  y  a  lieu  de  se  demander  si 
les  développements  obtenus  convergeront  et  représenteront  des  intégrales  simul- 
tanées du  système  immédiat  proposé.  Pour  cela,  une  première  condition  (dite 
de  passivité)  est  tout  d'abord  nécessaire. 

Quand,  dans  les  calculs  ])récédemment  décrits,  la  dérivée  dont  on  veut  avoir 
l'expression  au  moyen  des  variables  indépendantes,  des  intégrales  et  de  leurs  dé- 
rivées paramétriques  est  complexe,  c'est-à-dire  provient  de  différentiations  inté- 
ressant à  la  fois  plusieurs  variables  principales  distinctes,  il  est  aisé  de  voir  qu'on 
peut  arriver  à  la  valeur  de  cette  dérivée  par  des  voies  différentes,  qui,  d'ailleurs,  si 
l'on  part  d'intégrales  elfectivement  connues,  ne  peuvent  conduire  qu'à  la  même 
détermination;  mais  si,  dans  les  expressions  obtenues  ainsi  par  des  différentiations 
d'équations  différentes  pour  une  même  dérivée,  on  remplace  les  variables  princi- 
pales par  leurs  valeurs  initiales  et  les  intégrales,  ou  plutôt  les  fonctions  inconnues, 
par  des  fonctions  arbitraires  des  variables  paramétriques,  regardées  comme  les  dé- 
terminations initiales  de  ces  intégrales,  il  est  évidemment  nécessaire,  pour  que  les 
calculs  décrits  aient  un  sens,  que  les  valeurs  numériques  ainsi  obtenues  pour  les 
deux  expressions  soient  égales;  si  cette  équivalence  a  lieu,  en  vertu  de  la  constitu- 
tion du  système,  indépendamment  de  toute  hypothèse  sur  la  nature  des  fonctions 
arbilraires  et  sur  les  valeurs  initiales  des  variables,  le  système  est  dit  passif.  Pour 
cela,  il  est  d'ailleurs  nécessaire  et  suffisant  que  les  deux  expressions  obtenues  pour 
toute  dérivée  complexe  seconde  d'une  fonction  inconnue  quelconque,  an  moven  des 
variables  indépendantes  x,jr,z,  ...  des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées 
paramétriques  premières  et  secondes,  soient,  dans  tous  les  cas,  des  fonctions  iden- 
tiquement égales  de  ces  trois  sortes  de  quantités,  regardées,  pour  un  moment, 
comme  autant  d'autres  variables  indépendantes.  On  a  alors  la  proposition  suivante, 
dont  l'établissement  est  le  principal  objet  du  Mémoire  de  M.  Méray  : 

«  Considérons  un  instant  dans  le  système  {a)  les  variables,  les  fonctions  in- 
connues et  leurs  dérivées  paramétriques  premières,  comme  autant  de  variables  in- 
dépendantes distinctes,  représentées  graphiquement,  selon  l'usage,  par  des  points  en 
même  nombre,  rapportés,  chacun  dans  son  plan,  à  un  couple  d'axes  rectangulaires. 

»  Si,  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  quantités  tombant  à  l'intérieur  d'aires  limi- 
tatives (S)  données  dans  les  plans  coordonnés,  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (a)  en  sont  fonctions  holotropes,  et  si  les  conditions  de  passivité  sont  satisfaites, 
ces  équations  admettent  en  x^,  y\.  z^,  ...,  valeurs  initiales  des  variables  prises  à 
volonté  dans  celles  des  aires  (S)  qui  leur  correspondent,  un  groupe  (unique)  d'in- 
tégrales ordinaires  (holotropes),  ayant  pour  déterniinatiotis  initiales  des  fonctions 
holotropes  de  leurs  variables  paramétriques,  choisies  arbitrairement  sous  la  simple 
condition  que  leurs  valeurs  initiales  et  celles  de  leurs  dérivées  premières  tombent 
dans  celles  des  aires  (S)  qui  sont  relatives  aux  fonctions  inconnues  et  à  leurs  dé- 
rivées paramétriques  premières.  » 
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De  Maiippoii.  —  Note  rclalivo  au  piilsomèlrc  de  Hall.  (  .2()j-2S>.). 

Radnii  (/?•)•  —  Elude  sui-  les  formules  d'appiïjxiiuaLion  qui  servent 
à  calculer  la  valeur  numérique  dune  iuléi^ralc  détiaie.  (28!^- 
336). 

Ktude  d'ensemble  et  com|jaraisoii  des  diverses  méthodes  connues;  pour  chaque 
méthode,  le  degré  de  précision  est  marqué  avec  soin  ;  de  plus,  l'auteur  a  réuni  tontes 
les  constantes  dont  on  peut  avoir  besoin  dans  rappliculion,  en  sorte  que  son  tra- 
vail présente  un  double  intérêt  tliéorique  et  pratique. 

SoiicJion  f-'^.).  —  Sur  une  grande  inégalité  du  moyen  mouvement 
de  la  planète  Conrordia.  (337-342). 

Dostor  [G.].  —  'J'iiéorie  généi'ale  des  polygones  étoiles.  (343- 
36o). 

Germain  [S.).  —  Mémoire  sur  l'emploi  des  surfaces  élastiques. 
(1-66). 

Mémoire  de  la  célèbre  mathéniaticienno.  (irésenté  h  l'Académie  des  Sciences 
(8  mars  18  >4))  non  publié,  retrouvé  dans  les  papiers  do  Pmny  a  la  Bibliothèque 
de  riicole  des  Ponts  et  Chaussées. 
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Ueye.  4i,  42. 
Riccardi  (  M.}.  199. 


Ricci-Curbastro.  4'J-   Ij- 

Riel.  iSG. 

Ri[;hi.  47,  48,  5o,  5r,    j'|.   inj,   231. 

Rijke.  179. 

Rilliet.  9. 

Riiik.  177. 

Robaglia.  58,  64,  G7,  G8.  iG^ 

Robbers.  3o,  164. 

Rochetti.  G8,  263.  2G4. 

Rodenberg.   2i5. 

Rodet.  77,  79. 

Rodgers.  33,  87. 

Roili.  48,  49)  5o>  J'i    'J.  -t'i. 

Romero.  G5. 

Rossetti.  9,  45,  4*^-  ^'^'  '*'<  ■^•5- 

Rossi-Re  (de).  182. 

Roiiché.  147. 

Royer.  i34. 

Rozé.  182,   i33. 

Riibini.  197,  203. 

Rûmker.  i65. 

Sadebeck.  34» 

Safàrick.  i56. 

SafTord.  35. 

Sainte-Claire  Deville.    10.     iG.    Hq,     loG, 

l32. 

Saint-Germain  (do).  Gi,  2G1,  2  8. 

Saint-Venant  (de).  89.  95. 

Samot.  173. 

Saporito-Ricca.  4''- 

Sawyer.  3i. 

Schàborlo.  i34,  iG5,   170. 

Schaefer.  178. 

Schcibner.  iiX. 

Schell.  225. 

Schenzl.  252. 

Schiaparelli.  iSG. 

Schlomilch.  111. 

Schmidt  (G.).  i3(). 

Schmidt  (J.-F.-J.).   82.   33.   87,    i.>;,   iGi. 

iG5,  iGG,  191. 
Schols.  176. 
Scholtz.  117. 
Schonholzer.  120. 
Schoiite.  172. 
Schrôder.  198,  21  '|. 
Schubert  (H.).  1 19. 
Schuhmeistor.  22 '|. 
Schulhof.  25o,  25 1 . 
Schur.   157. 
Schwab.  33. 

Schwarz  (H.-A.).  2'|2.  2'|3.  271.. 
Sebort.  i44i   i'|G. 
Soechi.  84. 
joolhoini.   180. 

Sceligor.   i.")G,   157.   iGo,    |G5,   170. 
Soewald.  2>\. 
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Sei'dobinsky.  ->. 

Seybolh.  3o. 

Sidersky.  259. 

Sidler.  120. 

Siebel.  259. 

Simon  (H.).  i>j*. 

Sinram.   119*.  122*,  12G'. 

Sloiidsky.  Go.  -2. 

Smith  (L.).  i.'J',. 

Snellen.   i8u. 

Sohncke  (L.).  214. 

Solin.  i3i. 

Sondât.  6S.  2G4. 

Soret.  9. 

Soiichon.  3o,  1G8,  27  j. 

Souillart.  1^^. 

Spitzer.  116*,  laS*.  127*,    >'}H. 

Spôrer.  i55,  iG3. 

Starakart.   i-j5. 

Stelan.  227,  201. 

Stephan.  i33,  i3'|,  236. 

Stephanos.  76. 

Sterneck.  227. 
Stickelberger.  39,  43. 

Stoll.  259. 

Stolz.  216. 

Strasser.  35.   iGo,  171,  227. 

Streintz  (Fr.).  5j,  226,  227. 

Streintz  (H.).  226. 

Streissler.  206. 

Stiidnicka.  129,  i3o. 

Sturm  (R.).  /|i,  214. 

Sucharda.  i23*. 

Suppan.  203. 

Swift.  3i,  36. 

Sylvester.  97,  9g,  137.  i38.  241- 

Szily.  49,  248,  249,  201,  2.5 '|. 

Tacchini.  100,   i55,    157.    161,    iGG.    1G7. 

168,  170,  233.  235,  23G. 
Talayrach.  i54. 
Tannery  (  J.).  21. 
Tatin.  14. 

Tebbutt.  3i,  164,   iGG.   170. 
Tempel.  29.  33,  i5G. 
Terquem.  145,  208. 
Terrier.  66. 
Terssen.  107. 
Tessari.  200. 
Thaer,  222. 
Thalén.  232. 

ThoUon.  9,  II,  gi.  23G.  237. 
Thomae.  239. 
Thomé.  245. 
Thraen.  29. 
Tietjen.  34- 
ïirelli.  196. 
Tisserand.  7.  i3,  io3,  t3G.  i38.  232. 


Tissot.  6j.  66,  267. 

Todd.  .34,  i63.  1G9. 

Tomachewitch.  -2. 

Torelli.  196,  197. 

Tolh.  249. 

Totirrettes.  58,  59,  Go. 

Trépied.  i45. 

Trêve.  90. 

Troost.   loG. 

Trouvé.  23 j. 

Tiimlirz.  226. 

Tupman.  32,  33,  34. 

Turquan.  88.  232. 

Uchard.  210. 

U.  G.  5o. 

Van  den  Rerg.  172.  173,   177. 

Van  der  Stok.  17.H. 

Van  der  Waals.   177. 

Van  der  Willijjen.   1S7. 

Van  Geer.  177. 

Veltmann.  123*. 

Vénard.  i53. 

Ventéjol.  i5i. 

Ventosa.  29. 

Veronese.  202. 

Vész.  249,  25o. 

Villarceau.  io5,  i32,   146,  232,  233. 

Villari.  5o,  62.  53,  5/|.  91,  io5. 

Vielle.  8. 

Viry.  233. 

Vo{jel.  i58,  159.  iGi,  1G2. 

vogt(H.).44. 

W.ïchter.  227. 

Wallentin.  118*. 

Warren  de  la  Rue.  8. 

Wassmuth.  1 17*,   118*. 

Watson.  3o,  i55. 

Webb.  i56. 

Weber  (H.).  2i5. 

Weber  (W.).  118. 

Weierstrass.  19. 

Weiler.  159,  166,  167,  16S. 

Weill.  i48.  i53.  261. 

Weineck.  253. 

Weiss.  iG5. 

Weltrubsky.  23o. 

Wendlandt.  11 4*. 

Weyr  (Ed.).  128*,  129,  i3o,  226. 

Weyr  (Em.).  128*,  129,  229,  73i. 

VNledemann.  47»  52,  108. 

Winckler  (A.).  223. 

Winnecke.  3i,  32,  33,  i55.  137,  159.  i63, 

192. 
Winterberg.  34-  35,  256. 
Wite.  233. 

V\"olf  (.R.).  28,  9G,  162. 
Worms  de  Romilly.  57. 
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Youiig  (C.-A.).  l'ii). 

Zahradnik.   iij*.    fi-;*,    iiS",    i  iç)*. 

i3o,  i3i. 
Zi-ll.r.  33.  35,  3-,  i:).5.  iliG.  aiCk  23i 
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Zeulhei).  r  i, 
Zolluer.  i()(). 
Zoloiaref.  •_>- 
Zrzavv.   I2J*. 
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